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Kapitel 1

Einleitung

Die &konomische Analyse der Wechselkursbildung und -entwicklung hat sich in
den letzten Jahren zu einem sehr intensiv analysierten Bereich der Volkswirt-
schaftslehre entwickelt. Neben der theoretisch orientierten Forschung hat hierbei
die empirisch ausgerichtete Analyse grofie Bedeutung erlangt. Methodisch nimmt
dabei die Zeitreihenanalyse einen wichtigen Stellenwert ein. Dabei konzentrierte
sich die Aufmerksamkeit in neuerer Zeit hauptsachlich auf die Modellierung der
Volatilitit, die nicht nur in den Dollarwechselkursen seit dem Zusammenbruch
von Bretton Woods beobachtet wurde. Indem nichtlineare Zeitreihenmodelle, so-
genannte ARCH oder GARCH-Modelle, entwickelt wurden, die variable bedingte
Varianzen zulassen, gelang es, die Volatilitit in den tiglichen und wochentlichen
Wechselkursinderungen besser zu erfassen.

Als schwierig erweist sich hingegen weiterhin die Prognose von Wechselkursen.
In zwei aufsehenserregenden Studien haben Meese und Rogoff [149, 1983], [151,
1983] festgestellt, daB bei einem Vergleich von theoretisch fundierten Wechselkurs-
modellen und reinen Zeitreihenmodellen das Random Walk-Modell ohne Drift die
besten Out-of-Sample-Prognoseeigenschaften aufweist. Dieses Ergebnis zeigt sich
ihren Ergebnissen nach robust gegeniiber der Beriicksichtigung verschiedener Mo-
dellspezifikationen und Perioden'. Allerdings existieren einige Ausnahmen. Stell-
vertretend sei hier das nichtlineare Markov-Switching-Modell von Engel und Ha-
milton [54, 1990] genannt, mit dem es gelingt, bessere Out-of-Sample-Prognosen
zu erzielen als mit einem Random-Walk-Modell mit Drift. Dieses Modell erlaubt
die Modellierung von zwei Regimen, wobei zwischen den Regimen eine endogen
bestimmte Ubergangswahrscheinlichkeit besteht.

1ygl. dazu Meese [150, 1990, S. 124-26] und die darin angegebene Literatur oder Meese und
Rogoff [152, 1988].



2 Kapitel 1. Einleitung

Folgen die Wechselkurse einem Random Walk-Modell, so impliziert dies un-
korrelierte Veranderungen der Wechselkurse. In den vergangenen Wechselkurs-
veranderungen ist somit, abgesehen von der Gréfie des Drifts, keine zusatzliche
Information fiir die Prognose enthalten. Das Ergebnis unkorrelierter Wechselkur-
sanderungen wird von vielen Untersuchungen gestiitzt. Beispiele hierfiir sind die
Arbeiten von Cornell und Dietrich [36, 1978], Hsieh [112, 1988] oder Levich [129,
1979]. Aber auch hier existieren Ausnahmen. So verwerfen Liu und He [135, 1991]
die Nullhypothese eines Random Walks fiir wéchentliche Veranderungen einiger
Dollarwechselkurse auf Basis eines Variance-Ratio-Tests. Gaab [76, 1983] wendet
die Box-Pierce-Statistik auf die tiglichen Wechselkursinderungen der Deutschen
Mark gegeniiber dem US-Dollar, dem Britischen Pfund, dem Hollandischen Gul-
den und dem Schweizer Franken fiir den Zeitraum vom 2. Januar 1974 bis 13.
Februar 1979 an. Zusitzlich untersucht er verschiedene Teilperioden und Laglin-
gen. Dabei ergibt sich in einigen Fillen eine signifikante Ablehnung der Random
Walk-Hypothese.

Dariiber hinaus kommt Cheung {29, 1990] zu dem Ergebnis, da8 die wochent-
lichen Wechselkursverinderungen von Dollarwechselkursen nicht nur von kurz
aufeinanderfolgenden, sondern auch von weit auseinanderliegenden Perioden kor-
reliert sind. Treten derartige stochastische Abhiangigkeiten auf, so wirken sich
zuféllige Schocks in einer Periode auch noch auf weit in der Zukunft liegende Be-
obachtungen aus. Deshalb sagt man auch, da8 ein derartiger stochastischer Prozef§
Long Memory, bzw. ein “Langzeitgedachtnis” aufweist. Zur Modellierung dieser
Long Memory-Prozesse verwendet Cheung [29, 1990] das sogenannte fraktional
integrierte ARMA-Modell. Dies ist ein lineares, univariates Zeitreihenmodell, das
unabhéingig von Granger und Joyeux [86, 1980] und Hosking [110, 1981] in die
Zeitreihenanalyse eingefithrt wurde. Es stellt eine Verallgemeinerung des aus dem
Box/Jenkins-Ansatz bekannten ARIMA-Modells dar, in welchem der Differenzie-
rungsparameter nicht nur Werte aus dem Bereich der natiirlichen Zahlen, sondern
auch aus dem Bereich der reellen Zahlen annehmen darf.

Die Studie von Cheung [29, 1990] analysiert ausschlieflich Dollarwechselkur-
se liber den gesamten Zeitraum vom 1. Januar 1974 bis 31. Dezember 1987. Dies
ist problematisch, da ihre Hinweise auf Long Memory in den Wechselkursveran-
derungen mdglicherweise auf Besonderheiten der Dollarkursentwicklung in dieser
Periode zuriickzufiihren sind. Ein weiterer Nachteil dieser Arbeiten ist, da8 nicht
untersucht wird, ob durch die Verwendung des fraktional integrierten ARMA-
Modells die geschatzten Autokorrelationen zu einer gegeniiber den Alternativen
verbesserten Prognose ausgenutzt werden konnen. Zudem ist aus statistischer
Sicht zu kritisieren, daB in dieset Studie die ZweckmaBigkeit der verwendeten
Selektionskriterien nicht untersucht wird. Es bleibt unklar, wie gut diese Krite-
rien bei tatsichlichem Vorliegen von Long Memory den korrekten stochastischen
Prozef identifizieren.
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Ziel dieser Arbeit ist es zu kliren, inwieweit in der Tat Devisenmérkte durch
Long Memory-Prozesse charakterisiert sind. Daher wird versucht, die genannten
Mangel der bereits bestehenden Studie zu beseitigen und zu untersuchen, ob die
Verwendung von fraktional integrierten ARMA-Modellen zu einer Verbesserung
der Wechselkursprognosen fiihrt. Da nicht uneingeschrankt auf bestehende Me-
thoden zuriickgegriffen werden kann, umfat die vorliegende Arbeit neben dem
angewandten Teil in Kapitel 7 einen statistischen Teil in den Kapiteln 2 bis 5. In
einem theoretischen Teil in Kapitel 6 wird dariiber hinaus die Frage untersucht,
unter welchen 6konomischen Bedingungen es zu Long Memory auf den Devisen-
mirkten kommen kann. Kapitel 8 enthalt schlieBlich eine Zusammenfassung der
Ergebnisse der vorliegenden Arbeit. Dariiber hinaus wird dabei die neueste Li-
teratur erwihnt, die nach Fertigstellung der vorliegenden Arbeit entstanden und
fiir die hier untersuchte Thematik relevant ist.

Im folgenden werden die verschiedenen Themen und grundlegenden Fragen,
die in den einzelnen Kapiteln diskutiert werden, erliutert. Voraussetzung fiir die
empirische und theoretische Analyse von Wechselkursen auf der Grundlage von
Long Memory-Modellen ist die Kenntnis der Theorie der Long Memory-Prozesse.
Um deren Darstellung zu erleichtern, fithrt Kapitel 2 in die Grundlagen der Zeitrei-
hentheorie ein. Neben den zentralen Konzepten im Zeit- und Frequenzbereich wer-
den die von Box/Jenkins eingefiihrten autoregressiven Moving-Average-Modelle
prasentiert, wobei besonders auf die Short Memory-Eigenschaften dieser Model-
le eingegangen wird. Man sagt, ein stochastischer ProzeB weist ein Gedachtnis
oder Memory auf, wenn ein gegenwartiger stochastischer Schock Auswirkungen
auf die zukiinftige Entwicklung des Prozesses hat. Je weiter die Auswirkungen
dabei in die Zukunft reichen, desto linger ist das Gedachtnis des Prozesses. Ent-
sprechend werden in Kapitel 2 Short, Intermediate und Long Memory-Prozesse
unterschieden und definiert.

Kapitel 3 ist dann der Theorie der Long Memory-Prozesse gewidmet. Den
Schwerpunkt bildet hier das fraktional integrierte ARMA-Modell. Angesprochen
wird jedoch auch der fraktionale GauBiprozef. Dariiber hinaus werden verschiede-
ne Verfahren zur Prognose und Generierung von fraktional integrierten ARMA-
Modellen vorgestellt.

Um zu aussagekriftigen Schitzungen und Prognosen gelangen zu konnen,
ist es notwendig, die Schitzeigenschaften der verwendeten Verfahren zu ken-
nen. Deshalb werden in Kapitel 4 zunichst die verwendeten Schatzverfahren
und deren asymptotischen Schitzeigenschaften diskutiert. Dazu gehdren das ein-
fache Geweke/Porter-Hudak-Verfahren und verschiedene Maximum-Likelihood-
Methoden. Dabei wird auBerdem eine Vereinfachung zur Berechnung der von
Whittle vorgeschlagenen approximativen Likelihoodfunktion bewiesen, so dafl bei
Verwendung der approximativen Likelihoodfunktion bei kurzen Zeitreihen eine
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zusétzliche Approximation vermieden werden kann.

Fir eine praktische Anwendung von Schitzverfahren ist die Kenntnis der
asymptotischen Merkmale dann nicht ausreichend, wenn die zu analysierenden
Zeitreihen relativ kurz sind, da die Giiltigkeit der asymptotischen Schitzeigen-
schaften keineswegs gesichert ist. Die Analyse von zwei Fragen steht daher im
Mittelpunkt von Kapitel 5. Erstens: Wie prazise lassen sich die stochastischen Ej-
genschaften einer Zeitreihe bestimmen, wenn die Spezifikation des wahren Prozes-
ses bekannt ist? Im Rahmen des fraktional integrierten ARMA-Modells bedeutet
dies, dafl der Zeitreihenanalytiker die wahre Ordnung der autoregressiven und der
Moving-Average-Polynome kennt und dariiber hinaus weif, ob Long Memory vor-
liegt. Zweitens: Da diese Voraussetzung in der empirischen Arbeit normalerweise
nicht erfiillt ist, wird auBerdem untersucht, wie zuverlassig die wahre Spezifikati-
on des stochastischen Prozesses, dessen Realisation beobachtet wird, identifiziert
werden kann. Beide Fragen werden mit Hilfe von Monte-Carlo-Simulationen un-
tersucht.

Unter der Annahme, daB die Spezifikation des wahren Prozesses bekannt ist,
werden zu Beginn von Kapitel 5 das Ausma8 der Verzerrung und der mittle-
ren quadratischen Abweichung der Parameterschitzung, sowie die Aussagekraft
von t-Werten analysiert. Hierbei wird, soweit wie moglich, auf Ergebnisse in
der Literatur zuriickgegriffen. Darauf aufbauend wird herausgearbeitet, weshalb
bei Verwendung der exakten Maximum-Likelihood-Methode im Vergleich zu allen
anderen Schitzmethoden die Kenntnis des Mittelwertes zu einer wesentlichen Ver-
besserung der Schitzeigenschaften fiihrt. MuB hingegen der Mittelwert geschitz-
t werden, so kann anstelle der exakten Likelihoodfunktion eine approximative
Likelihoodfunktion verwendet werden, ohne da8 dies nennenswerte Einbuflen in
der Schatzqualitit zur Folge hatte. Dabei erweist sich der Whittleschitzer ge-
geniiber dessen Approximation als qualitativ iiberlegen, wenn die Parameterver-
zerrung aufgrund des zugrundeliegenden stochastischen Prozesses besonders grofl
ist. Auch wird aufgezeigt, wie die Parameterspezifikation des wahren stochasti-
schen Prozesses das Ausma$ der Parameterverzerrung beeinflufit, wenn der Mit-
telwert geschitzt werden muf oder wie im Falle der approximativen Maximum-
Likelihood-Methoden iiberhaupt nicht in die Schéatzung eingeht.

Schliefllich wird analysiert, wie zuverlassig sich unter verschiedenen Bedin-
gungen Long Memory-Prozesse bei Unkenntnis der wahren Spezifikation identifi-
zieren lassen. Ein grundsatzliches Ergebnis dieser Analysen ist, daB die Identifi-
kation von schwachem Long Memory problematisch ist, wenn die Zeitreihe nicht
mehr als 100 Beobachtungen aufweist. Erschwert wird eine korrekte Identifika-
tion weiter, wenn der Long Memory ProzeB zusitzlich durch positive AR- oder
MA-Polynome gekennzeichnet ist. Erst ab 200 Beobachtungen erfolgt eine relativ
zuverlassige Identifikation von reinen Intermediate oder Long Memory-Prozessen.
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Die Ergebnisse dieser Analysen sind nicht nur fiir die vorliegende Untersu-
chung relevant. Das fraktional integrierte ARMA-Modell stellt eine attraktive
Alternative zu den seit Dickey und Fuller [43, 1981] populiren Unit Root-Tests
dar?. Diese Tests sollen eine Antwort auf die Frage geben, ob ein einmaliger
stochastischer Schock auf die zukiinftige Entwicklung einer Zeitreihe einen un-
endlich langen EinfluB aufweist oder nicht. Man kann in einem derartigen Fall
auch von einem perfekten Memory sprechen. Da es fiir viele 6konomische Frage-
stellungen von groer Bedeutung ist, wie lange sich ein einmaliger Schock auf die
Zukunft auswirkt, so z.B. fiir die Konjunkturtheorie, ist die Zuverlassigkeit von U-
nit Root-Tests von groBer dkonomischer Relevanz. Gleichzeitig hat das Vorliegen
einer Unit Root auch Konsequenzen fiir die richtige Wahl der statistischen bzw.
skonometrischen Methoden. So impliziert perfektes Memory ein sich Verandern
der Verteilungseigenschaften eines stochastischen Prozesses iiber die Zeit. Tradi-
tionelle 5konometrische Methoden sind dann nicht mehr ohne weiteres anwendbar,
da diese konstante Verteilungseigenschaften, oder sogenannte stationare Prozesse,
voraussetzen. Stochastische Prozesse mit einer Einheitswurzel, bzw. einer Unit
Root stellen damit eine ganz spezifische Form von nichtstationdren Prozessen
dar. Sie weisen dann einen stochastischen Trend auf. Unit Root-Tests testen
nun die Nullhypothese des Vorliegens einer Unit Root gegen die Alternativen ei-
nes stationiren Prozesses und eines deterministischen Trends. Ein entscheidender
Nachteil dieser Testverfahren liegt nun darin, daB es stochastische Prozesse gib-
t, die zwar kein perfektes Memory aufweisen, aber trotzdem nichtstationar sind.
Wendet man dann einen Unit Root-Test auf einen derartigen Prozefl an, so ist
es unwahrscheinlich®, da man die Unit Root-Hypothese ablehnt, obwohl sie in
Wirklichkeit nicht vorliegt. Dies 1aBt sich vermeiden, wenn man stattdessen ein
fraktional integriertes ARMA-Modell schatzt, das sowohl den Fall von nichtstati-
onirem Long Memory als auch von perfektem Memory miteinschliefit. Dariiber
hinaus erlaubt das fraktional integrierte ARMA-Modell auch die Moglichkeit eines
deterministischen Trends (Sowell [179, 1992]).

In dem angewandten Teil der Arbeit in Kapitel 7 werden die Ergebnisse
der Studie von Cheung [29, 1990] unter Verwendung des fraktional integrierten
ARMA-Modells auf ihre Robustheit hin iiberpriift. Zum einen erfolgt dies, indem
zusatzlich zu der hier zugrundegelegten Gesamtperiode vom 1. Januar 1973 bis 30.
April 1990 drei verschiedene Teilperioden betrachtet werden. Zum anderen werden
Wechselkursverinderungen mit unterschiedlichen Beobachtungsfrequenzen analy-
siert. Dabei werden vierteljhrliche, monatliche, wochentliche und tagliche Daten
beriicksichtigt.

Lage in der Tat Long Memory in den Devisenkursen vor, so miifiten bessere

2ygl. dazu z.B. die Uberblicksaufsitze von Campbell und Perron [26, 1991] und Diebold und
Nerlove [44, 1990].

3Vgl. dazu Hassler [100, 1993], Diebold und Rudebusch [48, 1991] und insbesondere Sowell
(177, 1990].
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Prognosen als mit einem einfachen Random Walk-Modell moglich sein. Dies zu
untersuchen ist das zweite Anliegen des empirischen Teils dieser Arbeit. Die
Analyse der Out-of-Sample-Prognosen von Wechselkursinderungen erfolgt dabei
wiederum auf Basis des fraktional integrierten ARMA-Modells.

Drei Wechselkurse werden im Detail untersucht: der DM/US-Dollar, der
SFr/US-Dollar und der DM/SFr Kassakurs. Der DM/US-Dollar Wechselkurs wird
gewiahlt, da der Deutschen Mark innerhalb des Europdischen Wahrungssystems
eine dominante Rolle beigemessen wird. AuBerhalb des Européischen Wahrungs-
systems kommt in Europa dem Schweizer Franken eine zentrale Bedeutung zu,
so daB dessen Dollarwechselkurs ebenfalls beriicksichtigt wird. Schlielich wird
der DM/SFr Kassakurs analysiert, um herauszufinden, inwieweit auch Wechsel-
kurse durch Long Memory gepragt sind, die nicht direkt durch die amerikanische
Wihrung beeinfluBt werden.

Das Ergebnis dieser Untersuchungen ist, daB Long Memory-Prozesse in der
Tat fiir einige Wechselkurse, Teilperioden und Beobachtungsfrequenzen eine sinn-
volle Modellierung der Wechselkursentwicklung darstellen. Von den hier betrach-
teten Wechselkursen gilt dies fir die beiden Dollarwechselkurse der Deutschen
Mark und des Schweizer Franken, wobei fir die DM/US-Dollarkurse die Evidenz
pro Long Memory unabhingig von den untersuchten Teilperioden und Beobach-
tungsfrequenzen am deutlichsten ist. Dies zeigt sich in diesen Féllen auch in den
Prognoseverbesserungen, die auf Basis des fraktional integrierten ARMA-Modells
gegeniiber einem Random Walk mit Drift Modell erzielt werden. Ausgeschlossen
hiervon sind allerdings vierteljahrliche Wechselkursanderungen.

Wie 1aBt sich nun Long Memory aus 6konomischer Sicht erkliren und welche
Konsequenzen ergeben sich daraus hinsichtlich der 6konomischen Theorie? In Ka-
pitel 6 werden diese Fragen aufgegriffen und zwei verschiedene Erklarungsansatze
fir Long Memory in den Wechselkursinderungen analysiert, welche beide auf
Cheung [29, 1990] zuriickgehen. Wahrend der erste Ansatz irrationale Marktteil-
nehmer voraussetzt, da diese Preisinformationen unvollstindig in ihren Anlage-
entscheidungen ausnutzen, und somit Markineffizienz im Sinne Famas [58, 1970]
impliziert, ergibt sich im zweiten Ansatz Long Memory auf dem Devisenmarkt
durch Ubertragung aus dem Giitermarkt. In Kapitel 6 wird dieser Erklarungs-
ansatz erstmals formalisiert. Die verwendeten Modelle umfassen zum einen eine
Modifikation des Lucas-Modells [138, 1982], einem allgemeinen Gleichgewichts-
modell mit rationalen, risikoaversen Wirtschaftssubjekten, zum anderen ein Fi-
nanzmarktmodell in der Tradition Mussas (155, 1976], in dem der Wechselkurs
als Finanzmarktpreis aufgefafit wird. In beiden Fillen erhilt man als notwendige
Bedingung fiir das Vorliegen von Long Memory auf dem Devisenmarkt, daB in
mindestens einem der relevanten Giiter- oder Geldmarkte mindestens gleich star-
kes Long Memory vorliegen mufl. Diese Bedingung ist auch hinreichend, sofern die
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Maglichkeit fraktionaler Kointegration ausgeschlossen wird. Die bisher vorhande-
ne Evidenz von Long Memory in den Zeitreihen der amerikanischen Geldangebots-
mengen deutet darauf hin, daB in der Tat Long Memory auf dem Devisenmarkt
aus dem Geldmarkt iibertragen wird. Kapitel 6 umfat dariiberhinaus eine knap-
pe Einordnung der in dieser Arbeit durchgefiihrten empirischen Analysen in die
theoretische und empirische Wechselkursliteratur.






Kapitel 2

Short Memory-Prozesse in der

Zeitreihenanalyse

Die Analyse der Wechselkurse auf das Vorliegen von Long Memory, wie sie bereits
von Cheung [29, 1990] begonnen wurde, erfordert die Kenntnis eines gewissen
Instrumentariums der Zeitreihenanalyse, insbesondere der Theorie stochastischer
Prozesse mit Long Memory. Dieses Kapitel ist der ausfiihrlichen Darstellung der
Grundlagen dieser Theorie gewidmet. Sowohl um all denjenigen Lesern den Zu-
gang zu dieser Theorie zu erleichtern, die sich nicht auf das Gebiet Zeitreihen-
analyse spezialisiert haben, als auch um spatere Mifiverstandnisse auszuschlieflen,
werden im ersten Abschnitt 2.1 alle wesentlichen Konzepte der Zeitreihenana-
lyse eingefiihrt, die fiir eine fundierte Darstellung der Theorie der Long Memory-
Prozesse im anschlieBenden Kapitel 3 notwendig sind. Beriicksichtigt werden dabei
die Grundlagen der Zeitreihenanalyse im Zeit- und im Frequenzbereich. Darauf
aufbauend werden in Abschnitt 2.2 die aus der traditionellen Zeitreihenanalyse
bekannten autoregressiven Moving-Average-Modelle und deren Spezialfille mit
ihren wesentlichen Eigenschaften dargestellt.

2.1 Grundlagen der Zeitreihenanalyse

In diesem Abschnitt werden alle wesentliche Konzepte und Definitionen der Zeit-
reihenanalyse eingefiihrt, die fiir die Darstellung von Long Memory-Modellen in
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den nachfolgenden Kapiteln erforderlich sind. Drei Standardwerke der Zeitreihen-
analyse liegen dieser Einfiihrung zugrunde: das deutschsprachige Lehrbuch von
Schlittgen und Streitberg [172, 1989], das englische Standardwerk von Priestley
(165, 1981] und das formal anspruchsvollere Lehrbuch von Brockwell und Davis
(24, 1991]. Dieser Abschnitt unterteilt sich dabei in zwei Unterabschnitte. Im
ersten Unterabschnitt 2.1.1 werden die Grundlagen zur Darstellung von linearen
Prozessen im Zeitbereich dargestellt. Die Konzepte der Zeitreihenanalyse im Fre-
quenzbereich bilden den Inhalt des zweiten Unterabschnitts 2.1.2.

2.1.1 Grundlagen stochastischer Prozesse im Zeitbereich

Jede (zeitlich) geordnete Folge {z,},cz von Beobachtungen einer oder mehrerer
Groflen bildet eine Zeitreihe. Beziehen sich die Beobachtungen nur auf eine Grofe,
so spricht man von univariaten Zeitreihen. Werden mehrere Gréfen zu jedem
Zeitpunkt beobachtet, so entspricht z; einem Vektor und man spricht von multi-
variaten Zeitreihen. In dieser Arbeit werden ausschlieBlich univariate Zeitreihen
von Wechselkursen betrachtet.

Ein haufiges Ziel der Zeitreihenanalyse ist es, Werte der Zeitreihe {z:}, die
auflerhalb der beobachteten Zeitreihen liegen, zu prognostizieren. Diese, im allge-
meinen als Qut-of-sample-Prognosen bezeichneten Prognosen werden in Kapitel
7 fiir verschiedene Wechselkurse durchgefiihrt. Dazu ist es notwendig, den sto-
chastischen ProzeB {X;}:cz zu identifizieren, dessen Realisation die beobachtete
Zeitreihe {z:}icTez der Linge T darstellt. Die Struktur dieses Prozesses kann
dann zur Prognose ausgenutzt werden. Dieser Proze$ kann deterministisch, sto-
chastisch oder beides sein. Deterministische Prozesse {D:}tez werden z.B. in
der Astronomie angenommen. Viele Zeitreihen, darunter auch die meisten Sko-
nomischen, lassen dagegen nur in den seltensten Fillen klare Regelmafligkeiten
erkennen, so dafl eine Modellierung durch ausschlieBlich deterministische Prozesse
kaum sinnvoll erscheint. Als Alternative bieten sich deshalb zunichst rein stocha-
stische Prozesse an. Dabei ist ein stochastischer Prozef (ZufallsprozeB) {S:}:cz
durch eine Folge von Zufallsvariablen S, definiert, wobei jedem Zeitpunkt ¢ die
Zufallsvariable S, zugeordnet wird. Der allgemeinste Fall entspricht dann der
Kombination eines deterministischen Prozesses mit einem stochastischen Proze

= Dy 4+ 5. (2.1)

Ein typisches Beispiel in der 6konomischen Anwendung ist die Kombination eines
deterministischen Trends mit einem stochastischen Proze.

In der vorliegenden Arbeit werden jedoch deterministische Prozesse keine
Rolle spielen, da bisher in der empirisch orientierten Literatur fir die DM/US-
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Dollar, SFr/US-Dollar und DM/SFr Wechselkurse, deren Long Memory-Eigen-
schaften in Kapitel 7 untersucht werden, keine deterministischen Komponenten
identifiziert wurden’.

Im weiteren Verlauf der Arbeit bezeichne deshalb {X,}:cz einen rein stocha-
stischen ProzeB. Eine beobachtete Zeitreihe {z:}:cz ist dann die Realisation, also
die beobachtete Auspragung des stochastischen Prozesses {X:}:ez.

Die Annahme, daB {X;}:cz einem stochastischen Prozef entspricht, impli-
ziert zunichst, daB jede einzelne Zufallsvariable X;,t € Z verschiedene Werte
annehmen kann?. Ihre stochastischen Eigenschaften werden dann durch die Ver-
teilungsfunktion®

Fx,(z:) = P[X: < 4 (2.2)

bestimmt. z: bezeichne dabei eine mogliche Realisation der Zufallsvariable X;.
Kann X; Werte aus einer stetigen Menge annehmen, so wird sie als stetige Zu-
fallsvariable bezeichnet und ihre stetige Verteilungsfunktion ergibt sich aus der
Flache unter der Dichtefunktion fx,(z:)

Fx (z:) = /j‘ fx.(u)du. (2.3)

Betrachtet man jetzt einen beliebigen Ausschnitt der Linge T des stochasti-
schen Prozesses { X;}teTez, so verfiigt dieser iiber eine gemeinsame Dichtefunktion
X, Xa,.. X2 (Z1, T2y ... ,@T) bzw. lber eine dazugehdrige gemeinsame Verteilungs-
funktion

z1

zr
Fxl,.l.,xr(zl,---,xT)—_-/ / Fx,oxo{ut,. .. ur)dyy - - - dug. (2.4)

Maéchte man hingegen nur die Dichte einer Zufallsvariable X, unabhangig von den
anderen Zufallsvariablen Xi,..., Xt 1, Xt41,---, X7 bestimmen, so erhilt man
diese durch die marginale Dichtefunktion

fx(z) = fxix5..%x0(00,...,00,2T,00,..., 00) (2.5)

/ / T / fx,,...,x,(Ix, ooy xr)dTy - dzy_1dzeyy - - daT.

1Ein deterministischer Trend wire zu erwarten, wenn zwei Volkswirtschaften iiber eine lange
Zeit durch stark divergierende strukturelle oder wirtschaftliche Entwicklungen gekennzeichnet
sind. Das einfachste Beispiel hierzu sind permanent stark divergierende Inflationsraten mit der
Folge eines stetigen Abwertungs- oder Aufwertungstrends, wie das z.B. fiir einige Wihrungen
von siidamerikanischen Landern beziiglich des US-Dollars oder der Deutschen Mark der Fall ist.

2Vgl. zu einer Definition von Zufallsvariablen Priestley {165, 1981, S. 371).

3Vgl. zu den verschiedenen Konzepten von Verteilungs- und Dichtefunktionen Priestley [165,
1981, S. 41ff. und S. 871}
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Daraus ergibt sich sofort die marginale Verteilung

Fx,(20) = /_ " f(ue)due,

Oftmals ist es wiinschenswert, einige Charakteristika solcher gemeinsamen
Verteilungsfunktionen zu kennen. Sehr hilfreich ist hierbei das Konzept des Er-
wartungswertes einer Funktion g(X,,...,Xr). g(X1,...,X7) sei eine beliebige
Funktion von T stetigen Zufallsvariablen (X, ..., X7). Der Erwartungswert von
dieser Funktion ist definiert durch*

E[g(Xl,...,XT)] =/ / 9(1'1,--~y$T)fX1,...,XT(-751a--~yxT)d$l"‘de-
(2.6)
Fir g(X;) = X, erhélt man direkt den Erwartungswert dieser Zufallsvariablen X,

o0

we = E[X|] = / zfx,(z:)dz;. (2.7)

—00

Bildet man den Erwartungswert von der Funktion g( Xy, Xe4r) = (X¢ — pte)(Xepr —
He+r),T € Z und t,t + 7 € T, so erhalt man entsprechend die Kovarianz der
Zufallsvariablen X; und X,

OXiXeyr = E[(Xt = pe)(Xegr — Hetr)] (2.8)
/ / (8¢ = 1) (Besr — ete) S tens (2 Zear)daedens.

Ist 7 = 0, wird 0%, als Varianz von X, bezeichnet. Ist die Funktion OX Xepry T =
...,—1,0,1,2,... fir einen stochastischen ProzeB definiert, so wird sie Autoko-
varianzfunktion® genannt. Sie driickt aus, inwieweit zwei Zufallsvariable, die 7
Perioden auseinanderliegen, stochastisch korreliert sind. p, und 0X,X.,, Werden
auch als erste und zweite Momente einer gemeinsamen Verteilung bezeichnet.
Durch entsprechende Definition von der Funktion ¢ lassen sich auch héhere Mo-
mente bestimmen. Man beachte, da aus der Kenntnis der beiden ersten Momente
normalerweise nicht auf die dahinter verborgene gemeinsame Wahrscheinlichkeits-
funktion geschlossen werden kann.

Eine vollstindige Charakterisierung eines stochastischen Prozesses erfordert
damit die Kenntnis der zugrundeliegenden gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsver-
teilung. Da das Ziel einer prazisen Prognose in der Zeitreihenanalyse die Kenntnis
des zugrundeliegenden stochastischen Prozesses voraussetzt, ist es eine Haupt-
aufgabe der Zeitreihenanalyse, den einer Realisation zugrundeliegenden stocha-
stischen Prozef zu approximieren. Letzteres ist identisch mit der Suche nach

“Vgl. dazu Priestley [165, 1981, S. 52f.].
5Vgl. dazu Priestley [165, 1981, S. 108].
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der zugrundeliegenden gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsverteilung. Stehen da-
bei mehrere solche gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsverteilungen zur Auswahl, so
ist es eine weitverbreitete Strategie der Zeitreihenanalyse, diejenige gemeinsame
Wahrscheinlichkeitsverteilung zu suchen, die der beobachteten Realisation die
grofte Wahrscheinlichkeit zumiBt. Dieses Vorgehen wird als Mazimum-Likelihood-
Prinzip bezeichnet. Nicht immer ist dieses Verfahren direkt anwendbar, da es die
Anwendung von im allgemeinen rechenintensiven numerischen Optimierungsver-
fahren erfordert. Auch ist es iberhaupt nicht immer notwendig, auf dieses Verfah-
ren zuriickzugreifen, da z.B. das einfache Kleinst-Quadrate Schatzverfahren unter
bestimmten Annahmen mit dem Maximum-Likelihood-Verfahren tibereinstimmt.

Um die Likelihoodfunktion schitzen zu koénnen, mit der eine bestimmte ge-
meinsame Wahrscheinlichkeitsverteilung den beobachteten ProzeB erzeugt hat,
mufl diese gemeinsame Wahrscheinlichkeitsverteilung eine formale Struktur er-
halten. Mit anderen Worten: Man trifft eine Annahme beziiglich der zugrunde-
liegenden gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsverteilung. Gewohnlich geschieht dies
iiber die Spezifikation einer gemeinsamen Dichtefunktion®; meist nimmt man an,
daB eine multivariate Normalverteilung vorliegt.

Definition 1 Die multivariate Normalverteilung’

Sei X = (Xi1,...,Xt) ein Vektor von T stetigen Zufallsvariablen mit den Erwar-
tungswerten p = (py,...,u7) und den Varianzen und Kovarianzen ox,x,,,. Die
Varianzen und Kovarianzen sind dabei in einer Kovarianzmatriz

2
Ox, OX1X, ' OX)Xr
2
o | oxn ok oxx (2.9)
et AERE
OXrX, OXrX, aXT

zusammengefaffit. Dann ist X multivariat normalverteilt, wenn die gemeinsame
Dichtefunktion von X die Form

1 L Ll LyYE-Y(z—
J) = (27r)T/2l2| FeT s, (2.10)

aufweist. Dabei bezeichne der Vektor z eine Realisation von X.

Man sieht, daB die multivariate Normalverteilung fiir eine Realisation einer Zeitrei-
he mit Liange T durch T' Erwartungswerte und T? (Ko)Varianzen, also insgesamt

SNicht immer existieren Dichtefunktionen von Wahrscheinlichkeitsverteilungen. Diese Vertei-
lungen sind dann durch aligemeinere Konzepte definiert. Vgl. dazu z.B. die Klasse der stabilen
Verteilungen in Brockwell und Davis [24, 1991, S. 535).

"Vgl. Priestley [165, 1981, S. 90f.).
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T + T? Parameter spezifiziert werden muf. Damit 138t sich eine derart allgemeine
Verteilung nicht schitzen.

Es ist deshalb notwendig, die Zahl der zu schitzenden Parameter durch wei-
tere Annahmen dber die Struktur der Verteilung weiter zu reduzieren. Eine sehr
hilfreiche Annahme ist dabei die Annahme der Stationaritdt®. Dabei werden ver-
schiedene Grade der Stationaritidt unterschieden. Streng stationdre stochastische
Prozesse weisen die Eigenschaft auf, daB sich ihre statistischen Eigenschaften liber
die Zeit hin nicht dndern. Formal bedeutet dies, daf§ gilt:

Fx, .. x:(21,...,27) = Fx, . Xppa (T15 -, 2T), fiir beliebige k € Z, (2.11)

d.h. die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsfunktion des Prozesses {X1,..., Xr} ist
identisch mit der des um k Zeitpunkte verschobenen Prozesses { X144, ..., X174k}

Auf die multivariate Normalverteilung (2.10) angewendet, impliziert dies er-
stens, dafl die Erwartungswerte u, konstant sind

pe=f fir allet €T, (2.12)

und zweitens, dafl die Kovarianzen nur von der zeitlichen Differenz v der Zufalls-
variablen abhingen

OX Xeyr = Y(T) fiir alle t,t + 7€ T. (2.13)

Die erstgenannte Eigenschaft wird als Mittelwertstationaritit bezeichnet, die letzt-

genannte Eigenschaft als Kovarianzstationaritdt®. Die Autokovarianzfunktion y(7),
7 € T ist dann stationar, d.h. unabhiangig von t. Weist ein stochastischer Prozef§

beide Eigenschaften auf, so ist er schwach stationdr. Im Fall einer multivariaten

Normalverteilung (Definition 1) impliziert schwache Stationaritit bereits starke

Stationaritat, da die gemeinsame Dichtefunktion der multivariaten Normalver-

teilung durch Erwartungswerte und Kovarianzen vollstindig parametrisiert wird.

Solange eine multivariate Normalverteilung unterstellt wird, ist es demnach véllig

ausreichend von Stationaritat zu sprechen.

Legt man also eine stationdre multivariate Normalverteilung zugrunde, so re-
duziert sich die Zahl der Parameter auf 7 + 1, einen Erwartungswert g und T
(Auto-) kovarianzen. Noch immer ist die Zahl der zu schitzenden Kovarianzen
jedoch zu groB, d.h. der Kovarianzmatrix miissen weitere Restriktionen auferlegt
werden. Ein moglicher Schritt in diese Richtung ist die Annahme, daB der stocha-
stische ProzeB {X,} einem allgemeinen linearen ProzeB entspricht. Zu dessen De-
finition ist es notwendig, einen zweiten stationdren stochastischen Prozefl {€:}:«ez

8Vgl. Priestley {165, 1981, S. 104ff.]
®Jeder streng stationdre ProzeB ist mittelwert- und kovarianzstationir, sofern die Erwar-
tungswerte und Kovarianzen existieren. Die Umkehrung gilt natiirlich nicht.
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einzufithren, der ebenfalls multivariat normalverteilt ist mit Erwartungswert g,
und der denkbar einfachsten Kovarianzmatrix

gt 0 0
2
s.=]0 9% 0 | _ps2 (2.14)
0 0 o?

Damit sind die €; unkorreliert. Durch die Annahme der Normalverteilung impli-
ziert dies auch die Unabhangigkeit der €;. Aufgrund der Unabhingigkeit zwischen
den ¢, 1aBt sich die gemeinsame Dichte direkt aus dem Produkt der marginalen
Dichtefunktionen berechnen, so dafl dieser stochastische Prozef bereits durch eine
univariate Normalverteilung ¢, ~ N(0,0?) fiir alle t € Z definiert ist. Stocha-
stische Prozesse dieser Art werden als Weifles Rauschen oder als White Noise
ProzeB!® bezeichnet.

Ein allgemeiner linearer Prozefl {X,;}icz ist nun definiert durch

o

Xe= ) aubie, (2.15)

U=—00

wobei {€;}:cz Weiflem Rauschen mit Erwartungswert g, und Varianz o? ent-
spricht. Die Parameterfolge {a,}.ez wird dabei hiufig als linearer Filter bezeich-
net. Damit die Varianz von X; endlich bleibt, mu8 fiir den linearen Filter {a, }uez
gelten, daB!?

(o)

) al <o (2.16)

Uu=-—00

Dies ergibt sich direkt durch Anwendung von Gleichung (2.8) auf (2.15)

o = o Z al). (2.17)

Entsprechend Gleichung (2.13) berechnet sich die Autokovarianzfunktion v(7)
eines allgemeinen linearen Prozesses unter der Annahme, daB Ele;] = 0, durch

(1) = E[X: Xp4,] = 03( Z Aylypr) (2.18)

U=—00

1%Man beachte, daB die Zufallsvariablen bei Weiern Rauschen nicht notwendigerweise nor-
malverteilt und damit unabhingig sein miissen. Es ist vollig ausreichend, daB sie unkorreliert
sind, d.h. daB alle Kovarianzen Null sind, also eine Kovarianzmatrix der Form (2.14) aufweist.
Vgl. dazu auch Priestley [165, 1981, S. 114f]).

11Gchlittgen und Streitberg [172, 1989S. 87, Def. 2.3.2.3] fordern, daB die Folge der Parameter
{au} absolut summierbar sei, d.h. gilt, da "o |au| < co. Diese Bedingung ist restriktiver,

U=~ 00

da sie die obere Konvergenzbedingung enthilt. Vgl. dazu Fuller [75, 1976, S. 27].
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oo 2

Unter der getroffenen Annahme )77 a2 < oo ist der allgemeine lineare ProzeB
auch stationdr, da die absoluten Betrige der Kovarianzen immer kleiner oder
gleich der Varianz sind und dariiber hinaus, wie in Gleichung (2.13) gefordert,

unabhingig von ¢ sind!?,

Durch die Annahme eines allgemeinen linearen Prozesses erreicht man er-
stens, dal die Abhangigkeitsstruktur, die zwischen den Zufallsvariablen des sto-
chastischen Prozesses {X;} besteht, vollkommen durch die Folge {a,}.cz erfaft
wird, und zweitens, daB die Stochastik in dem ProzeB auf einfaches Weifles Rau-
schen {¢;} ~ N(u.,0?) zuriickgefiihrt werden kann. Natiirlich liegen fiir das Weifle
Rauschen keine Beobachtungen vor, so daBl dessen Erwartungswert und Varianz
auch aus der beobachteten Zeitreihe {z;} geschatzt werden miissen.

Indem die Stochastik in dem ProzeB {X,} ausschlieBlich auf die &;’s des
Weiflen Rauschens beschrankt ist, ist es moglich, sehr einfach die Auswirkung
einer Stérung ; zum Zeitpunkt ¢ auf die zukiinftige Entwicklung der X,4,,u > 0
durch Betrachtung der Parameter a,,u > 0, zu analysieren. Setzt man dariiber
hinaus fiir alle v < 0 die a, = 0, so haben zukiinftige zuféllige Ereignisse keinen
EinfluB auf die Gegenwart. Prozesse dieser Art werden als kausal bezeichnet!®.

Mit Hilfe kausaler allgemeiner linearer Prozesse ist es nun méglich, das Kon-
zept des Gedachtnisse oder des Memory eines stochastischen Prozesses einzufiih-
ren, das im Rahmen dieser Arbeit eine wesentliche Rolle spielt. Man sagt, da8
der Proze8 {X.} ein Geddchtnis oder Memory habe, wenn nicht alle a,,u > 0,
gleich Null sind, da der EinfluB eines Stérterms ¢, sich auf zukiinftige X, er-
streckt und damit nicht sofort vergessen wird. Es ist naheliegend, von einem
kurzen Gedéachtnis dann zu sprechen, wenn der EinfluB einer Storung ¢; relativ
schnell verschwindet und entsprechend von einem langen Gedichtnis, wenn dies
nicht der Fall ist. Die einfachste Operationalisierung dieser Idee erfolgt mit Hilfe
der Autokovarianzfunktion, die sich ja aus der Parameterfolge {a, }uen ergibt.

Definition 2 Short, Intermediate und Long Memory'
Ein stochastischer Prozef) besitzt ein kurzes Geddchinis bzw. Short Memory, wenn
dessen Autokovarianzfunktion mit ezponentieller Rate oder schneller abklingt, d.h.

ly(m)| £ Cg™ fir r=1,2... (2.19)

erfullt ist, wobei C > 0 und 0 < g < 1 gilt. Ein stochastischer Prozef besitzt

'2Vgl. hierzu z.B. Priestley [165, 1981, Unterabschnitt 3.5.7, S. 143).

13vgl. dazu Brockwell und Davis [24, 1991, S. 81-83].

!4Diese Definition von Short und Long Memory haben McLeod und Hipel [147, 1978, S. 492]
eingefiihrt.
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Intermediate Memory, wenn er nicht zu den Short Memory-Prozessen gehort,
aber eine absolut summierbare Autokovarianzfunktion aufweist, d.h.

i‘ ly(r)| < oo (2.20)

T=—00

gilt. Ein Long Memory-Prozefl ist hingegen durch eine Autokovarianzfunktion
charakterisiert, die nicht absolut summierbar ist

> ()= oo (2.21)

T==00

Damit die Bedingung fiir Short Memory erfiillt ist, missen also die Autokova-
rianzen fiir 7 — oo schnell genug gegen Null konvergieren, was nichts anderes
bedeutet, als daf ihr EinfluB fiir groe 7 verschwindet. Ist dies nicht der Fall,
d.h. sind die Autokovarianzen fiir grofie 7’s groB, so weist ein Stérterm auch nach
vielen Perioden noch betrichtlichen Einflul auf. Die Autokovarianzfunktion ist
dann nicht mehr absolut summierbar und der Proze8 besitzt Long Memory. In-
termediate Prozesse liegen zwischen beiden Extremen.

Um nun allgemeine lineare Prozesse empirisch anwendbar zu machen, ist es
natiirlich notwendig, durch weitere Annahmen die Zahl der Parameter begrenzt
und mdglichst klein zu halten, ohne notwendigerweise die unendliche Autokovari-
anzfunktion aufgeben zu miissen. Verschiedene Sonderfille eines linearen Prozes-
ses stehen hier zur Verfiigung, teils mit unendlicher, teils mit endlicher Autoko-
varianzfunktion:

1. der Moving-Average-Proze8,
der autoregressive Prozef},

der autoregressive Moving- Average-Proze8,

Ll

der fraktional integrierte autoregressive Moving- Average-Proze (Long Mem-
ory-Prozef}).

Die ersten drei Prozesse gehéren zur Klasse der Short Memory-Modelle und wer-
den im anschlieflenden Abschnitt 2.2 ndher besprochen. Der theoretischen Dar-
stellung des fraktional integrierten autoregressiven Moving- Average-Prozesses ist
das gesamte Kapitel 3 gewidmet. Bevor diese verschiedenen Versionen allgemei-
ner linearer Prozesse im Detail eingefiihrt werden, ist es jedoch angebracht, einige
Konzepte der Zeitreihenanalyse aus dem Frequenzbereich einzufithren, da diese
bei der Ableitung aller Schitzverfahren in Kapitel 4 eine wichtige Rolle spielen.
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2.1.2 Grundlagen stochastischer Prozesse im Frequenz-

bereich

In den vorangegangenen Absitzen wurden die stochastischen Abhingigkeiten von
stationiren stochastischen Prozessen ausschlieflich durch die Autokovarianzfunk-
tion beschrieben. Da die Autokovarianzfunktion stochastische Beziehungen zwi-
schen den Zufallsvariablen zu verschiedenen Zeitpunkten erfafit, sagt man, sie
definiere die Eigenschaften eines stochastischen Prozesses im Zeitbereich. Damit
hat man aber die Eigenschaften von stationdren stochastischen Prozessen keines-
wegs vollstandig beschrieben, denn stationire Prozesse lassen sich im allgemei-
nen dariiber hinaus als Uberlagerung von Zyklen darstellen, wobei die Linge der
Perioden dieser Zyklen mindestens 2 betrigt. Haufig werden anstelle der Peri-
odenléngen deren Frequenzen angegeben. Die Frequenz f gibt an, wieviele volle
Schwingungen in einer Zeiteinheit erfolgen und ist somit der Reziprokwert der
Periodenlinge [Frequenz = 1/Periodenlinge]. Ist die Zeiteinheit eine Sekunde,
so erhilt man die Einheit Hertz. In der Zeitreihenanalyse wird dariiber hinaus
héufig mit der Winkel- oder Kreisfrequenz w gearbeitet. Sie ergibt sich direkt
aus w = 2r f. Die Beschreibung eines stochastischen Prozesses im Frequenzbe-
reich erfolgt, indem die Anteile der verschiedenen Frequenzen bzw. Periodenlangen
dargestellt werden. Dies geschieht mit Hilfe der Spektraldichtefunktion. Threr Ab-
leitung sind die folgenden Absatze gewidmet. Die Vorgehensweise entspricht dabei
der von Priestley [165, 1981, S. 186ff.], der eine sehr anschauliche Einfiihrung in
die Theorie im Frequenzberelch einschlieflich einer detaillierten Darstellung von
Voraussetzungen und Ableitungen gibt.

Um das Verstindnis der Ableitung der Spektraldichtefunktion eines stationi-
ren stochastischen Prozesses zu erleichtern, ist es angebracht, Spektraldichtefunk-
tionen von sowohl periodischen als auch nichtperiodischen deterministischen Funk-
tionen abzuleiten. Aus der Theorie periodischer Funktionen wei man, daB unter
nahezu immer erfiillbaren Voraussetzungen sich jede stetige periodische Funk-
tion X(t) als eine unendliche gewichtete Summe von Sinus- und Kosinustermen
ausdriicken laBt. Diese Summen werden als Fourierreihen bezeichnet:

X(t) =1/2a0 + Z(an cosnt + b, sinnt) (2.22)

n=1

Das Vorteilhafte daran ist, daB die Gewichte der einzelnen Sinus- und Kosinus-
terme an, b,,n = 1,2,... aus den Euler-Fourier Formeln errechnet werden kénnen

l "
= ;r-/ X () cos ntdt, n=12... (2.23)

1 "
= ;/ X(t) sinntdt, n=12,..., (2.24)
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so daB eineindeutige Beziehungen zwischen den Gewichten und der Funktion X
selbst bestehen.

Dariiber hinaus erlaubt diese Schreibweise eine anschauliche Interpretation.
Beschreibt [7 X?(t)dt die gesamte Energie eines Systems wihrend des Intervalls
(—m,7)'5, dann ergibt sich die Leistung dieses Systems, d.h. der Quotient aus
Energie und Zeit, aus

[ X0t _ o+ S (e + ) 029
2w 2
Die Summe (a2 +b2)/2 gibt also gerade den Leistungsbeitrag des Terms a,, cos nt+
b,sinnt an. Dieser Term weist die Periodenlinge (27/n) bzw. die Frequenz von
n/2n auf. Trigt man nun in einem Diagramm die Frequenzen auf der Abszisse auf
und den jeweiligen Leistungsbeitrag dieser Frequenz auf der Ordinate, so erhalt
man ein diskretes Leistungsspektrum.

Diese Eigenschaften bleiben bei Anwendung auf nichtperiodische Funktionen
erhalten, sofern die Funktion X(t) absolut integrierbar ist, d.h. I 1X(t)ldt <
oo erfiillt ist und dariiber hinaus “gutmiitiges” Verhalten besitzt. Nutzt man
dabei den Zusammenhang zwischen den trigonometrischen Funktionen Sinus sowie
Kosinus und den komplexen Zahlen aus, so erhilt man nach einer geeigneten
Umdefinition von Gleichung (2.22) und Grenzwertbildung anstelle der Summe
eine sogenannte Fourierintegraldarstellung von X,

X(t) = j_ " p(er s, (2.26)
mit -
o(f) = /_ X(t)e 2 f1dt. (2.27)

p(f) wird dabei als Fouriertransformierte bezeichnet. Da in der Zeitreihenanalyse
haufig Kreisfrequenzen verwendet werden, ist es niitzlich, noch die entsprechend
modifizierte Version von (2.26) und (2.27) anzugeben

X(t) = —\/12=7r /_ " G(w)etdw (2.28)
mit

G(w) = 71.2_; /_ ” X(t)e “tdt. (2.29)

Im Gegensatz zu periodischen Funktionen erfordert die Fourierintegraldar-
stellung einen stetigen Bereich der Frequenzen, da sie das Ergebnis einer Grenz-
wertbildung einer Funktion mit Periode 2T mit T — oo ist. Dabei ergibt sich

15Vgl. Priestley 165, 1981, S. 195].
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eine Verallgemeinerung auf andere Periodizititen von (2.22) einfach, indem eine
neue Funktion Y () durch Y'(t) = X(¢T/r) definiert wird. Die Stetigkeit der Fre-
quenzen hat zur Folge, daB sich die Leistungsanteile nicht mehr wie in (2.25) auf
einzelne Frequenzen aufteilen lassen, sondern nur auf Frequenzbander zwischen w
und w + dw. Dies ergibt sich aus der Anwendung von Parseval’s Beziehung fiir
Fourierintegrale
/ X%(t)dt =/ |G(w)|*dw.
—00 -0

Die Funktion |{G(w)|* wird ganz analog zur Definition einer Wahrscheinlichkeits-
dichtefunktion als Energiespektraldichtefunktion bezeichnet.

Mit Hilfe dieser Konzepte bereitet nun die Ableitung der Spektraldichtefunk-
tion eines stationiren stochastischen Prozesses keine groBe Schwierigkeiten mehr.
Dreierlei ist bei einer Ubertragung der Spektraldichtekonzepte deterministischer
Funktionen auf stationire stochastische Prozesse zu beachten. Erstens werden
hier keine zeitstetige, sondern nur zeitdiskrete stochastische Prozesse {X:}iez be-
trachtet, da insbesondere in der konomischen Anwendung kein Kontinuum an
Beobachtungen vorliegt. Zweitens konvergiert eine Realisation eines stochasti-
schen Prozesses fiir ¢ — oo normalerweise nicht gegen Null und drittens stellt
ein stochastischer ProzeB eine unendliche Zahl von Realisationen dieses Prozesses
dar. Aufgrund der ersten Eigenschaft reduziert sich der Integrationsbereich des
Fourierintegrals in (2.28) auf die Kreisfrequenzen innerhalb (—m,m)t6

X(t) = \/% /_ " G(w)e do (2.30)

und die Fouriertransformierte G(w) wird durch Summation iiber dje diskrete Funk-
tion X, gebildet!?

Glw) = # 3 X(t)e, (2.31)

Die zweite Eigenschaft kann beriicksichtigt werden, indem zur Ableitung der
Spektraldichtefunktion zunichst von einem endlichen Ausschnitt des stochasti-
schen Prozesses innerhalb (—T, T) ausgegangen und anstatt der Energie die Lei-
stung betrachtet wird. Mit der anfanglichen Beschriankung auf einen endlichen
Ausschnitt, die am Ende durch Grenzwertbildung wieder aufgehoben wird, wird
sichergestellt, daB die Fouriertransformatierte (2.31) existiert, da dann in (2.31)

16Djes ist darauf zuriickzufithren, daB aufgrund der fehlenden Beobachtungen zwischen zwei
benachbarten Beobachtungen z; und Zt41 nicht zwischen den Frequenzen w und w42k ke N
unterschieden werden kann, einem Effekt der als Aliasing bezeichnet wird. Vgl. dazu auch in
einem dhnlichen Zusammenhang Priestley (165, 1981, S. 224].

"Die Aufteilung des Faktors 1/(27) ist in der Literatur nicht einheitlich, wurde hier aber
konsistent gewihlt.
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gerade 2T Summanden addiert werden. Die so gebildete Fouriertransformation

T
Gr(w) = \/—15_; 3 X(t)e (2.32)
t==T

wird mit G7(w) bezeichnet.

Dem dritten Problem der unendlichen Zahl von Realisationen wird durch Bil-
dung des Erwartungswertes iiber Gr(w) Rechnung getragen. Ist die Bildung des
Erwartungswertes sowie die anschlieBende Grenzwertbildung fiir T — oo méglich,
so erhilt man die (nicht normalisierte) Leistungsspektraldichtefunktion eines sta-
tionaren stochastischen Prozesses'®

hw) = Jim [E'-(-;—g%’)—lz] . (2.33)

h(w)dw gibt dann iiber alle Realisationen hinweg den durchschnittlichen Lei-
stungsbeitrag der Frequenzen innerhalb (w,w + dw) zur Gesamtleistung an'®.

Ein wesentliches Ergebnis ist nun, daB die Leistungsspektraldichtefunktion,
fortan nur noch Spektraldichtefunktion genannt, analog zu dem Fourierpaar (2.30)
und (2.31) unter bestimmten Bedingungen zusammen mit der Autokovarianzfunk-
tion wieder ein Fourierpaar bildet:

0o oo

flw) = 517; Z y(T)e T = % Z (1) cos(wr), —mT<w<7m (2.34)

T=—00 T=—00

v(r) = /—" f(w)e™ dw = /:" f(w)cos(wr)dw, ...,—1,0,1,.... (2.35)

Damit herrscht eine eineindeutige Beziehung zwischen Frequenzbereich und Zeit-
bereich, so daB man den Bereich wihlen kann, der fiir die Analyse geeigneter bzw.
aussagekraftiger erscheint. Das zweite Gleichheitszeichen in beiden Gleichungen
ist moglich, da sowohl die Spektraldichtefunktion als auch die Autokovarianzfunk-
tion gerade Funktionen sind.

Gleichung (2.34) ist auf unterschiedliche Weise bewiesen worden®. Eine be-
sonders gute Intuition vermittelt ein Beweisverfahren, das Priestley [165, 1981,
S. 210ff.] auf stetige stochastische Prozesse angewendet hat. Dieses Verfahren
kann ohne Aufwand auf die hier betrachteten diskreten Prozesse iibertragen wer-
den, indem folgende Beziehung fiir eine Fouriertransformierte verwendet wird. Sei

18Dje normalisierte Leistungsspektraldichtefunktion erhilt man, indem h(w) mit der Varianz
des analysierten Prozesses 0% normiert wird. Vgl. dazu Priestley {165, 1981, Kapitel 4.8.1].

19vgl. Priestley [165, 1981, S. 208].

20Gjehe z.B. Fuller [75, 1976, S. 115] oder Priestley [165, 1981, S. 225].
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H(w) =37 __ he "t Dann gilt?

HW) = Y ke (2.36)
t=-00
mit -
k= Y huho . (2.37)

Wird diese Beziehung nun auf den Quotient LG%)_L’_, der das zentrale Ele-
ment der Definition der Spektraldichtefunktion (2.33) ist, angewendet, und zur
Vereinfachung angenommen, daB u = 0, erhilt man

IGT(W)P 1 = Ef:- X“X""7 —iwT 1 = » —twr
e 3 —"__TQT e :5;27(7)6 . (2.38)

4(7) ist dabei durch??

A e T:'_fl XuXuopr, falls |7| < 2T,

i) = { Tt e e ST

gegeben. Man beachte dabei, daB per Definition (2.32) von Gr(w) alle X, |t| > T
Null sind und somit die Summation von u auf den Bereich (=T,T) beschrankt
werden kann. Werden analog zu Priestley [165, 1981, S. 211-3] nunmehr, so-
fern méglich, der Erwartungswert und Grenzwert gebildet, ergibt sich gerade der
Zusammenhang mit der theoretischen Autokovarianzfunktion () und es folgt
Gleichung (2.34). Letaztlich resultiert der Zusammenhang mit der Autokovarianz-
funktion also aus der Definition des Leistungsbeitrags ]%T“.—'mdw Voraussetzung
fiir eine Grenzwertbildung ist, dafl die Autokovarianzfunktion schnell genug gegen
Null konvergiert. Eine hinreichende Bedingung dafiir ist die absolute Summierbar-
keit von (7). Gleichung (2.34) erlaubt auBerdem eine anschauliche Interpretation
der Spektraldichtefunktion, indem beriicksichtigt wird, daB bei der Aufsummie-
rung iiber alle 7’s die Funktion w(7,w) = cos(w7) eine Gewichtung der einzelnen
Autokovarianzen v(7) bewirkt, da —1 < cos(Tw) < 1, so daB gilt:

flw)= 2—11r_ Z'y('r) cos(wr) = 51; Z*y(r)w(w, 7), —7<w<m. (2.39)

HEin Beweis fiir stetige Prozesse, der leicht angepafit werden kann, findet sich in Priestley
[165, 1981, S. 210).

22Man beachte die Ahnlichkeit der Funktion 4(7) zur Definition der empirischen Autokovari-
anzfunktion (4.4) in Abschnitt 4.1. Die Funktion ¥(r) unterscheidet sich von der empirischen
Autokovarianzfunktion ausschlieBlich durch die Verwendung von Zufallsvariablen X; anstelle
von beobachteten Grofen z;.
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Die Wirkung der Gewichtungsfunktion w(7,w) sei anhand eines Beispiels erlautert.
Hierzu wird eine zyklisch abnehmende Autokovarianzfunktion (7) mit der Eigen-
schaft vorgegeben, daf die Zufallszahlen mit einem Abstand von fiinf Perioden
zueinander am stirksten positiv korreliert sind. Zur Veranschaulichung ist diese
Autokovarianzfunktion in Abbildung 2.1 abgebildet?®. Das heit aber nichts an-

Berechnung der Spektraldichtefunktion

T ¥ 1 T T U T T T

2.5

Autokovarianzfunktion ¥
— — Funktion der Gewichte w(7,1.26)
— — — Funktion der Gewichte w(7,0.03)

1.0

0.5

-0.5 00

Autokovarianzen, Gewichte

-1.5

0 5 10 13 20 25 30 35 40 45 50
Lags
Abbildung 2.1: BERECHNUNG DER SPEKTRALDICHTEFUNKTION

deres, als daB der ausgepragteste Zyklus dieses stochastischen Prozesses eine Pe-
riodenlinge von fiinf hat, wobei eine Periodenlédnge von fiinf gerade einer Kreis-
frequenz von (27)/5 = 0,4r entspricht. Betrachtet man nun in Abbildung 2.1
den Verlauf der Gewichte w(7,w) = cos(tw) fiir die ersten fiinfzig Lags an der
Kreisfrequenz w = 0,47 = 1,26, dann weisen die Gewichte die gleiche Zyklizitat
wie die Autokovarianzfunktion auf. Die Folge ist, daB die gewichtete Summe der
Autokovarianzen an dieser Frequenz am grofiten sein muB, da die Vorzeichenent-
wicklung von v(7) und w(r,0,47) mit ansteigendem 7 parallel verlauft und die

23)je Autokovarianzfunktion in Abbildung 2.1 entspricht einem AR(2)-Prozef mit ay = 0,5,
as = —0,7 und 02 = 1. Diese Prozesse werden in Abschnitt 2.2 genauer besprochen.
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beide Funktionen ihre Maxima und Minima an den gleichen Lags T aufweisen.
Damit mufl die Spektraldichte dieses Prozesses an dieser Frequenz ihr Maximum
erreichen. Abbildung 2.2 verdeutlicht dies.

Spektraldichtefunktion

v T L4 1 T ' A 1 J T M ¥

1.8 2.0

1.2 1.4 16

Spektraldichte
1.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

©
o

[ L L

0.4 0.8 1.2 16 20 24 28 32
Kreisfrequenz

Abbildung 2.2: SPEKTRALDICHTEFUNKTION EINES ZYKLISCHEN STOCHASTI-
SCHEN PROZESSES

Wird nun die Kreisfrequenz w erhoht oder reduziert, verlauft die Entwick-
lung der Funktion der Gewichte w(r,w) = cos(Tw) und der Autokovarianzfunk-
tion nicht langer parallel. Folglich reduziert sich die gewichtete Summe, die die
Spektraldichte f(w) ergibt. Genau dies zeigt auch Abbildung 2.2. Die Spektral-
dichte spiegelt damit wieder, da8 diese kleineren oder grofleren Periodenlingen
auch in der Autokovarianzfunktion schwacher ausgepragt sind. Je weniger die
Gewichtungsfunktion der Autokovarianzfunktion dhnelt, d.h. je weniger die Au-
tokovarianzfunktion die Periodenlinge der Gewichtungsfunktion reprasentiert, de-
sto geringer wird die gewichtete Summe und damit die Spektraldichte flw). Als
Beispiel ist in Abbildung 2.1 w(7,0,03r) eingetragen. In dem hier betrachteten
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Fall kommt es dann immer mehr dazu, daB sich in einem gewissen Ausmaf die
Autokovarianzen aufgrund des stindigen Vorzeichenwechsels gegenseitig neutra-
lisieren, so daB die Spektraldichte im Vergleich zum jeweiligen Maximum sehr
kleine Werte aufweist.

Interessant ist auBerdem der Extremfall einer unendlichen Periodenlénge bzw.
einer Kreisfrequenz von Null w = 0. Dann gilt fiir alle Gewichte w(7,0) = 1. Da-
mit ist die Spektraldichte am Ursprung die gleichgewichtete unendliche Summe
aller Autokovarianzen, so daB die Spektraldichte am Ursprung nur dann end-
lich ist, wenn die Autokovarianzen mit zunehmenden Lags schnell genug gegen
Null gehen. Eine hinreichende Bedingung hierfiir ist deshalb die absolute Sum-
mierbarkeit der Autokovarianzfunktion. Je grofier jedoch die Periodenléingen von
Zyklen in stochastischen Prozessen werden, desto groBer wird die Spektraldichte
am Ursprung. Werden die stochastischen Abhéngigkeiten zwischen weit auseinan-
derliegenden Zufallsvariablen so grofl, dafi die Autokovarianzfunktion nicht mehr
absolut summierbar ist, ist die Spektraldichte am Ursprung, wie in Abschnitt 3.1
gezeigt werden wird, in der Tat unendlich. Genau dann liegt aber gemaf Defini-
tion 2 Long Memory vor.

Der andere Extremfall liegt vor, wenn ein stochastischer Proze8 iiberhaupt
keine stochastische Struktur aufweist und damit Weilem Rauschen entspricht. In
diesem Fall sollte die Spektraldichte unabhingig von der Gewichtung der Auto-
kovarianzen sein, da alle Autokovarianzen fiir 7 # 0 Null sind. Genau dies ist der
Fall, denn die Spektraldichtefunktion von Weiem Rauschen

fe(w) = lc7'ze""’0 = —1—02 (2.40)
A S '
ist nach Gleichung (2.34) fiir alle Kreisfrequenzen w ein Vielfaches der Varianz des
Weilen Rauschens ¢2. Damit ist die intuitive Veranschaulichung von Gleichung
(2.34) abgeschlossen.

Die Inverse zu Gleichung (2.34) in Form von Gleichung (2.35) ergibt sich
direkt als inverse Fouriertransformierte. Damit ist es méglich, die Autokovari-
anzfunktion aus der Spektraldichtefunktion zu gewinnen, sofern diese bekannt ist.
Diese Vorgehensweise wird sich in Abschnitt 3.1 als sehr hilfreich bei der Berech-
nung der Autokovarianzfunktion eines fraktional integrierten ARMA-Prozesses
erweisen.

Wie sich in den folgenden zwei Abschnitten zeigen wird, ist es nicht immer
einfach, eine explizite Formel zur Berechnung der Autokovarianzfunktion anzuge-
ben, so daB die Berechnung der Autokovarianzfunktion mit Hilfe von Gleichung
(2.35) umstandlich und schwierig wire. Folgender wichtige Zusammenhang zwi-
schen den Spektraldichtefunktionen von zwei linearen stationaren Prozessen er-
laubt eine wesentlich einfachere Berechnung. Sei {Y:} ein stationarer Prozef mit
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Erwartungswert Null und Spektraldichtefunktion fy(w). AuBerdem konvergiere
die Fouriertransformierte a(e ™) = Y e oo Gue”™ ™ des linearen Filters {av}uez
in einem bestimmten Sinne?* . Dann ist der Prozef

=]

X = Z auK—ua

U=—00

stationdr und hat die Spektraldichtefunktion

fx(@) = la(e™™) fr (w). (2.41)

Damit ist die Spektraldichtefunktion eines allgemeinen linearen Prozesses un-
ter Beriicksichtigung der Spektraldichte von Weilem Rauschen (2.40) gegeben
durch

fx(@) = 5-o?la(e™ )P (242)

Die Einfihrung in die Konzepte der Zeitreihenanalyse ist nunmehr abgeschlossen
und es kann im folgenden Abschnitt mit der Darstellung verschiedener Spezifika-
tionen der allgemeinen linearen Prozesse mit Short Memory begonnen werden.

2.2 Autoregressive Moving-Average-Modelle
oder Modelle mit Short Memory

Dieser Abschnitt dient der Einfiihrung in die Modelle, die seit Box und Jenkins
[21, 1970] zu den Grundlagen der Zeitreihenanalyse gehoren. Dazu zahlen das
autoregressive Modell der Ordnung p, das Moving-Average-Modell der Ordnung
q sowie das autoregressive Moving-Average-Modell der Ordnung (p,q). Wesent-
lich wird dabei jeweils der Nachweis sein, daf all diese Modelle Short Memory
aufweisen.

Wie bereits im vorangegangenen Abschnitt angesprochen, sind diese Modelle
eine Moglichkeit, die Zahl der zu schitzenden Parameter in einem allgemeinen
linearen ProzeB (2.15) zu limitieren. Da normalerweise fiir zukiinftige Skonomische
Ereignisse keine Daten zur Verfiigung stehen, ist es fiir die empirische Anwendung
notwendig, kausale Prozesse zu betrachten, d.h. fiir alle u < 0 a, = 0 zu setzen.

2Vgl. zu den genauen Konvergenzbedingungen Brockwell und Davis [24, 1991, S. 154, Theo-
rem 4.10.1]. Der Beweis erfordert die spektrale Darstellungsweise einer Zeitreihe, die hier nicht
zur Verfiigung steht. In den Standardbeweisen (Schlittgen und Streitberg [172, 1989, S. 124] oder
Priestley (165, 1981, S. 264 - 268]) wird die restriktivere Konvergenzbedingung der absoluten
Summierbarkeit des linearen Filters {ay}uez sowie der Autokovarianzfunktion vorausgesetzt.



2.2. Autoregressive Moving-Average-Modelle 27

Das einfachste Short Memory-Modell, abgesehen vom Weilen Rauschen, er-
halt man, indem die Folge der Parameter {a,}uen nach dem g-ten Glied abgebro-
chen wird. Dieses Modell

q
Xt = z ﬂust—-u (2.43)
u=0

wird als Moving-Average-Modell der Ordnung q bwz. als ein MA(q)-Modell be-
zeichnet und wird durch die ¢ Moving-Average-Parameter f,,u = 0,...,¢ mit
Bo = 1 und die Varianz des Weien Rauschens o? parametrisiert. Mit Hilfe der
Definition des Backshiftoperators B

Bz, =z, (2.44)
ist es moglich, ein MA-Polynom der Moving-Average-Parameter zu definieren
B(B)=1+pB+ BB’ +...+ B, B, (2.45)
das es einem erlaubt, Gleichung (2.43) in Kurzform zu schreiben als

X. = B(B)e. (2.46)

Dieses Modell zeichnet sich dadurch aus, daB jede Zufallsvariable X, einer
Summe von nur g Stérvariablen £;_,u = 0,...,q, entspricht. Dies bedeutet, dafl
eine Storung ¢; sich nur bis in Periode t + ¢ auswirkt. Damit hat der Proze
{X.} ein sehr begrenztes Gedachtnis in dem Sinne, daB der EinfluBl einer Stérung
¢; schon nach t + ¢ + 1 Perioden vergessen wird. X: und X;4,41 haben somit
keine gemeinsame Information aus dem Weiflen Rauschen. Entsprechend sollte
die Kovarianz dieser beiden Grofien Null sein. Genau dies ergibt sich aus der
Berechnung der Autokovarianzfunktion nach (2.18)

0'3( ,q,-:(; uﬁu-{’T) , 0<7<¢
y(r)=14 0, T>q . (2.47)
7(_T)7 T<0

Damit erfiillt die Autokovarianzfunktion eines Moving-Average-Prozesses der Ord-
nung ¢ die Definitionsgleichung (2.19) von Short Memory-Prozessen.

Ist ¢ unendlich, so unterscheidet sich der unendliche Moving- Average-Prozef
nur durch die Kausalititseigenschaft a, = 0, u < 0 von einem allgemeinen linea-
ren ProzeS. Bezeichnet 8(B) ein unendliches MA-Polynom, ergibt sich aus der
Existenz- bzw. Stationarititsbedingung des allgemeinen linearen Prozesses (2.16)
sofort die Stationarititsbedingung eines MA(oco)-Prozesses

) 6% < co. (2.48)
u=0
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Uber die Art des Gedachtnisses 1aft sich damit jedoch nichts mehr aussagen, da
aus der Stationarititsbedingung (2.48) alleine keine Aussagen iiber die absolute
Summierbarkeit der Autokovarianzfunktion eines unendlichen MA-Prozesses ge-
macht werden kénnen.

Viele stochastische Prozesse sind natiirlich nicht durch eine Autokovarianz-
struktur eines MA(g)-Modells zu erfassen. Méchte man eine Autokovarianzfunk-
tion modellieren, die erst mit r — oo gegen Null geht, so ist es das Einfachste,
eine gewisse Klasse von unendlichen Moving-Average-Prozessen zu betrachten, die
sich gerade dadurch auszeichnet, daB sie eine autoregressive Reprasentation mit
p Parametern besitzt

Xt - CllXt_.] — .. C!,,Xg_p = &¢. (2.49)
Analog zum Moving-Average-Proze8 148t sich ein AR-Polynom
alBy=1-ayB~— ... —a,B* (2.50)

definieren, so daf sich fiir diesen als autoregressiven Prozeff der Ordnung p bzw.
AR(p) bezeichneten ProzeB die Kurzform

a(B)X; = ¢, (2.51)
ergibt.

Fir AR(p)-Prozesse gilt allgemein, da$ sie ebenfalls zu den Short Memory-
Prozessen gehéren, sofern sie kausal sind, d.h. falls sie als ein unendlicher MA-
ProzeB dargestellt werden kénnen, der die Stationaritatsbedingung (2.48) erfillt.
Diese Bedingung wird als Kausalititsbedingung bezeichnet?>. Fiir den einfach-
sten autoregressiven ProzeS, den AR(1)-ProzeB, 1at sich die Kausalititsbedin-
gung leicht ermitteln, indem zunachst durch wiederholtes Einsetzen die MA(o0)-
Darstellung selbst berechnet wird

Xi=aXi g +et+a(aXig +e)+e = Za"et_,,. (2.52)

u=0

Soll der MA(co)-ProzeB (2.52) stationar sein, so muB die allgemeine Stationaritits-
bedingung eines MA(o0o0)-Prozesses (2.48) erfiillt sein. Dies erfordert hier gerade,
daB o < 1. Dies ist damit die Kausalitatsbedingung fiir einen AR(1)-Proze8.

25Der Vollstandigkeit halber sei darauf hingewiesen, da$ die Kausalititsbedingung fiir AR(p)-
Modelle restriktiver ist als die Stationaritatsbedingung, denn einige stationire AR(p)-Modelle
lassen sich als ein stationirer allgemeiner linearer Prozef auffassen, der im Gegensatz zu den
MA-Prozessen in die Zukunft gerichtet ist, d.h. a, # 0,¢ < 0. Nicht jeder stationdre AR(p)-
Prozef besitzt deshalb eine unendliche Moving-Average-Darstellung. Vgl. dazu das Beispiel in
Brockwell und Davis [24, 1991, S. 81].
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Allerdings wire es umstandlich zur Feststellung der Kausalitat des AR(p)-
Prozesses die MA(oo)-Darstellung zu berechnen?®, um deren absolute bzw. qua-
dratische Summierbarkeit zu iiberpriifen. Einfacher ist es, die (mdglicherweise
komplexen) Wurzeln des AR(p)-Polynoms a(B) zu untersuchen. Dazu 16st man
die charakteristische Gleichung 1 — a2 — @32® — . .. — apz® = 0. Kausalitat®” liegt
nun vor, wenn alle Lésungen z, ..., z, auerhalb des Einheitskreises liegen, d.h.
lzit > 191 SZSP

Aus der unendlichen MA(oo)-Darstellung eines kausalen AR(p)-Modells

wird deutlich, daB der EinfluBl einer Stérung ¢, erst bei X;4,,u — 00 verschwindet.
Das bedeutet, daB erst unendlich weit auseinanderliegende X nicht mehr korreliert
sind. Autoregressive Prozesse der Ordnung p haben also ein lingeres Gedachtnis
als MA(q)-Prozesse. Wie im folgenden gezeigt werden wird, zéhlen sie trotzdem
zu den Prozessen mit kurzem Gedichtnis.

Dies erfordert zunachst die Ableitung der Autokovarianzfunktion eines AR(p)-
Prozesses. Obwohl es theoretisch moglich ist, die Autokovarianzfunktion eines
AR(p)-Modells unter Verwendung seiner kausalen MA-Reprasentation (2.53) aus
Gleichung (2.18) zu berechnen, ist es wesentlich einfacher, zur Ableitung der Au-
tokovarianzfunktion v(7) die Definitionsgleichung eines autoregressiven Prozesses
(2.49) mit X;_, zu multiplizieren und dann den Erwartungswert zu bilden®. Dies
fithrt zu

yr) = eay(r=1)+ ...+ ay(r = p), >0, (2.54)
~(0) ay(1) + ... + apy(p) + 02, T =0, (2.55)

1

wobei zur Berechnung von E[X,_,&;| die unendliche Moving-Average-Schreibweise
(2.53) eines AR(p)-Prozesses beriicksichtigt wird. Die Gleichungen (2.54) werden
als Yule- Walker-Gleichungen bezeichnet und lassen sich iterativ 16sen. Brockwell
und Davis [24, 1991, S. 93] leiten fiir die Differenzengleichung (2.54) folgende
allgemeine Losung ab ‘

(=33 gy (1) (2:56)

=1 3=0

26Eine Méglichkeit zur Berechnung der MA(co)-Darstellung wird weiter unten skizziert.

27Vgl. dazu Brockwell und Davis [24, 1991, S. 85, Theorem 3.1.1]. Die Stationaritatsbedingung
erfordert hingegen lediglich, daB keine Lésungen des Polynoms auf dem Einheitskreis liegen,
dh. |z| # 1,1 < i < p (Brockwell und Davis (24, 1991, S. 88, Theorem 3.1.3]), da es, wie
bereits in FuBnote 25 angesprochen, méglich ist, fiir Lésungen, die innerhalb des Einheitskreises
liegen, einen stationiren allgemeinen linearen ProzeB zu finden, der in die Zukunft gerichtet ist
(aw #0,u < 0).

28ygl. dazu Brockwell und Davis [24, 1991, S. 93].
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wobei k die Anzahl der verschiedenen Nullstellen angibt und r;, wie oft z; als
Nullstelle auftritt. §;; bezeichnet die Anfangsbedingungen, die man aus der ite-
rativen Berechnung der ersten p Autokovarianzen erhalt. Man sieht aus (2.56),
dafl die Summe der Autokovarianzen einer geometrischen Reihe entsprechen. Ist
die Kausalititsbedingung eines AR(p)-Prozesses erfiillt, d.h. daB alle |1/z] < 1
bzw. alle |z| > 1 sind, und somit alle Nullstellen aulerhalb des Einheitskreises
liegen, nehmen die Autokovarianzen fiir zunehmende T exponentiell ab. Damit
gehdren kausale AR(p)-Prozesse gemifi der Definitionsgleichung (2.19) zu den
Short Memory-Prozessen.

Auch die Kombination von einem autoregressiven und einem Moving- Average-
Prozef}, genannt autoregressiver Moving- Average- Prozefi der Ordnung (p,q), zéhlt
zu den Short Memory-Prozessen, sofern wiederum die Kausalititsbedingung erfiillt
ist. Mit Hilfe des AR-Polynoms (2.50) und des MA-Polynoms (2.45) ist das kurz
als ARMA(p,q)-Modell bezeichnete Modell definiert durch

a(B)X; = B(B)e., (2.57)

wobei wie bisher ¢, Weiles Rauschen ist mit Varianz o?. Auch das ARMA-
Modell besitzt eine (stationire) unendliche Moving-Average-Darstellung, wenn
der AR-Teil kausal ist, d.h. der AR-Teil selbst eine unendliche Moving-Average-
Darstellung besitzt. In Kurzform 1afit sich dann Definitionsgleichung (2.57) schrei-
ben als

X = 0(B)e, (2.58)
wobei die Parameter des (unendlichen) MA-Polynoms 6(B) durch Koeffizienten-
vergleich aus der Gleichung

8(B)a(B) = B(B), baw. (2.59)

14+ BB+...+ BB,

() 6B )1 - a1B~... -, B")
u=0
bestimmt werden kénnen. Die Autokovarianzfunktion ist wiederum durch An-
wendung von Gleichung (2.18) definiert durch ‘

Y1) =) 0ubuys. (2.60)
u=0

Allerdings ist diese Form wie im reinen AR-Modell nicht hilfreich zur explizi-
ten Berechnung der Autokovarianzfunktion. Geeigneter hierfiir ist auch hier die
Vorgehensweise, die im AR-Modell zu den Yule-Walker-Gleichungen gefiihrt hat.
Zunéchst wird die Definitionsgleichung (2.57) mit X,_, multipliziert. Wird X,_.
auf der rechten Seite durch die MA(oco)-Darstellung (2.58) des ARMA-Modells er-
setzt und wird der Erwartungswert gebildet, ergibt sich fir 0 < 7 < max(p, ¢ +1)

Y1) —ay(t = 1) — ... —apy(T — p) = &° Zﬂuﬂ,,_,, (2.61)

Uu=T
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und fir 7 > max(p,q+1)

(1) —ay(t=1)—... —apy(t—p) = 0. (2.62)

Entsprechend den Yule-Walker-Differenzengleichungen (2.54) fiir AR(p)-Prozesse
werden die Autokovarianzen mit 7 > max(p,q + 1) véllig durch den AR-Teil
bestimmt und gehen deshalb, wie bereits ausgefiihrt, exponentiell gegen Null,
wenn der AR-Teil kausal ist. Damit gehort auch das stationire ARMA(p,g)-
Modell zu den Short Memory-Modellen.

AuBerdem besitzen dann die Gleichungen (2.62) ebenfalls die allgemeine Lé-
sung (2.56). Allerdings ist diese nur fir 7 > max(p, q + 1) — p anwendbar. Dabei
werden die p Parameter §3;; sowie die ersten 0 < 7 < max(p, ¢+ 1) — p Autokova-
rianzen durch die Anfangsbedingungen (2.61) bestimmt, wobei man 6o, ..., 0,
aus (2.59) erhalt?.

Der Vollstandigkeit halber sei erwihnt, daB das ARMA-Modell auch eine
unendliche AR-Darstellung des ARMA-Modells besitzt, wenn der MA-Teil in-
vertierbar ist. Diese Eigenschaft liegt ganz analog zur Kausalititsbedingung des
AR(p)-Teils vor, wenn alle Nullstellen der charakteristischen Gleichung des MA-
Polynoms auBerhalb des Einheitskreises liegen. Diese Bedingung stellt sicher, daB
die Summe der AR-Parameter absolut summierbar ist, was garantiert, daff die Au-
tokovarianzfunktion des AR(oo)-Prozesses sich aus dem ARMA-Modell berechnen
1a8t%.

Damit ist die Darstellung der traditionellen linearen Zeitreihenmodelle abge-
schlossen. Es wurde dabei gezeigt, daB das MA(q)-, das kausale AR(p)- sowie das
kausale ARMA(p,q)-Modell zu den Short Memory-Modellen gehdren. Nach der
Einfithrung in die Grundlagen der Zeitreihenanalyse im ersten Abschnitt dieses
Kapitels und dem anschlieBenden Uberblick iiber Short Memory-Modelle kann im
folgenden Kapitel die Darstellung von Long Memory-Modellen beginnen.

29ygl. hierzu Brockwell und Davis (24, 1991, S. 93].
30ygl. dazu z.B. Brockwell und Davis [24, 1991, 5. 84-87, Proposition 3.1.2 und Theorem
3.1.2).






Kapitel 3

Theorie der Long

Memory-Prozesse

Dieses Kapitel ist der Darstellung von Zeitreihenmodellen mit Long Memory-
Eigenschaften gewidmet. Im Mittelpunkt stehen dabei das fraktional differen-
zierte Rauschen und das fraktional integrierte ARMA-Modell. Das fraktional in-
tegrierte ARMA-Modell ist dabei eine Kombination von fraktional differenziertem
Rauschen mit den traditionellen ARMA-Modellen, die in Abschnitt 2.2 diskutiert
wurden. Im einzelnen werden dabei nicht nur die Struktur und die Eigenschaften
von Long Memory-Modellen im Zeit- und Frequenzbereich dargestellt, sondern
auch Verfahren zur Prognose und Generierung von Zeitreihen mit Long Memory.
Die Prognoseverfahren werden fiir die empirische Analyse der Wechselkurse in
Kapitel 7 benotigt. Besprochen werden insgesamt zwei exakte und zwei appro-
ximative Prognosemethoden. Die Methoden zur Generierung von Long Memory-
Prozessen sind zur Analyse der Schitzeigenschaften von Long Memory-Schatzver-
fahren bei Vorliegen kurzer Zeitreihen in Kapitel 5 notwendig. Auch hier werden
zwei exakte und zwei approximative Generierungsverfahren vorgestellt.

Der erste Abschnitt dieses Kapitels dient der Einfiihrung in die Eigenschaften
der Long Memory-Prozesse im Zeit- und Frequenzbereich. Die verschiedenen Pro-
gnoseverfahren fiir Long Memory-Prozesse werden in Abschnitt 3.2 beschrieben.
SchlieBlich bildet Abschnitt 3.3 {iber die verschiedenen Generierungsverfahren fiir
fraktional integrierte ARMA-Modelle den Schlufl dieses Kapitels.
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3.1 Fraktional integrierte ARMA-Modelle oder
Modelle mit Long Memory

In diesern Abschnitt werden verschiedene stochastische Modelle mit Long Memory-
Eigenschatten prasentiert. Den Schwerpunkt bildet dabei die Darstellung des frak-
tional integrierten ARMA-Modells, da es eine direkte Verallgemeinerung des im
vorhergehenden Abschnitt eingefithrten ARMA-Modells ist. Dieses Modell wurde
unabhingig von Granger und Joyeux [86, 1980] und Hosking (110, 1981] in die
Literatur eingefiihrt. AuBerdem wird kurz der fraktionale GauBprozefi von Man-
delbrot und Wallis [144, 1969] beschrieben, mit dem es erstmals méglich wurde,
stochastische Prozesse mit Long Memory zu modellieren. In dieser Einfiihrung
werden dabei die Eigenschaften dieser Modelle sowohl im Zeit- als auch im Fre-
quenzbereich beriicksichtigt. Auf die Prisentation der Beweise der in diesem
Abschnitt dargelegten Eigenschaften des fraktional integrierten ARMA-Modells
wird jedoch verzichtet, da diese zusammen mit einer kompakten Darstellung des
fraktional integrierten ARMA-Modells in Brockwell und Davis [24, 1991, Kapitel
13.2, S. 520 - 526] enthalten sind. Die Darstellung untergliedert sich dabei in drei
Unterabschnitte, wobei ein Spezialfall des fraktional integrierten ARMA-Modells
den Anfang bildet, gefolgt vom fraktional integrierten ARMA-Modell selbst und
dem fraktionalen GaufiprozeB.

3.1.1 Fraktional differenziertes Rauschen

In Abschnitt 2.1 wurden Long Memory-Prozesse dadurch charakterisert, dal auch
zwischen zeitlich weit auseinanderliegenden Zufallsvariablen eine nicht vernachlas-
sigbare stochastische Beziehung besteht. Gema$ Definition 2 in Abschnitt 2.1
wird diese Eigenschaft formal mit einer nicht absolut summierbaren Autokovari-
anzfunktion (2.21)

Y () = o

T==—00

identifiziert. Im Rahmen eines unendlichen Moving- Average-Prozesses

00
Xt = E auet—uy
u=0

heift dies, daB auch eine weit in der Vergangenheit liegende Stérung &,_,,u > 0,
des WeiBen Rauschens einen betrichtlichen Einflu auf die gegenwartige Zufalls-
variable X, besitzt. Dies ist nur moglich, wenn die MA-Parameter 6, fir u > 0
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groBer als z.B. die Parameter einer unendlichen MA-Darstellung eines stationéren
AR(p)-Prozesses sind.

Soll der Long Memory-Prozef§ dariiber hinaus stationar sein, kénnen die MA-
Parameter eines Long Memory-Prozesses allerdings nicht beliebig langsam gegen
Null gehen, da sie die Stationaritatsbedingung eines unendlichen Moving-Average-

Prozesses (2.48)
Z 62 < oo.

u=0
erfilllen miissen. Damit muf§ die unendliche Moving-Average-Darstellung eines
stationiren Long Memory-Prozesses den zwei Bedingungen (2.21) und (2.48) geni-
gen.

Ein empirisch anwendbares Long Memory-Modell mu$ auBerdem eine be-
grenzte Parameterzahl aufweisen. Adenstedt [1, 1974] hat im Rahmen der linea-
ren Prozesse eine sparsame Parametrisierung eines Long Memory-Modells in die
Literatur eingefithrt. Er nutzt dabei aus, daB die Potenz (1 - B)~* mit Hilfe einer
Potenzreihenentwicklung’

m(m+1) , m(m+1)(m+2) 5
T 3 z
+m(m+l)«--(m+n—l)zn+.”

n!

l-z)™™ = 1+mz+ +...

einem unendlichen MA-Polynom 6(B)

(1-B)y™? = 1+dB+d(dJl)BMd(d+13)‘(d+2)33+... (3.1)
+d(d+1).”$d+u—l)B“+...=9(B)

u!
eines MA (0o)-Prozesses entspricht, wobei fiir einen bestimmten Parameterbereich
von d das MA-Polynom 8(B) die zwei Bedingungen (2.21) und (2.48) erfiillt. Aus
(3.1) wird ersichtlich, dafl die einzelnen MA-Parameter durch
6, = dd+1)---(d+u-— 1), u>3

u!
bestimmt werden. Mit Hilfe der Gammafunktion I'(z)? lassen sich die MA-
Parameter 8, auch als

_ T(d+w)

= T+ 1)I(d)
1Vgl. dazu Bronstein und Semendjajew [25, 1991, Tabelle 1.1.3.2, S. 31-2). Man beachte,

daB bei den Reihengliedern in der zweiten Zeile der Potenzreihenentwicklung auf Seite 32 Vor-

zeichenfehler vorliegen.
2Dje Gammafunktion ist definiert als

T'(2) =/ e~'t*"1dt, z€C, (3.2)
)

0, (3.7)
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schreiben. Der unendliche Moving-Average-Prozefl lautet dann kurz
X:=(1—-B) %, (3.8)

und wird als fraktional differenziertes Rauschen bezeichnet, sofern die Stationa-
ritdtsbedingung (2.48) erfiillt ist.

Um wieviel langsamer die MA-Parameter der MA(oo)-Darstellung von frak-
tional differenziertem Rauschen gegen Null konvergieren als die eines AR(1)-
Prozesses verdeutlicht beispielhaft Abbildung 3.1, in der die Entwicklung der
MA-Parameter von fraktional differenziertem Rauschen mit d = 0,3 und einen
AR(1)-ProzeB mit a; = 0, 3 enthalten ist. Die MA-Parameter werden dabei gemaB
den Gleichungen (3.7) bzw. (2.52) berechnet. Wie deutlich zu sehen ist, sind die
MA-Parameter des AR(1)-Prozesses bereits nach 5 Lags so gut wie Null, die MA-
Parameter des fraktional differenzierten Rauschens sind hingegen auch nach 100
Lags noch klar positiv, so daB in der Tat weit in der Vergangenheit liegende Er-
eignisse die Gegenwart beeinflussen.

Die im Vergleich zu traditionellen ARMA-Prozessen langsamere Konvergenz
der MA-Parameter von fraktional differenziertem Rauschen 1aBt sich formal mit
Hilfe von Stirling’s Formel® zeigen:

0, ~u?1/T(d) fiir u — oo. (3.10)

Daraus folgt, sofern d < 1 ist, dafi die MA-Parameter des fraktional differenzierten
Rauschens hyperbolisch und damit im Vergleich zu den Parametern der unendli-
chen Moving-Average-Darstellung kausaler AR(p)-Prozesse, deren MA-Parameter
exponentiell gegen Null gehen, viel langsamer konvergieren.

Wie duflert sich nun der EinfluB auch von weit in der Vergangenheit liegenden
Storungen? In Abbildung 3.2 sind 1000 Beobachtungen von fraktional differen-

ziertem Rauschen mit d = 0,3 und einer Varianz des Weilen Rauschens o? von

und hat u.a. folgende Eigenschaften fir k € N,z € C

P(k+1) = & (3.3)
T(z+1) = zI(z) (3.4)
FEF1-2) = —— 0<z<L. (3.5)
Man beachte, da8 aus (3.4)
T(d+k)=(d+k—1)(d+k-2)--(d+ 1)d(d). (3.6)

folgt. Vgl. dazu Bronstein und Semendjajew [25, 1991, S. 103, 331].
3Stirling’s Formel lautet (Brockwell und Davis [24, 1991, S. 522]):

[(z) ~ V2re==t(z = 1)*"Y2 fiir £ — o0. (3.9)
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Unendliche Moving—Average—Darstellungen

T N T ! 1 v ¥ T 1 M 1 M T M T v 1
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Froktional differenziertes Rauschen mit d = 0.3
— — AR(1)~Prozess mit ay = 0.3 B

u

O
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Lags
Abbildung 3.1: VERLAUF DER MA-PARAMETER VON UNENDLICHEN MOVING-

AVERAGE-DARSTELLUNGEN EINES AR(1)-PROZESSES UND VON FRAKTIONAL
DIFFERENZIERTEM RAUSCHEN

Eins abgebildet. Die Realisation dieser Zeitreihe wurde mit der approximativen
Moving-Average-Methode generiert, welche in Abschnitt 3.3 dieses Kapitels dar-
gestellt wird. Bei Betrachtung von Abbildung 3.2 fallt auf, dafl die generierte
Zeitreihe durch Zyklen verschiedener Langen charakterisiert ist. Dabei erschei-
nen Zyklen mit grofer Periodenlinge vorherrschend, ohne daB jedoch ein Zyklus
einer bestimmten Periodenlinge dominieren wiirde. Mit anderen Worten, Long
Memory-Prozesse sind durch irregulare Zyklen gekennzeichnet. Ein besonderes
Merkmal von Long Memory-Prozessen ist aufierdem, daB die in einer Zeitreihe be-
obachtete maximale Periodenlinge mit der Zahl der Beobachtungen einer Zeitreihe
ansteigt. Mandelbrot, einer der Pioniere auf dem Gebiet der stochastischen Pro-
zesse mit Long Memory, charakterisiert Long Memory-Prozesse folgendermafen:

“The intensity of the low frequency components is manifested (...)
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Simulation von fraktional differenziertem Rauschen
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L

Froktional differenziertes Rauschen mit d = O.3J
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Abbildung 3.2: REALISATION VON FRAKTIONAL DIFFERENZIERTEM RAUSCHEN

MIT d =0,3 UND o =1

0 100 200

through an astonishing wealth of “features” of every kind. These funct-
ions swing up and down, sometimes irregularly, but also sometimes in
a near periodic fashion. In the latter case, irrespective of the total
sample size, the number of apparent cycles is approximately the same.
In other words, the apparent wavelength is near proportional to the
sample size, say, it equals about 10 in a sample of 30, about 100 in
a sample of 300, etc. (...) which means the cycles in question are
‘perceptual artifacts’ (Mandelbrot {141, 1972, S. 226, Bildunterschrift
zu Figure 1, Anfiihrungszeichen im Original]).

Die Eigenschaft “irreguldrer” Zyklen unterscheidet also fraktional differenziertes
Rauschen fundamental von den traditionellen ARMA-Modellen.

In welchem Parameterbereich mufi nun der Parameter d liegen, damit ein
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stationirer Long Memory-Prozef vorliegt? Wird die Approximation der MA-
Parameter (3.10) in die Stationaritatsbedingung (2.48) eingesetzt, folgt, daB fir
einen stationiren Long Memory-Proze8 1 + T u?d1) < oo erfillt sein mu8.
Beriicksichtigt man, daB eine Folge

S (3.11)

u=l
nur konvergiert, wenn j grofer als FEins ist4, ergibt sich als Stationaritatsbedingung
d < 05, Fiard > 05 konvergieren die MA-Parameter 6, zu langsam oder
{iberhaupt nicht gegen Null, damit deren quadratische Summe endlich sein konnte.

Um weiter den Parameterbereich fir stationire Long Memory-Prozesse zu
bestimmen, ist gemaB der Definition von Long Memory (2.21) die Kenntnis der
Autokovarianzfunktion erforderlich. Die Autokovarianzfunktion von fraktional
differenziertem Rauschen lautet®:

,T(1 — 2d) u-1+d

%eT2(] - d) 0<Hu<, u—d
r(1-240(r+d)

Tr—d+ DI@T1—d) ©

Mit Hilfe von Stirling’s Formel (3.9) erhilt man wiederum eine Anndherung fiir

It

¥(7)

(3.12)

T — 00

2d-1 I‘(l - 2d) 2
Y~ T —an@) e
Man sieht, da die Autokovarianzen mit zunehmenden Lags genau dann hyper-
bolisch abnehmen, wenn die Stationaritatsbedingung d < 0.5 erfiillt ist. Damit
schwichen sich die Autokovarianzen eines fraktional differenzierten Prozesses viel
langsamer als die Autokovarianzen von ARMA-Prozessen ab, die, wie in Abschnitt
2.2 gezeigt wurde, exponentiell gegen Null konvergieren. Eine Folge davon ist, dafl
bei der Prognose auch weit in der Vergangenheit liegende Beobachtungen eine
Rolle spielen. Dies impliziert allerdings auch, dafi im Vergleich zu Short Memory-
Prozessen fiir Mehrperiodenprognosen mehr Information zur Verfigung steht, da
der Einfluff gegenwartiger Beobachtungen weiter in die Zukunft reicht.

(3.13)

Untersucht man die Summierbarkeit der Autokovarianzfunktion (3.12) unter
Verwendung von deren Approximation (3.13) mit Hilfe der Konvergenzbedingung
j > 1 der Folge (3.11), zeigt sich, daB gilt:

i h(f)l{ Py }oo falls d{ 2 }o. (3.14)

T=—20

4Siche dazu Bronstein und Semendjajew [25, 1991, S. 357,3.1.14.2.2].

5Ein exakter Beweis findet sich in Brockwell und Davis [24, 1991, S. 521f].

6Fine Beweisskizze ist auf den Seiten 45 bis 46 zu finden. Ein exakter Beweis ist in Brockwell
und Davis [24, 1991, S. 523] bzw. in Adenstedt [1, 1974] enthalten.
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Daraus folgt, daB ein stationdrer Long Memory genau dann gegeben ist, wenn der
Parameter d innerhalb des Intervalls (0;0,5) ist. Ist hingegen d < 0, so liegt ent-
sprechend Definition 2 ein stochastischer Prozef mit Intermediate Memory vor, da
die Autokovarianzen nach (3.13) hyperbolisch und nicht exponentiell abklingen,
aber absolut summierbar sind. An dieser Stelle ist darauf hinzuweisen, daB diese
Unterscheidung in der Literatur nicht immer eingehalten und fraktional differen-
ziertes Rauschen (3.8) unabhingig vom Vorzeichen des Parameters d grundsatzlich
als Long Memory-Proze8 bezeichnet wird. Da sich die Eigenschaften von Interme-
diate und Long Memory-Prozessen im Frequenzbereich, wie weiter unten gezeigt
wird, sehr unterschiedlich sind, wird in dieser Arbeit jedoch zwischen Interme-
diate und Long Memory-Prozessen unterschieden und d als Intermediate/Long
Memory-Parameter bezeichnet.

Fraktional differenziertes Rauschen 1afit sich auch als ein unendlicher autore-
gressiver ProzeB darstellen. Die AR(oo)-Darstellung

(1 — BY*X, = ¢&;. (3.15)

erhalt man sofort aus der Invertierung des Filters (1—B)~ in der Moving-Average-
Darstellung (3.8). Die Parameter der unendlichen AR-Darstellung sind dabei
durch eine zu (3.1) analoge Potenzreihenentwicklung

(1-B) = 1—-dB+d(d2?l)B2—d(d—lg)!(d—2)B3+... (3.16)
+(—1)"d(d_1)”;l§d—u+1)B“+...=7r(B)

bestimmt, so daf bei Verwendung der Gammafunktion I'(z) fiir die einzelnen
AR-Parameter gilt:
I'(u—d)
I'(u+ 1)[(—-d)
Fiir groBe Lags 7 lassen sich die AR-Parameter wieder mit Hilfe von Stirling’s
Formel (3.9) durch

(3.17)

Tu =

=91

T(=d)
approximieren. Weiter gilt, daf unter der Bedingung d > —0,5 die unendliche
AR-Darstellung invertierbar ist”. Damit existieren sowohl die AR(co)- als auch

die MA(oo)-Darstellungen im gesamten Bereichd € D = (-0,5;0,5) und fraktional
differenziertes Rauschen ist fiir d € D kausal und invertierbar.

Ty ~

fir u— o0 (3.18)

Mit dem Modell des fraktional differenzierten Rauschens ist also eine ex-
trem sparsame Modellierung von linearen Prozessen méoglich, die entweder Long

"Vgl. dazu den Beweis zu Theorem 13.2.1 sowie die Definition 13.2.1 und Remark 2 in Brock-
well und Davis [24, 1991, S. 521f].
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Memory oder Intermediate Memory aufweisen. Wird dabei auf die Bedingung
der Stationaritat verzichtet, d.h. ist auch d > 0.5 erlaubt, enthalt der Prozef
(1 — B)*X, = ¢, auch das Random Walk-Modell

(1-B)Xt=¢& (3.19)

mit d = 1 als Spezialfall. Wie aus der Darstellung (3.1) des unendlichen MA-
Polynoms ersichtlich ist, bleibt der EinfluB einer Stdrung fir d 2> 1 unendlich
lange erhalten, d.h. wird unendlich lange in dem Proze8 X gespeichert. Man
spricht dann von einem perfekten Geddchtnis.

Fin Nachteil des Modells des fraktional differenzierten Rauschens ist aller-
dings, daB mit diesem Modell nur eine ganz bestimmte Klasse von Long Memory-
Strukturen erfaBt werden kann. Trotzdem ist die denkbare Alternative, AR(p)-
Modelle mit grofiem p zu verwenden, wenig attraktiv, da dann nicht ein, sondern
p Modellparameter zu schitzen sind.

3.1.2 Fraktional integrierte ARMA-Prozesse

Wirklich interessant wird das Modell des fraktional differenzierten Rauschens je-
doch erst, wenn es derart erweitert wird, da8 die simultane Schatzung von Struk-
turen mit Short und Long Memory méglich wird. Am einfachsten 148t sich dies er-
reichen, indem das fraktional differenzierte Modell um ein AR(p)- und ein MA(q)-
Polynom erweitert wird.

Definition 3 Der fraktional integrierte autoregressive Moving-Average-
ProzeB der Ordnung (p,d,q) bzw. der ARFIMA (p,d,q)-Proze8

Der stochastische Prozef {Xi}tez wird als ARFIMA (p,d,q)-Prozef8 bezeichnet,
wenn der Prozef {Xi}iez stationdr und d € D = (-0,50,5) ist, und er die
Differenzengleichung

«(B)(1 - B)*X, = B(B)e: (3.20)

erfillt, wobei e, ein Weifles Rauschen mit Varianz o? darstellt und a(B) sowie
B(B) das AR-Polynom der Ordnung p bzw. MA-Polynom der Ordnung q bezeich-

nen.

Das ARFIMA(p,d,q)-Modell ist unabhéngig von Granger und Joyeux [86, 1980]
sowie von Hosking [110, 1981] in die Zeitreihenanalyse eingefiihrt worden. Der

8vgl. Brockwell und Davis [24, 1991, S. 524, Def. 13.2.2).
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Unterschied zwischen einem fraktional integrierten und einem traditionellen auto-
regressiven Moving-Average-Prozefl besteht nun darin, da der ARFIMA(p,d,q)-
ProzeB ein ARMA-Proze8 ist, der nicht durch Weiles Rauschen {e:}, sondern
durch fraktional differenziertes Rauschen (1 — B) ™%

a(B)X. = A(B)(1 - B) ™% (3.21)

gesteuert wird. Fraktional differenziertes Rauschen entspricht damit einem ARFI-

MA(0,d,0)-Proze.

Auch Prozesse mit d > 0.5 konnen als ARFIMA(p,d,q)-Prozesse bezeichnet
werden. Allerdings sind diese Prozesse dann nicht stationar, kénnen aber durch
entsprechendes einmaliges oder mehrmaliges Bilden ganzzahliger Differenzen auf
ein stationires ARFIMA(p,d,q)-Modell zuriickgefihrt werden. Bereits seit Box
und Jenkins [21, 1970] sind einige Spezialfille des ARFIMA(p,d,g)-Modells in
der Zeitreihenanalyse weit verbreitet. Dies sind die sogenannten ARIMA(p,d,q)-
Modelle, die allerdings im Gegensatz zu den ARFIMA(p,d,g)-Modellen nur d € N
erlauben. Der Sonderfall mit p = ¢ = 0 und d = 1, das Random Walk-Modell,

wurde weiter oben bereits eingefiihrt.

Werden in der empirischen Analyse nur traditionelle ARIMA(p,d,q)-Modelle
verwendet, besteht die Gefahr, daB ein stationarer fraktional integrierter autore-
gressiver Moving- Average-Prozefi mit z.B. d = 0,45 falschlicherweise mit einem
nichtstationiren ARFIMA(p,1,q)-Modell geschitzt wird und es deshalb zu stark
verzerrten Schitzungen der AR- und MA-Parameter kommt. Umgekehrt ist es
ebenso méglich, daB die Schatzung eines nichtstationiren Long Memory-Prozesses
mit d = 0, 55 mit einem stationiren ARMA-Modell spezifiziert wird. Die Verallge-
meinerung des Definitionsbereichs von d € N der traditionellen ARIMA-Modelle
auf die reellen Zahlen ist deshalb von grofler Bedeutung.

Innerhalb des Kausalitits- und Invertibilititsbereich d € D = (-0,5;0,5)
des fraktional differenzierten Rauschens und unter der Voraussetzung, da das
AR- und das MA-Polynom keine gemeinsamen Nullstellen aufweisen, gelten fiir
den ARFIMA (p,d,q)-Proze8 folgende Eigenschaften:®

1. Der ARFIMA(p,d,q)-ProzeB ist kausal, wenn ganz analog zum traditionellen
ARMA-Modell alle Nullstellen des AR-Polynoms auBerhalb des Einheits-

kreises liegen.

2. Der ARFIMA(p,d,q)-ProzeB ist invertierbar, wenn wiederum analog zum
traditionellen ARMA-Modell alle Nullstellen des MA-Polynoms auflerhalb
des Einheitskreises liegen.

*Vgl. die Beweise in Brockwell und Davis [24, 1991, S. 525, Theorem 13.2.2].
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3. Die Autokovarianzfunktion klingt fir grofie 7 hyperbolisch ab
A(r)~Cr¥ 1t C>0 (3.22)

und zeigt damit das gleiche Konvergenzverhalten wie die Autokovarianz-
funktion (3.13) von fraktional differenziertem Rauschen. Die Autokovari-
anzfunktion selbst wird auf den Seiten 45 bis 46 dargestellt.

4. Die Spektraldichtefunktion eines ARFIMA(p,d,q)-Modells ist gegeben durch

I 1[G | P Y
flw) = ——-—-———la(e_‘-w)‘,ll |7 fe(w)- (3:23)

Dabei bezeichnen a(e=*) und B(e™*) die Fouriertransformierten des AR-
und des MA-Polynoms und f.(w) die Spektraldichte von WeiBem Rauschen
(2.40).

Die Ableitung der Spektraldichte f (w) eines ARFIMA(p,d,q)-Modells sei hier auf-

bauend auf dem Zusammenhang zweier Spektraldichten linearer Prozesse (2.41)
fx(w) = la(e™)* fr(w),

der in Abschnitt 2.1 genannt wurde, kurz skizziert.

Interpretiert man {Y:} als stationaren autoregressiven ProzeB, der von einem
stationiren ProzeB {X,} gesteuert wird, so 148t sich unter der Bedingung der Kon-
vergenz der Fouriertransformierten des linearen Filters {a,}uez die Spektraldichte
des autoregressiven Prozesses {Y:} durch

1
frw)= fo(w) (3.24)

berechnen. Mit Hilfe der Gleichungen (2.41) und (3.24) ergibt sich die Spek-
traldichtefunktion (3.23) eines ARFIMA (p,d,q)-Prozesses, d € (—0.5,0.5), wobei
lediglich noch die Fouriertransformierte des Long Memory-Filters (3.1), 6(e™™) =
(1 — e~*)~? eingesetzt werden muf.

Die Spektraldichtefunktion eines fraktional differenzierten Rauschens, bzw.
eines ARFIMA(0,d,0)-Prozesses, folgt als Spezialfall aus (3.23)

foule) = 1 = €| £ () = [28in( e (3.25)

Approximiert man diese Spektraldichte nahe dem Ursprung durch

foao(w) ~w ¥ fe(w), far w—0, (3.26)
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lassen sich die Eigenschaften von fraktional differenziertem Rauschen im Frequenz-
bereich leicht veranschaulichen. Liegt ein stationdrer Long Memory-Prozef vor,
d.h. ist 0 < d < 0,5, so geht der Sinusterm fiir w — 0 gegen Null und somit die
Spektraldichte gegen unendlich. Diese Eigenschaft von Long Memory-Prozessen
wurde bereits in Abschnitt 2.1 im Zusammenhang mit der Interpretation der Spek-
traldichte als gewichtete Summe von Autokovarianzen (2.39) diskutiert. Dort
wurde gezeigt, daB8 eine endliche Spektraldichte am Ursprung gerade eine sum-
mierbare Autokovarianzfunktion voraussetzt. Demnach werden Long Memory-
Prozesse im Frequenzbereich durch eine am Ursprung gegen unendlich gehende
Spektraldichte charakterisiert. Die im Zeitbereich gegebene Abhangigkeit von
zeitlich weit auseinanderliegenden Beobachtungen driickt sich im Frequenzbereich
gerade durch das Vorherrschen sehr kleiner Frequenzen bzw. extrem langer Peri-
odenlingen aus. Zur Veranschaulichung ist in Abbildung 3.3 die Spektraldichte
von fraktional differenziertem Rauschen abgebildet, wobei wie bei den vorange-
gangenen Abbildungen d = 0,3 gewéhlt und die Varianz des Weiflen Rauschens
gleich Eins gesetzt wird. Die Spektraldichte wird dabei jeweils an 1000 Frequen-
zen berechnet. Man sieht deutlich den starken Anstieg der Spektraldichte nahe
am Ursprung!®

Ist hingegen d < 0, so ist die Spektraldichte fiir w = 0 ebenfalls Null. Wie
in Abbildung 3.3 fir d = —0,3 gut zu erkennen ist, zeichnet sich Intermediate
Memory dadurch aus, daB im Vergleich zu den niedrigen Frequenzen die hoheren
Frequenzen starker vertreten sind. Im Zeitbereich aufert sich dies gerade in der
absoluten Summierbarkeit der Autokovarianzfunktion. Derartige Spektraldichten
kénnen mit traditionellen ARMA-Modellen ebenso wenig wie hyperbolisch ab-
klingende Autokovarianfunktionen erfaBt werden. Eine Anniherung iber grofie p
oder q ist empirisch nicht zu empfehlen, da die grofie Anzahl der zu schitzenden
Parameter deren Schitzqualitit beeintrachtigen kann.

Wie anhand Abbildung 3.2 exemplarisch erlautert wurde, sind Long Memory-
Prozesse auBerdem durch die Existenz irregularer Zyklen gekennzeichnet. Im Fre-
quenzbereich zeigt sich diese Eigenschaft in der Tatsache, dafl die Spektraldichte,
wie aus Abbildung 3.3 zu ersehen ist, an keiner Frequenz ein Maximum erreicht,
obwohl gleichzeitig die niedrigen Frequenzen vorherrschend sind.

Mit der Kenntnis der Spektraldichtefunktion ist es nun mdglich, die Auto-
kovarianzfunktion eines ARFIMA(p,d,q)-Prozesses durch Anwendung von (2.35)

10Gray, Zhang und Woodward [87, 1989] haben eine Verallgemeinerung des ARFIMA-Modells
entwickelt, die es erlaubt, die Frequenz w der Polstelle in der Spektraldichtefunktion innerhalb
des Intervalls 0 < w < 7 zu schitzen. Auf diese Weise ist es méglich, persistentes saisonales
Verhalten zu erfassen.
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Spektraldichtefunktionen
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Abbildung 3.3: SPEKTRALDICHTEFUNKTIONEN VON INTERMEDIATE UND LONG
MEMORY-PROZESSEN

auf (3.23) anzugeben

1 L[ 1B(e=™)? —iw|-2d i
= — Ll -e™ T dw, =0,1,.... 27

V(7) or e _/.,, Ia(e““')P“ e e T (3.27)
Fehlt sowohl der AR- wie auch der MA-Teil, so ist eine explizite Losung dieses

Integrals moglich! und es ergibt sich die bereits oben zitierte Autokovarianzfunk-
tion (3.12)

G T(1-2d) 1y k-1+d
A1) = ey II =3

0<k<T
T(1-2d0(r +d)
T(r—d+ DI —d) *

11yl zur Integration Brockwell und Davis [24, 1991, S. 523].
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Eine numerische Berechnung des Integrals ist allerdings nicht uneingeschrankt
zu empfehlen, da die numerische Integration eines uneigentlichen Integrals unzu-
verlissig sein kann. Dies ist dann der Fall, wenn fiir positive d die Spektraldich-
tefunktion fiir w — 0 gegen unendlich geht. Dariiber hinaus steigt die Zahl der
Integrationen mit zunehmender Lange der Zeitreihe.

Sowell [178, 1992] hat deshalb eine fiir numerische Berechnungen geeignetere
Form der Autokovarianzfunktion abgeleitet. Er war dabei in der Lage, das In-
tegral durch die Summation von p X q X ¢ Termen zu ersetzen, wobei p-mal die
Neuberechnung der hypergeometrischen Funktion'?

Flakas) = 3050 (328)
&~ _T(a+n)l(b+ I .
- ; T(a)[(b)T(c+ r)T(r +1) (3.29)

mit (a), = a(a+1)(a+2)- (a4+r-1),(a)o=1 und analog (b)r, (c), notwendig
ist. Die Autokovarianzfunktion eines ARFIMA (p,d,q)-Modells (3.27)*® 1aBt sich
dann durch

P 9 9
() =Y G Y BuBnC(dip+n—m—T:p) (3.30)

i=1 n=0 m=0
berechnen, wobei p; die i-te Waurzel des AR-Polynoms a( B) bezeichnet und fol-
gende Definitionen gelten:

G = (Pi [ = pirs) II - Pk)) (3.31)
j=1 k=1,k#4
Cldhp) I(1 — 2d)T(d + h) .22

T(1 —d+h)(1 - dI'(d)
[P F(d+h,1,1 ~d+h,p)+F(d-h1,1 —d—h,p)-1].

Anzumerken bleibt, daB sich fir p =0 die Berechnung der Autokovarianzen
wesentlich zu

ey I(1-2d)[(d-7+n-m)
W) =2 Z—;;F(l — LTl —d-7+n-m) (3.33)

12ygl. zur Definition der hypergeometrischen Funktion Bronstein und Semendjajew [25, 1991,
S. 445). Die zweite Zeile erhilt man durch Anwendung der Gleichungen (3.3) und (3.6). Um
die hypergeometrische Funktion lediglich p-mal berechnen zu miissen, leitet Sowell {178, 1992,
S. 21] die iterative Beziehung F(a,1,¢,p) = ;f':_‘—ﬂ[F(a ~1,1,c—1,p)— 1] ab.

13Hier wird die Schreibweise von Cheung (29, 1990, S. 18, Gleichung (45)] verwendet, indem die
Fouriertransformierte des MA-Teils |B(e~*)|? ersetzt wird durch DILAD DY ) Bre~ (=)

Sowell [178, 1992] schreibt dies als YF-_, Zmi"("'“) B,B,-1¢~"!, wobei er irrtiimlich in der

s=max(0,l)
Minimierungsbedingung ¢ — { anstatt g + | angibt.
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vereinfacht. Damit ist die Darstellung des fraktional integrierten ARMA-Modells
abgeschlossen.

3.1.3 Fraktionale Gaufiprozesse

Das ARFIMA(p,d,q)-Modell ist jedoch keineswegs das einzige Long Memory-
Modell, das in der Literatur vorgeschlagen wurde. Allerdings ist es das attrak-
tivste Modell, da es das einzige ist, da es erlaubt, simultan Short und Long
Memory-Prozesse zu modellieren und damit eine Verallgemeinerung der bereits
weitverbreiteten ARMA-Ansitze ermoglicht. Gerade die simultane Modellierung
von Short und Long Memory ist mit dem vor mehr als zwanzig Jahren von Man-
delbrot und Wallis [144, 1969] entwickelten stationren fraktionalen Gaufiprozefi
nicht méglich'*. Der fraktionale Gaupfprozef ist mit dem reellen Exponenten H,
0 < H < 1, parametrisiert und besitzt die Autokorrelationsfunktion

p(r) = % [Ir+ 127 =2 )7 - 1], 0<H <L (3.34)

Fiir grofie |7| kann die Autokorrelationsfunktion angenihert werden durch?!®

p(r) ~Cr*H-2 C >0. (3.37)

4Bereits ein Jahr vorher fihrten Mandelbrot und van Ness {143, 1968) im Bereich der zeit-
stetigen stochastischen Prozesse die fraktionale Brownsche Bewegung ein.

15Gieche dazu McLeod und Hipel [147, 1978, S. 496]. Die Approximation 128t sich folgender-
maBen zeigen. Zur Vereinfachung sei hier nur der Fall 7 > 1 betrachtet. Man bringe (3.34)
zunichst in Exponentialschreibweise

% [(,r+ 1)2}1 _ 2T2H + (T _ 1)2H]

— ; [cﬂ‘llog(r-d-l) _ 2e2Hlogr + e?Hlog(f—l)] .

p(1)

Mit Hilfe der Taylorapproximation ergibt sich

log(r + 1) ~ log 7 + %{(r+ 1) -7 =losf+%, (3.35)

1
log{r — 1) ~ log 7 + %[(7-— 1)—71]=logr - T (3.36)
Dies in (3.35) eingesetzt, fiihrt zu

1
_2_ [C2Hlogre§ — 9e2H logT +e2Hlogfe—§] .

p(1)

= -12—1'2" [e'} -2+e'é]
~ %‘r’” [2 e 2]

1
1 p2H-2
2
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Verwendet man wieder die Konvergenzbedingung einer Potenzreihe (3.11), so sieht
man, daf} die Autokorrelationsfunktion und damit auch die Autokovarianzfunktion
fir H < 0.5 konvergiert, hingegen fir H > 0.5 divergiert. Setzt man H =
d + 0.5, so zeigt sich, daf§ der fraktionale GauBproze8 das gleiche asymptotische
Verhalten im Zeit- und Frequenzbereich wie der ARFIMA (p,d,q)-Prozel aufweist
und dariiber hinaus Long und Intermediate Memory-Prozesse umfafit.

Mit Hilfe des stationaren fraktionalen Gaufiprozesses war es erstmals gelun-
gen, ein Phanomen stochastisch zu modellieren, das nach seinem Entdecker als
Hurst-Phinomen bezeichnet wird. Der Hydrologe Hurst ([115, 1951}, [116, 1956])
untersuchte Anfang der 50iger Jahre die iiber grofle Zeitraume verfiigbaren Da-
ten iiber den Wasserstand des Nils, um durch bessere Vorhersagen eine moglichst
optimale Nutzung der Staudimme zu gewahrleisten. Mit einer von ihm zu die-
sem Zweck entwickelten Schitzstatistik entdeckte er, daff diese Zeitreihen keinem
Short Memory-Proze8 entsprachen, sondern starke Abhangigkeiten zwischen weit
auseinanderliegenden Beobachtungen aufwiesen. Seitdem spielen stochastische
Prozesse mit Long Memory in der Hydrologie eine wichtige Rolle. Dies deutet
darauf hin, da gerade im Bereich der Natur stochastische Prozesse mit starken
Abhingigkeiten eine grofe Bedeutung haben. Es ist zu fragen, inwieweit sich diese
Eigenschaften auf dkonomische Zusammenhange ibertragen.

Nach der Prisentation der Eigenschaften des fraktional integrierten autore-
gressiven Moving- Average-Modells sowohl im Zeitbereich wie auch im Frequenzbe-
reich und einem Vergleich dieses Modells mit dem alteren fraktionalen Gaufipro-
zeB 1Bt sich zusammendfassend sagen, daB es das bisher allgemeinste lineare
Zeitreihenmodell darstellt, das mit einer geringen Anzahl an Parametern die si-
multane Erfassung von Long und Short Memory bzw. von Intermediate und Short
Memory erlaubt und dariiber hinaus auch die weitverbreiteten ARIMA-Modelle
einschlieBlich des Random Walks enthélt. Es wurde auBerdem argumentiert, daf
auch weiter in der Zukunft liegende Realisationen von Long Memory-Prozessen
gut prognostiziert werden kénnen. Deshalb werden im nachsten Abschnitt Pro-
gnoseverfahren, die auch fir stochastische Prozesse mit Long Memory geeignet
sind, vorgestellt.

und damit zu (3.37). Dabei wurde in der dritten Zeile folgende Approximation (Bronstein und
Semendjajew [25, 1991, S. 85, 1.2.2.3))

ev+e—y y2 y-i yz
—coshy-l+5!-+l_ﬁ...~1+-2—

verwendet.
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3.2 Prognosen mit ARFIMA-Modellen

In diesem Abschnitt werden Prognoseverfahren behandelt, die fir ARFIMA(p,d,q)-
Modelle geeignet sind. Die Kenntnis von Prognoseverfahren ist einerseits in Ka-
pitel 7 zur Analyse der Out-of-sample Prognosequalitdt von ARFIMA-Modellen
bei Wechselkursen notwendig, andererseits eine Voraussetzung zur Ableitung ei-
nes theoretischen Wechselkursmodells mit Wechselkurserwartungen in Abschnitt
6.5.

Es werden zwei exakte und zwei approximative Prognoseverfahren dargestellt.
Die approximativen Prognoseverfahren bieten sich als attraktive Alternative an,
wenn die Zahl der Beobachtungen einer Zeitreihe grof und die Berechnung der
Autokovarianzfunktion dementsprechend aufwendig ist. Ein Algorithmus zur Ver-
einfachung der exakten Prognose von Brockwell und Davis [24, 1991] sowie das
approximative Prognoseverfahren von Brockwell und Davis [24, 1991, S. 533-34]
stehen dabei im Mittelpunkt. Ein zweites approximatives Verfahren, das von Pei-
ris und Perera [160, 1988] vorgeschlagen wurde, wird am Ende kurz angesprochen.

Bei der Prognose geht es um die Vorhersage der zu erwartenden Realisatio-
nen eines stochastischen Prozesses im Zeitablauf. Auf Basis der bisherigen Reali-
sierung {1, ..., ¢} eines stationaren Prozesses {Xi,...,X¢} wird die Schitzung
%14h der Zufallsvariablen Xiyn im Zeitpunkt ¢ als h-Perioden Prognose bezeichnet.
Die Prognose ist selbst eine Zufallsvariable X4, Um die Giite einer Prognose
zu ermitteln, eignet sich als Gitema fir stochastische Prozesse mit endlicher
Varianz die mittlere quadratische Abweichung (mean squared error)

MSE[Xusn] = E[(Xern — Xewn)’], (3.38)

d.h. man betrachtet den Erwartungswert der quadratischen Abweichung der Zu-
fallsvariable X;44 von der Prognose Xi4n. Wird ein stochastischer Prozefl mit un-
endlicher Varianz geschitzt, so ist auch der M SE[X.44] unendlich. Ein Beispiel
eines solchen Prozesses ist ein linearer ProzeS X; = Yoo oo @uZt-u; der im Ge-
gensatz zu (2.15) nicht von identisch und unabhingig verteilten Zufallsvariablen,
sondern von einem Prozef angetrieben wird, dessen Zufallsvariable unabhéngig
und identisch verteilt sind, aber im Vergleich zur Normalverteilung eine grofiere

Dichte in den Enden der Verteilung aufweisen’®.

16ygl. zur genaueren Charakterisierung solcher Verteilungen Brockwell und Davis [24, 1991,
S. 535ff.]. Eine grofie Klasse von Verteilungen, die unendliche Varianz aufweisen konnen, ist die
Klasse der stabilen Verteilungen.
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3.2.1 Zwei exakte Prognosemethoden

Fiir stochastische Prozesse mit endlicher Varianz wird deshalb normalerweise die-
jenige Proguose als die beste bezeichnet, fir die die mittlere quadratische Ab-
weichung am kleinsten ist. Die beste Prognose von Xith entspricht damit dem
bedingten Erwartungswert!”

X¢+ﬁ = E[XHJ!IXD “any Xg]. (339)

Allerdings ist die exakte Berechnung des bedingten Erwartungswertes im allge-
meinen sehr schwierig, da in sie die gemeinsame Verteilung des stochastischen
Prozesses eingeht. Deshalb ist es haufig vorzuziehen, sich auf lineare Prognosen
zu beschranken'®

t
Xoen = 3 00 Xewr-io (3.40)
=1
wobei der Index (k) die Zahl der zu prognostizierenden Perioden angibt und die
Parameter Hﬁf) noch zu bestimmen sind. Besitzt der stochastische ProzeB einen
Mittelwert p ungleich Null, so ergibt sich die lineare Prognose gema8'®

t
Kn—p= 305 (Xesai — ) (3.41)

=1

Fiir einen stationiren stochastischen ProzeB ist die beste lineare Prognose
wiederum diejenige, die die mittlere quadratische Abweichung minimiert

t

. h
e(ugn";(m E[(Xt+h - § ogi)XH'l—")z] =
o e

=1

t t t
- h . h) gk - .
pin [o? =~ S e 11+ 3 DA )
1o 1 1=1

=1 j3=1
Aus den Bedingungen erster Ordnung ergibt sich das lineare Gleichungssystem

t

zgﬁj’y(j-i)=7(h+i—1), i=1,...,t (3.42)
1=1
das die Berechnung der Gx‘),i = 1,...,t erlaubt. Wie man sieht, erfordert die
Berechnung der besten linearen Prognose lediglich die Kenntnis der zweiten Mo-
mente, so da es nicht iberraschend ist, daB fir lineare Prozesse, fir die die

17ygl. dazu Schlittgen und Streitberg {172, 1989, S. 336].
18ygl. dazu Brockwell und Davis (24, 1991, S. 168, Gleichung (5.1.8)}.
19ygl. dazu Brockwell und Davis [24, 1991, S. 166].
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multivariate Normalverteilung gilt, die beste lineare Prognose (3.42) gleich der
besten Prognose des bedingten Erwartungswertes (3.39) ist%.

Damit sind alle (linearen) Prognosen von allgemeinen linearen Prozessen mit
endlicher Varianz die besten im Sinne des bedingten Erwartungswertes. Mit der
Einfithrung des ARFIMA(p,d,q)-Modells ist es deshalb méglich geworden, bei der
Prognose neben Short Memory auch Long Memory-Strukturen beriicksichtigen zu
kénnen, ohne auf die positiven Prognoseeigenschaften linearer Modelle verzichten
zu missen.

Trotzdem bleibt die Berechnung der besten linearen Prognose mit Hilfe des
Gleichungssystems (3.42) noch relativ aufwendig, da dessen Losung die Invertie-
rung der Kovarianzmatrix impliziert. Da dies fiir lange Zeitreihen aufwendig ist,
sei hierzu als Alternative der Innovationsalgorithmus von Brockwell und Davis
(24, 1991, S. 172] vorgestellt. Zu seinem intuitiven Verstandnis ist es hilfreich, die

Zufallsvariablen X3, ..., Xi, Xien als Basisvektoren von Raumen mit Dimqnsionen
1,...,L,t+h aufzufassen. Dann entspricht die beste lineare Prognose Xi+n der

Projektion von Xi4n auf den linearen Raum H, der von den Vektoren Xi,..., X:
aufgespannt wird. Dies ist gleichbedeutend damit, daB der Vektor (Xe+n — Xetn)s

der die Innovation angibt, zu den Vektoren X;,2 = 1,...,1 orthogonal ist. Der
Raum H; wird~jedoch auch von den Innovationen X, — Xqyo0, Xt — X, aufge-
spannt, wenn X; = 0 gesetzt wird, denn die Innovationen (Xj+ — ;+1) stehen

senkrecht auf allen X;,1 = 1,...,j und damit auf allen X, - Xi,i=1,..,1.
Deshalb gilt, daB sich die beste lineare Prognose X¢4n auch aus der Summe

t4+h—-1
Xepn = Z Oepn—1,i( Xewn—j — Xesh—j) (3.43)

i=h

berechnen 1ift. Die Berechnung von (3.43) wird durch den Innovationsalgorith-
mus von Brockwell und Davis (24, 1991] sehr erleichtert und ist auch fiir Mehrpe-
riodenprognosen moglich.

Proposition 1 Der Innovationsalgorithmus von Brockwell und Davis™
{X:} habe einen Erwartungswert von Null und eine nichtsingulire Kovarianzma-
triz [ox,x, )i j=1 Jir allet =1,.... Dann sind die h-Periodenprognosen Xeyn,t 20
und deren mittlere quadratische Abweichung MS E[)Z¢+h] gegeben durch

T = 0 X fallst=10 (3.44
thh = Zf:i'l Oppno1i( Xewhoi — Xe+h-s) fallst 2 1, 44)

20ygl. dazu Brockwell und Davis [24, 1991, S. 64].
21ygl. Brockwell und Davis (24, 1991, S. 172, Proposition 5.2.2 und S. 174f).
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und : "}4
MSE[X]] =0X1X1 ':
Otphr4h-1-k = M—w'[l'm (Ux.“.x,“. - Zf;é Ok k-30tsn—1,4n-1-;MS E[Xj+1]) ,
fir k=0,1,...,t+h -2,
v — t+h~1 p2 Y
MSE[XH-h] = OXepnXepn — 2j=h 0t+h—1,jMSE[Xt+h—j]-

(3.45)

Damit steht ein zweites exaktes Prognoseverfahren zur Verfiigung, daB die Inver-
tierung der Kovarianzmatrix vermeidet. AuBerdem eignet sich dieses Verfahren
auch zur Prognose von nichtstationiren Prozessen, da es nicht die Existenz ei-
ner stationdren Autokovarianzfunktion erfordert. Beide Prognoseverfahren setzen
jedoch die Kenntnis der Kovarianzmatrix voraus.

3.2.2 Zwei approximative Prognosemethoden

Die Berechnung der Autokovarianzfunktion eines ARFIMA (p,d,q)-Modells fiir d #
0 ist, wie in Abschnitt 3.1 gezeigt wurde, recht aufwendig, insbesondere dann,
wenn der AR-Teil nicht Null ist. Steht eine groBe Zahl von Beobachtungen einer
Zeitreihe zur Verfiigung, sind approximative Prognosemethoden eine attraktive
Alternative. Zwei approximative Methoden sind in der Literatur vorgeschlagen
worden, die eine von Brockwell und Davis [24, 1991, S. 533], die andere von
Peiris und Perera [160, 1988]. Beiden Methoden ist gemeinsam, daB X,,, nicht
auf den endlichen Raum H; mit den Basisvektoren X1,...,Xt, sondern auf den
Raum H; mit unendlich vielen Basisvektoren .. -y X1, X0, Xy, ..., X, projiziert
wird. Da die Basisvektoren ..., X_;, X, bei praktischen Prognosen natiirlich nicht
bekannt sind, miissen sie deshalb durch Nullsetzen approximiert werden, was den
approximativen Charakter dieses Verfahrens verursacht.

Wiren alle Basisvektoren bekannt, so wiren diese Verfahren ebenfalls exakt.
Diese Ausweitung des Projektionsraumes von H, auf H, ist notwendig, wenn die
Autokovarianzen ¥(7) nicht direkt in die Prognosegleichungen eingehen sollen,
sondern indirekt durch die Verwendung unendlich vieler MA-Parameter 1;, fir
die gemaf Gleichung (2.18) gilt, daB die unendliche Summe der Produkte dieser
MA-Parameter D e oo Yiitr = 4(7) ist. Eine exakte lineare Prognose erfordert
dann die Verwendung der unendlichen MA-Reprisentation (3.7) eines kausalen
und invertierbaren ARFIMA(p,d,q)-Prozesses

X: = Z 1/),-6:-,'

7=0
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bzw. der (dazu inversen) unendlichen AR-Représentation (3.15)

[~}
Er = Z (PJ‘XQ_J‘.
=0

Die Parameter der unendlichen Polynome (B) und (B) lassen sich analog zu
Gleichung (2.59) durch Koeflizientenvergleich aus

B(B)(1- B)™“a™!(B)
a(B)(1 - B)*f™(B)

¥(B)
¥(B)

bestimmen. (1 — B)~¢ und damit auch (1 — B)? sind durch (3.1) bzw. (3.16)
definiert.

Dann 1aBt sich die beste lineare (approximative) Prognose fiir einen kausalen
und invertierbaren ARFIMA(p,d,q)-ProzeB mit Mittelwert u fiir gegebenes ¢ mit
X, = X; fiir alle j <t berechnen durch?

Xiph—p = - Z 03 (Xetn-; — 1) (3.46)
=1
Xegh = p+ Y neranj (3.47)
j=h
und

h—1
MSE[Xu) =0 4l (3.48)

i=0

Man beachte, da8B fiir eine endliche Zahl von Beobachtungen auch die mittlere qua-
dratische Abweichung M SE[X,,4] approximativ ist, da zur exakten Berechnung
der h MA-Parameter v; nach Gleichung (2.18) unendlich viele Autokovarianzen
notwendig waren.

Stehen dem Anwender bereits geeignete Prognoseverfahren fiir reine AR-
MA(p,q)-Modelle zur Verfiigung, so ist das zweite Prognoseverfahren, das von
Peiris und Perera [160, 1988] vorgeschlagen wurde, vorzuziehen, da es lediglich
fir den Long Memory-Teil einen unendlichen Raum H, erfordert. Der Ansatz
von Peiris und Perera [160, 1988] wird hier jedoch nicht weiter verfolgt. Beiden
approximativen Verfahren ist gemeinsam, daf die Prognosen nur fiir eine grofie
Zahl an Beobachtungen zufriedenstellend sind.

22Giehe dazu Brockwell und Davis [24, 1991, S. 533 und S. 183, Theorem 5.5.1].
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3.3 Generierungsmethoden fiir ARFIMA-Pro-

zesse

In diesem Abschnitt werden vier Verfahren vorgestellt, mit deren Hilfe Realisatio-
nen von ARFIMA(p,d,q)-Prozessen erzeugt werden konnen. Die Generierungsme-
thoden sind eine Voraussetzung fiir die Analyse der Schatzeigenschaften verschie-
dener Long Memory-Schitzverfahren bei Vorliegen kurzer Zeitreihen in Kapitel
5. Die vier dargestellten Generierungsverfahren sind im einzelnen: eine appro-
ximative Moving-Average-Methode, ein Verfahren von McLeod und Hipel [147,
1978], ein Algorithmus von Hosking [111, 1984] und eine approximative ARMA-
Methode, ebenfalls von Hosking [111, 1984]. Das Verfahren von McLeod und
Hipel und der Algorithmus von Hosking [111, 1984] unterscheiden sich dabei nur
in der Methode, nicht aber im Ergebnis.

Methode 1: Die approximative Moving-Average-Methode

Dieses Verfahren ist sicherlich das einfachste, wenn es um die Generierung von
einfachem fraktional differenziertem Rauschen geht, da dessen unendliche Moving-
Average-Darstellung (3.8) X; = 6(B)e; mit Hilfe der Potenzreihendarstellung (3.1)
von (1 — B)~ fiir beliebig lange Lags leicht berechnet werden kann. Es ist nun
naheliegend, die unendliche Moving- Average-Reprasentation nach dem n-ten Lag
abzubrechen und den EinfluB aller &;_x mit k > n zu vernachlassigen

X, =) beees (3.49)

k=0

Diese Vorgehensweise 1a8t sich ohne weiteres auf ARFIMA(p,d,q)-Prozesse iiber-
tragen, indem nunmehr die unendliche Moving-Average-Darstellung analog zu
Gleichung (2.59) durch Koeffizientenvergleich gewonnen wird.

Allerdings ist die approximative Moving-Average-Methode nicht uneinge-
schrinkt zu empfehlen. Wird n zu klein gewahlt, ist kaum eine zufriedenstel-
lende Approximation des wahren Prozesses gewahrleistet. Selbst fir grofie n geht
der approximative Charakter dieses Verfahrens nicht véllig verloren, obwohl der
Rechenaufwand insbesondere fiir lange Zeitreihen betrachtlich ansteigt. Dariiber
hinaus muf} zur Generierung aller Werte X;,t < n auf simulierte Storterme zuriick-
gegriffen werden, die auflerhalb der zu generierenden Zeitreihe liegen. Der schwer-
wiegendste Einwand gegen diese Methode ist jedoch, daB die Autokovarianzfunk-
tion der erzeugten Zeitreihe nur asymptotisch der wahren Autokovarianzstruktur
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entspricht. Damit disqualifiziert sich diese Methode als Grundlage von Compu-
tersimulationen.

Methode 2: Die Methode von McLeod und Hipel

Eine theoretisch exakte und dabei fir fraktional differenziertes Rauschen
Jeicht berechenbare Methode haben McLeod und Hipel [147, 1978] eingefiihrt.

Sei P eine untere Dreiecksmatrix

pu 0 -0
p= ?21 Pn ’
i’T 1 PT 2 . PT T
mit deren Hilfe jede Zufallsvariable X;,t =1,..., T eines stochastischen Prozesses

als ein spezifisches MA(t)-Modell

t
X.= pye; firallet<T (3.50)
J=1
geschrieben werden kann. Mit € = (€1, .- ,er)’ verkiirzt sich diese Gleichung in
Matrixschreibweise zu
X = Pe. (3.51)

Die Kovarianzmatrix von X 138t sich dann in den Parametern der MA(t)-Modelle
(3.50) und der Varianz von WeiBem Rauschen o?

E(XX') = E(Pe(Pe))
= o*PP") (3.52)

ausdriicken.

Ist einem die Kovarinanzmatrix eines beliebigen Prozesses gegeben, so lassen
sich mit Hilfe der Cholesky-Dekomposition die Matrix P, d.h. die Parameter aller
MA(t) Modelle, und damit eine Zeitreihe mit entsprechender Autokovarianzstruk-
tur berechnen.

Soll ein ARFIMA(0,d,q)-ProzeB generiert werden, ist die iterative Berechnung
der Autokovarianzfunktion entsprechend (3.12) bei ¢ = 0 oder (3.33) bei ¢ # 0
nicht viel aufwendiger als die Kalkulation der unendlichen MA-Darstellung in
Methode 1. Geht es jedoch um die Erzeugung eines allgemeinen ARFIMA(p,d,q)-
Prozesses, d # 0, miissen die Autokovarianzen entweder aus (3.27) unter Verwen-
dung numerischer Integrationsverfahren oder aus (3.30), (3.31) und (3.32) unter
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Verwendung der hypergeometrischen Funktion (3.28) berechnet werden. In Ab-
schnitt 3.1 wurde argumentiert, daf die numerische Integration fiir positive d
unzuverlassig sein kann und in diesem Fall das letztere Verfahren verwendet wer-
den sollte. Damit erfordert diese Generierungsmethode unter Umstanden einigen
Programmieraufwand.

Es bleibt festzuhalten, daB diese Generierungsmethode zumindest fiir frak-
tional differenziertes Rauschen Methode 1 vorzuziehen ist. Ein Verfahren, das zu
denselben Ergebnissen fithrt und entsprechend ebenfalls die Kenntnis die Autoko-
varianzstruktur erfordert, jedoch nicht die Cholesky-Dekomposition einer Matrix,
ist folgende Methode 3.

Methode 3: Die Methode von Hosking

Anstatt die Zufallsvariable X, aus den Realisationen von Weiem Rauschen
mit Hilfe von MA(t)-Modellen zu bestimmen, nutzt Hosking [111, 1984] aus, da8,
gegeben die Information iiber vergangene Realisationen X3, ..., Xi-1, die X; durch
eine bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung bestimmt sind. Unter der Annahme
der Normalverteilung ergibt sich

Xt ~ N(E[Xngl, ey Xi-—l]a V(lT‘[Xng], ey Xt—l])a

wobei E[X;] = ¢ und Var[X;] = 7(0). Die Berechnung der bedingten Erwar-
tungswerte und Varianzen erfordert auferdem eine Bestimmung der Parameter
Yiy- -y P, 1 <t < T der unteren Dreiecksmatrix ¥, so daB

m¢+1 = E'[XH,“Xl, ceey Xf] = 'l,[)ﬂXg + d)t’lXt—l + e + "l)ttxl (353)
und
vtaz = VGT[XH.lle, v ,Xt] = E[(XH.l it E[Xt+1lxl, .o ,Xg])z]. (354)

Hosking {111, 1984] verwendet hierzu de facto den Durbin-Levinson Algorithmus,
auch wenn er ihn nicht explizit benennt. Ein Beweis dieses Algorithmus findet
sich 2.B. in Brockwell und Davis [24, 1991, Proposition 5.2.1, S. 169-171]. Der
Algorithmus lautet:

Proposition 2 Der Durbin-Levinson Algorithmus:

Es sei {X,} ein stationdrer Prozefi mit Mittelwert Null und Autokovarianzfunktion
~(+), so daf 4(0) > 0 und y(h) — 0, falls h — oo. Dann erfillen die Koeffizienten
der Matriz ¥ und die bedingten Varianzen v,a? wie in (3.58) und (3.54) definiert
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folgende Beziehungen: P = :—L((l]))-,vgaf = Yo,

t-1

Yo = (1) = D beerv(t = Dy (3.55)
=1
d)tl ¢t—l.1 ¢t—1,t—1
: =1: —Yu | (3.56)
wt,t-—l d)t—l,t—-l 1pt—l,l
und
vy = vea [l — Vi) (3.57)

Wie bereits Hosking [111, 1984] bemerkt, ist dieses Methode mit dem Ver-
fahren von McLeod und Hipel dquivalent. Da Hosking auf einen Nachweis dieser
Behauptung verzichtet, wird wird hier eine Beweisskizze dargestellt.

Theorem 1 Die Generierungsmethoden von MecLeod und Hipel (Methode 2) und
von Hosking (Methode 3) fihren beide zu identischen Ergebnissen bei der Gene-
rierung beliebiger Zeitreihen, sofern die theoretische Kovarianzmatriz existiert.

Beweisskizze: Mit Methode 3 erzeugt man eine beliebige Realisation von {X:}
durch
Xt~N(m,,v10'3) tZl.
Damit 148t sich schreiben
Xg = \/Vt-1€t + my, (358)

wobei &, ~ N(0,0?) wie bei Methode 2 WeiBemn Rauschen entspricht. Werden
nun die Ausdriicke fiir den bedingten Erwartungswert (3.53) und der bedingten
Varianz (3.54) in (3.58) eingesetzt, erhilt man

X] = Vo€l
X, = JVuiez+vnXi = Vvigz + P11v/V0€1
X = s+ ¥nXz +¥nXi
= use3+ ¥ny/nie2 + (Ya1t113/vo + Yaz4/V0)E1
3

= E P3j€3—j-
=1

Damit erhalt man wieder einen MA(t)-Proze8 fiir jedes X,. Wendet man den
Durbin-Levinson Algorithmus an, konnen die Koeffizienten der Matrix ¥ und
die bedingten Varianzen v,02 ausschlieBlich in termini der Autokovarianzen ge-
schrieben werden. Dann ist jeder Koeflizient p:x ausschlieBlich ein Ausdruck von
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Autokovarianzen. Dies gilt natiirlich auch fir die Elemente der Matrix P, die
man durch die Cholesky-Zerlegung bei Methode 2 erhilt. Durch iterative Be-
rechnungen 1aft sich dann die Aquivalenz der Koeffizienten pex and pek zeigen.
=}

Methode 4: Eine approximative ARMA-Methode

Ist es nicht moglich, fiir einen ARFIMA(p,d,q)-ProzeB mit p,q > 0 die exakte
Autokovarianzfunktion zu berechnen und mochte man trotzdem den fraktional
differenzierten Proze theoretisch exakt generieren, steht eine weitere Methode
zur Verfiigung, die ebenfalls von Hosking [111, 1984] vorgeschlagen wurde. Dieser
Methode liegt die Tatsache zugrunde, daB, wie bereits in Abschnitt 3.1 gezeigt
wurde, jeder ARFIMA(p,d,q)-ProzeB {X.} als ARMA-Proze$ (3.21)

a(B)X: = B(B)Z,

aufgefaBt werden kann, der von fraktional differenzierten Rauschen Z; = (1 —
B)~ %, gesteuert wird. Werden die AR- und MA-Polynome explizit eingesetzt,
ergibt sich die Gleichung

14
Xe=Y auXewt Eq: BuZiw. (3.59)
u=1

u=0

Soll ein ARFIMA(0,d,q)-Prozef der Lange T generiert werden, so sind zunachst
T + q Werte eines ARFIMA(0,d,0)-Prozesses mittels Methode 2 oder 3 zu generie-
ren. Beide Methoden erfordern die Berechnung der Autokovarianzfunktion eines
fraktional differenzierten Rauschens, welche gut mit Hilfe von (3.12) berechnet
werden kann. Die X, ergeben sich dann direkt aus (3.59).

Enthalt der ARFIMA(p,d.g)-Prozef dariiber hinaus einen AR-Teil, so ist zu
beriicksichtigen, dafl die ersten X,’s kaum eine dem wahren ProzeB entsprechende
Kovarianzstruktur aufweisen, wenn alle X1—p,...,Xo Null gesetzt werden. Des-
halb ist es empfehlenswert, die Generierung der X; bereits bei t > —L zu be-
ginnen, damit derartige Initialisierungseffekte vernachlassigbar werden. Hosking
[111, 1984] schlagt vor, L so zu wahlen, daB |all < e ist, wobei a die grofite
Losung der charakteristischen Gleichung des AR-Polynoms a(z) = 0 bezeichnet.
Fiir ¢ gibt Hosking (111, 1984] 0,01 vor. Insgesamt sind dann T + L + g Werte des
fraktional differenzierten Rauschens zu generieren. Diese Generierungsmethode
hat gegeniiber der approximativen Moving-Average-Methode den Vorteil, daff die
Long Memory-Struktur, die durch d vorgegeben wird, exakt generiert wird. Le-
diglich bei Vorliegen eines AR-Teils ist eine Approximation notwendig.
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Damit ist die Darstellung der vier Generierungsverfahren abgeschlossen. Sie
bildete den letzten Teil dieses Kapitels. Vorangegangen ist eine ausfihrliche
Einfithrung in die Eigenschaften von verschiedenen Long Memory-Modellen im
Zeit- und Frequenzbereich. Betont wurde dabei, daf das fraktional integrierte
ARMA-Modell einen flexiblen Rahmen bietet, um gleichzeitig herkémmliche Short
Memory und Long Memory-Prozesse modellieren zu kénnen und in der empi-
rischen Arbeit ein Verzicht auf die Beriicksichtigung etwaiger Long Memory-
Komponenten zu stark verzerrten Parameterschitzungen fithren kann. Anschlies-
send wurden exakte und approximative Prognosemethoden dargestellt, mit denen
die Long Memory-Struktur eines stochastischen Prozesses fiir auch mehrperiodige
Prognosen ausgenutzt werden kann. Das nichste Kapitel ist verschiedenen Schatz-
verfahren fiir fraktional integrierte ARMA-Prozesse gewidmet.






Kapitel 4

Schatzverfahren fiir Long

Memory-Prozesse

In diesem Kapitel werden Methoden zur Schitzung von fraktional integrierten
ARMA-Prozessen vorgestellt. Dazu gehéren das Geweke/Porter-Hudak-Verfahren
sowie ein exaktes und zwei approximative Maximum-Likelihood-Verfahren. Die
zwei approximativen Maximum-Likelihood-Methoden umfassen dabei den Whittle-
schatzer und dessen Approximation. Das erste Verfahren erlaubt ausschliefllich die
Schatzung des Intermediate/Long Memory-Parameters d, zeichnet sich aber dafiir
durch seine einfache Berechenbarkeit aus, da es lediglich die Durchfithrung einer
Regression erfordert. Die Schitzung durch Maximierung der in diesem Kapitel
vorgestellten Likelihoodfunktionen setzt hingegen numerische Optimierungsver-
fahren voraus, erméglicht aber gleichzeitig eine simultane Schatzung der Short
und Long Memory-Parameter. Allen im folgenden dargestellten Verfahren ist
gemeinsam, daB zur Ableitung der asymptotischen Verteilung der jeweiligen Pa-
rameterschitzungen die Normalverteilung der Stoérvariablen vorausgesetzt werden
muf.

Einen Schwerpunkt dieses Kapitels bildet dariiber hinaus der Nachweis, da8
der Whittleschatzer sehr einfach auf der Grundlage der Autokovarianzfunktion
berechnet werden kann und es somit keinen Grund mehr gibt, sich in der em-
pirischen Arbeit im Rahmen der approximativen Maximum-Likelihood-Verfahren
ausschlieBlich auf die Verwendung des approximativen Whittleschitzers zu be-
schranken. Fiir den Fall, daB kein geeignetes Computerprogramm zur Berech-
nung der Autokovarianzfunktion zur Verfiigung steht, wird eine explizite Formel
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abgeleitet, die eine exakte und schnelle Berechnung des Whittleschitzers erlaubt.
Grundlage hierfiir ist die Ableitung der Autokovarianzfunktion von Sowell {178,
1992].

Der Aufbau des Kapitels ist wie folgt. In Abschnitt 4.1 wird das Geweke/Por-
ter-Hudak-Verfahren dargestellt. Abschnitt 4.2 ist den verschiedenen Maximum-
Likelihood-Methoden gewidmet. Im letzten Abschnitt 4.3 wird eine alternative
Berechnungsmoglichkeit des Whittleschatzers dargestellt und bewiesen.

Auch wenn dieses Kapitel ausschlieBlich Schatzverfahren fir ARF IMA-Pro-
zesse zum Inhalt hat, so sollte trotzdem die Existenz der “R/S-Statistik” Erwéh-
nung finden, da dieser Test die Entwicklung von linearen Prozessen mit Long
Memory angestofien hat und Booth, Kaen und Koveos [19, 1982] mit einer Wei-
terentwicklung dieser Teststatistik die ersten empirischen Ergebnisse iiber Inter-
mediate oder Long Memory in den Wechselkursen erzielten!. Die “R/S”-Statistik
geht auf den englischen Hydrologen Hurst2[115, 1951] zuriick. Thre Verwendung
erfordert keine Spezifikation eines stochastischen Long Memory-Prozesses, so dafl
in der Alternativhypothese auch Long Memory-Prozesse enthalten sind, die nicht
dem fraktional integrierten ARMA-ProzeB entsprechen. Aufgrund dieser All-
gemeinheit hat sich das Interesse an ihr bis heute erhalten. Mandelbrot [141,
1972], [142, 1975 verfeinerte als erstes die “R/S”-Statistik. Erst kiirzlich hat
Lo [136, 1991} eine “modifizierte R/S”-Statistik vorgeschlagen. Er versucht da-
bei, eine Schwiche des bisherigen “R/S”Statistik zu beheben, die darin besteht,
daB sie empfindlich auf das Vorliegen von Short Memory reagiert. Die Nullhy-
pothese des “modifizierten R/S”-Tests schlieft hingegen eine grofie Klasse von
Short Memory-Prozessen ein und erlaubt damit einen machtigeren Test auf das
Vorliegen von Long Memory-Prozessen®. Allerdings zeigt Cheung {29, 1990] in
ausgiebigen Monte-Carlo-Simulationen, da8 die Macht des modifizierten R/S-
Tests bei relativ kurzen Zeitreihen abnimmt, wenn ein ARFIMA(p,d,q)-Modell
mit p > 0 und ¢ > 0 zugrundegelegt wird. Dies ist offensichtlich der Preis dafiir,
daB auf die Annahme eines spezifizierten stochastischen Prozesses wie z.B. ei-
nes ARFIMA(p,d,q)-Prozesses verzichtet wird. Da in dieser Arbeit ausschlieBlich
ARFIMA (p,d,q)-Prozesse eine Rolle spielen, werden die zwei Varianten der “R/S”-
Statistik nicht weiter verfolgt.

1vgl. dazu Kapitel 7.
2Giehe dazu auch die Ausfithrungen in Unterabschnitt 3.1.3.

3Lo {136, 1991] verwendet dabei eine schwichere Definition von Long Memory.
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4.1 Das Geweke/Porter-Hudak-Verfahren

Das Geweke/Porter-Hudak-Verfahren ist ein semiparametrisches Verfahren zur
Schatzung des Intermediate/Long Memory-Parameters d, da es keine Spezifikation
des AR- oder MA-Polynoms erfordert. Es besteht aus einer einfachen Regression
auf der Grundlage der Spektraldichte des ARFIMA(p,d,q)-Modells (3.23)

|B(e™™)[? —iw|-2d
flw) = mll — e |7 fe(w)
= |1 —e ™™ fanma(w)
= (4sin2(w/2))"deRMA(w), (4.1)
wobei farma(w) = %{{-L:;%l; die Spektraldichte eines ARMA-Modells ist. Die
Regressionsbeziehung lafit sic|h nun ableiten, indem die Spektraldichtefunktion in
der Schreibweise (4.1) logarithmiert und auf der rechten Seite In farma(0) addiert
und subtrahiert wird. Man erhalt dann

farma(w)
farma(0)

Fiigt man auf beiden Seiten das Periodogramm I(w) hinzu und stellt um, so gilt
an den Fourierfrequenzen w, = 27xt/T,t =1,2,..., T-1:

In f(w) = In farm4(0) — dn(4sin’(w/2)) +1n

Inl(w;) =1n 0)—dln 4sin? 2y 41 fARMA(w')—kl . 4.2
(we) faraaa(0) (4 2) " Farma(0) " Flwo) (42
Das Periodogramm’*
= . =
I(w) = 7 Z F(r)e Y = o Z A(7) cos Tw, (4.3)
T T=-T+1 4 r=-T+1

entspricht dabei dem empirischen Analogon der Spektraldichtefunktion durch An-
wendung von deren Definition (2.34) auf eine gegebene Realisation {z:}i=1,..T
einer Zeitreihe, indem die empirische Autokovarianzfunktion®

T-|7|

i) = 3 (al) - D)t + 1) = 2) (44)

4Vgl. dazu Brockwell und Davis {24, 1991, S. 334, Proposition 10.1.2] oder Hannan [90, 1973,
S. 131]. Man beachte, daf Hannan die Definition des Periodogramms so wihlt, daf der Er-
wartungswert des Periodogramms gerade der Spektraldichtefunktion f(w), w # 0 entspricht,
Brockwell und Davis [24, 1991, S. 343] hingegen auf den Faktor 1/(2x) in der Definition verzich-
ten. Siehe Priestley [165, 1981, S. 398, Lemma 6.1.1] fiir einen Beweis des zweiten Gleichheits-
zeichens, wobei darauf hinzuweisen ist, daB Priestleys [165, 1981, S. 395, Gleichung (6.1.24)}
Definition des Periodogramms anstatt des Faktors 1/(27) den Faktor 2/7 enthalt.

5Vgl. hierzu Brockwell und Davis {24, 1991, S. 28-9, Definition 1.5.2].
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mit = F Z:T=1 z(t) anstelle der theoretischen Autokovarianzfunktion (2.13) Ver-
wendung findet. Betrachtet man nun Gleichung (4.2), so ist fiir Frequenzen
nahe Null, w; < Wm, wm klein, der vorletzte Term im Vergleich zu den ande-
ren Ausdriicken auf der rechten Seite vernachlassigbar. Mit a = In farm 4(0) und

dem Storterm 7 = In ;%’;% erhilt man dann eine einfache lineare Regression
lnI(wt)=a—dln(4sin2‘f2—t)+m, t=1,...,m. (4.5)

Um das adiquate Schitzverfahren fiir diese lineare Regression zu finden, ist es
notwendig, die Verteilungseigenschaften des Storterms 7, zu analysieren. Grund-
lage hierfiir sind die im folgenden kurz dargestellten Verteilungseigenschaften der
Periodogrammschatzungen an den Fourierfrequenzen.

Nach Schlittgen und Streitberg [172, 1989, S. 268, Satz 6.2.3] gilt fiir einen
linearen stochastischen ProzeB {X,} der Lange T mit absolut summierbarer Au-
tokovarianzfunktion asymptotisch

1
flwe)
d.h. das Periodogramm ist an den Fourierfrequenzen asymptotisch exponential-
verteilt mit Erwartungswert f(w). Diese Eigenschaft wird verstandlicher, wenn

man zunichst das Periodogramm umformt zu einer Summe® von Kosinus- und
Sinusfunktionen

I(w) ~ em /1), (4.6)

I{we) = [A(w))* + [B(w)l?, (4.9)

6Djese Form erhilt man, indem die empirische Autokovarianzfunktion (4.4) mit Z = 0 in die
Definition des Periodogramms (4.3) eingesetzt, eine geeignete Substitution der Indices vorge-
nommen und die trigonometrische Darstellung einer komplexen Zahl verwendet wird

T-1 T-i7i

51—:—’5 }: Z”(j)l'(j+|r|)e-i'w«

r=-T+1 j=1

1 L& o
= oo 3 Y a(@z(e

s=1j=1
T T

- 5:_7 T z(s)em e 3 z(s)eise (4.7)

s=1 i=1

I(wt)

Durch weiteres Umformen erhilt man schlieBlich Gleichung (4.9)

T T T T
Hw) = —2——}? [Z z(s) cos(sw) — iz z(s) s'm(sw‘)] ‘iz z(j) cos(jw:) + iz z(j) sin(jw,)}

s=1 541 j=1 i=1

1 T 2 1 T 2
5T [Z z(s) cos(swt)] + 57 [Z z(s)sin(su,)] .

s=1 s=1

(AWl + [Blwd)]*-
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wobel

T
Aw) =\ 5 3 2(5) cos(jwe),
27T 4

j=1

T
B = |/ gom 3 #0) sini).
2xT 4

=1

Betrachtet man das Periodogramm von Weiflem Rauschen {&}, so gilt, daB so-
wohl A(w;) als auch B(w) normalverteilt sind. Damit ist die Summe der Qua-
drate von A(w;) und B(w:) Chi-quadrat-verteilt mit Freiheitsgrad 2. Eine Chi-
quadratverteilung mit Freiheitsgrad 2 ist jedoch identisch mit einer Exponential-
verteilung”. Fir einen allgemeinen ARFIMA-ProzeB mit Intermediate Memory
ist dieses Ergebnis nur asymptotisch giltig, da die Unabhinigkeit zwischen den
Periodogrammwerten an verschiedenen Fourierfrequenzen nur noch asymptotisch
gilt. Die Bedingung der absoluten Summierbarkeit der Autokovarianzfunktion
stellt dabei sicher, daB die Verteilung des Periodogramms tatsachlich konvergiert.

Geweke und Porter-Hudak [78, 1983, S. 925] argumentieren nun, daf der
Storterm 7¢ an den Fourierfrequenzen wy asymptotisch unabhéngig verteilt ist,
wenn die Bedingung der absoluten Summierbarkeit fir ARFIMA(p, d, q)-Prozesse,
d.h. —0,5 < d < 0 erfiillt ist. Deshalb kann bei einer geeigneten Wahl der Zahl
der verwendeten Periodogrammwerte m die einfache Kleinst-Quadrat Methode
angewendet werden. Fir m muf dabei gelten, daf m/T — 0, wenn T — oo.
Die Bedingung m/T — 0, wenn T — oo, ist notwendig, um die asymptotische
Normalverteilung von d abzuleiten

d ~ AN(d ), T — oo, (4.10)

x?

"6 (v — 9)°
wobei y; = In(4sin®%) und § deren Mittelwert ist. Fiir die Funktion m(T)
schlagen Geweke und Porter-Hudak (78, 1983] selbst die Funktion m = T* vor,
wobei sie in verschiedenen Monte-Carlo-Simulationen mit o = 0.5 die besten
Resultate erzielten.

Wie jedoch Hassler [98, 1993] und Robinson [170] unabhéngig voneinander
zeigen, ist der von Geweke und Porter-Hudak gewihlte Nachweis von (4.10) nicht

Man beachte, daB aus (4.7) die Definitionsgleichung eines Periodogramms folgt

T

2
}:x(s)e"'“'\ , (4.8)

s=1

I(w:) =

1
2zT
die normalerweise in der Literatur verwendet wird und aus der dann (4.3) abgeleitet wird. Vgl
zur Umformung Brockwell und Davis [24, 1991, S. 334] und zur Ableitung der Verteilungseigen-

schaften Priestley [165, 1981, S. 395fT.].
7Vgl. Brockwell und Davis [24, 1991, S. 344, Proposition 10.3.2]
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korrekt, da die postulierte asymptotische Unabhangigkeit der Stérterme 5, nur fiir
d = 0 erfiillt ist. Der erste Grund hierfir ist die Division des Periodograms durch
eine Spektraldichte von Null im Falle von Intermediate Memory und 7' — co. Wie
beide Autoren zeigen, kann dies vermieden werden, wenn bei der Regression (4.5)
lediglich die Fourierfrequenzen w; = n,n +1,..., m verwendet werden, wobei fiir
T — oc n ebenfalls gegen unendlich gehen mufi. Da Hassler sich auf den Fall von
Intermediate Memory beschrankt, wihrend Robinson den gesamten Bereich von
stationdren und invertierbaren ARFIMA-Prozessen —0,5 < d < 0,5 betrachtet,
unterscheiden sich die von beiden Autoren genannten Bedingungen, die n fiir
T — oo erfiillen mufi®. Aufgrund von einigen Monte Carlo-Simulationen schlagt
Hassler [98, 1993] fiir praktische Anwendungen jedoch vor, dafi n = 1 gesetzt
werden kann, falls die Zeitreihen nicht zu lang sind.

Fiir die Ableitung der asymptotischen Unabhangigkeit der Storterme 7, benoti-
gen daritber hinaus beide Autoren normalverteilte Storterme des ARFIMA-Pro-
zesses €;. Neben der Ableitung von (4.10) sowohl fiir Intermediate Memory als
auch fiir Long Memory, umfafit Robinsons {170] Asymptotik auch multivariate
Long/Intermediate Memory Modelle.

Der Vorzug des Geweke/Porter-Hudak-Verfahrens ist im Vergleich zu den
Maximum-Likelihood- Verfahren, die in den nachsten Abschnitten dargestellt und
diskutiert werden, dessen einfache Anwendbarkeit. Es bietet sich deshalb auch als
erste Stufe einer zweistufigen Schitzung von ARFIMA(p,d,q)-Modellen an. Im er-
sten Schritt wird die Zeitreihe {x:};=;, . mit dem geschitzten Intermediate/Long
Memory-Parameter d differenziert. AnschlieBend wird die fraktional differenzierte
Zeitreihe y, = (1 ~ B)?z, den bekannten Schitzverfahren fir ARMA(p,q)-Modelle
unterzogen. Die Unabhangigkeit der Schitzung des Intermediate/Long Memory-
Parameters von der Spezifikation der Short Memory-Komponenten ist ein weiterer
Vorzug des Geweke/Porter-Hudak-Verfahrens.

Sowell [179, 1992] hat das Geweke/Porter-Hudak-Verfahren in seiner em-
pirischen VerlaBlichkeit kritisiert, da mit der Regel m = T%° auch noch Short
Memory-Einflisse die Schitzung von d beeinflussen kdnnen. Sein Argument ist,
daB bei z.B. 169 vierteljahrlichen Beobachtungen einer BSP Zeitreihe, die un-
gefahr 42 Jahre umfassen, auch Zyklen von ca. 3 Jahren die Schitzung von d
beeinflussen. Dies ist zwar richtig, da fiir eine Zeitreihe dieser Linge m = 13
Periodogrammschitzungen vorliegen und die (Kreis-)frequenz w3 = (27)13/169
einer Periodenlange von 13 Quartalen und damit von ca. 3 Jahren entspricht. Al-
lerdings verkniipft Sowell bei diesem Argument die Memory-Eigenschaften einer
Zeitreihe mit deren Erhebungsfrequenz und bezieht auf diese Weise Short Memory
auf die Kalenderzeit. Dies ist nicht besonders sinnvoll, da z.B. bei Verwendung

8Fiir Details siche Hassler [98, 1993, S. 4, Gleichung (8)] und Robinson [170, S. 16, Assump-
tion 6].
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von 169 Monatsdaten w;3 gerade einem einjahrigen Zyklus entsprechen wiirde, was
in der Konjunkturtheorie definitiv unter kurze Zyklen fallen wiirde. Die Definition
von Short oder Long Memory-Eigenschaften macht also immer nur beziiglich ei-
ner gegebenen Zeitreihe Sinn. Die Interpretation einer Schitzung hinsichtlich der
Kalenderzeit muB deshalb immer die Erhebungsfrequenz einer Zeitreihe beriick-
sichtigen.

Allerdings bleibt Sowells Kritik in dem Sinne gerechtfertigt, dafl die Schatzung
von d in obigem Fall der vierteljahrlichen BSP Daten entscheidend durch die Kon-
junkturzyklen beeinfluBt wird. In der Tat ist die starke Abhangigkeit der Ver-
zerrung der Geweke/Porter-Hudak Schatzung von AR- oder MA-Komponenten,
wie sie von Agiakloglou, Newbold und Wohar (3, 1993] oder auch Hassler [97,
1993] aufgezeigt wird, ein Nachteil dieses Schitzverfahrens. Es ist damit letzt-
lich nur zur Analyse von fraktional differenziertem Rauschen geeignet. Allerdings
ist es moglich, eine mogliche grofie Verzerrung durch ARMA-Komponenten zu
entdecken, indem man, wie Hassler [97, 1993] vorschlagt, die Regression (4.5)
fiir verschiedene m schatzt. Uberlappen sich die jeweiligen Konfidenzintervalle
fiir verschiedene m nicht, so kann dies als Hinweis auf Verzerrungen durch Short
Memory-Komponenten interpretiert werden. In diesem Fall sind andere Schétz-
verfahren anzuwenden.

Will man die mit dem Geweke/Porter-Hudak Verfahren verbundenen Pro-
bleme und Einschrankungen umgehen, ist es notwendig, eine simultane Schatzung
aller ARFIMA(p,d,q)-Parameter durchzufiihren. Dazu sind einstufige Maximum-
Likelihood- Verfahren notwendig, die im folgenden Abschnitt diskutiert werden.

4.2 Maximum-Likelihood-Verfahren

Das im vorhergehenden Abschnitt dargestellte Geweke/Porter-Hudak-Schatzver-
fahren fiir Long Memory-Prozesse erlaubt keine simultane Schatzung von Short
und Long Memory-Eigenschaften. Dazu sind spezifische Maximum-Likelihood-
Verfahren notwendig, die nun diskutiert werden. Dieser Abschnitt, gegliedert in
zwei Unterabschnitte, enthilt einen Literaturiiberblick sowohl iiber exakte und als
auch iiber approximative Maximum-Likelihood-Verfahren. Das exakte Maximum-
Likelihood- Verfahren und dessen asymptotischen Eigenschaften bilden den Inhalt
von Unterabschnitt 4.2.1. In Unterabschnitt 4.2.2 werden zwei approximative
Maximum-Likelihood-Verfahren vorgestelit: der Whittleschatzer und dessen Ap-
proximation.

Das Maximum-Likelihood-Verfahren ist eine Strategie, diejenige gemeinsame
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Dichtefunktion aus einer Vielzahl von Alternativen zu bestimmem, die der beob-
achteten Realisation einer Zeitreihe die groBte Wahrscheinlichkeit beimifit. Dies
erfordert eine Uminterpretation der gemeinsamen Dichtefunktion f(z|8, p), die,
gegeben deren Parameter 6 und g, der Realisation z einer Zeitreihe die Dichte
f(z|8, u) zuordnet. Halt man jedoch anstelle der Parameter ¢ und u die Realisa-
tion z einer Zeitreihe fest und variiert 6 und p, so gibt f die Wahrscheinlichkeit
bzw. Likelihood L(8, p|z) = f(x|6, u) an, daB gerade 6 und 4 vorliegen. L(6, p]z)
wird als Likelihoodfunktion bezeichnet.

In Abschnitt 2.1 wurde als gemeinsame Dichtefunktion die multivariate Nor-
malverteilung mit der Kovarianzmatrix (2.9) und der Dichtefunktikon (2.10) ge-
wihlt. Mit Hilfe des ARFIMA(p,d,q)-Modells kann diese nun sparsam parametri-
siert werden, indem dessen Autokovarianzen, die eindeutig durch den Parameter-
vektor 8 = (on,...,0p,d, Bi,...,0,02)"° und durch die Autokovarianzfunktion
(3.27) bestimmt sind, die Elemente der Kovarianzmatrix £(8) bilden. Die loga-
rithmierte Likelihoodfunktion eines ARFIMA (p,d,q)-Modells lautet damit

L6, p) = —g‘loan' - -12—10g det(X(8)) — %(z — )7 (8)(z — ), (4.11)

wobei wie gehabt z = (z1,...,zr) den Vektor der Realisation der Zeitreihe angibt
und g = E[z] bezeichnet. Durch Maximierung von L(0,p) erhdlt man eine
Schatzung fiir 6 und p.

Zwei prinzipielle Vorgehensweisen stehen zur Schatzung von (4.11) zur Verfii-
gung: das exakte Maximum-Likelihood-Verfahren im Zeitbereich (Time domain
exact Maximum Likelihood) und das approximative Maximum-Likelihood- Verfah-
ren im Frequenzbereich (Frequency Domain Approximative Maximum Liklihood).
Diese Methoden werden in den folgenden zwei Unterabschnitten genauer darge-
stellt.

4.2.1 Die exakte Maximum-Likelihood-Methode im Zeit-
bereich

Die Maximierung von (4.11) wird als die exakte Maximum-Likelihood-Methode im
Zeitbereich bezeichnet. Sie ist exakt, da die Likelihoodfunktion (4.11) selbst zu-
grundegelegt wird. Weil in die Likelihoodfunktion (4.11) die Autokovarianzfunk-
tion und nicht die Spektraldichte eingeht, ist die Likelihoodfunktion eine Funktion
im Zeitbereich.

9Man beachte, daB 6 auch ausschlielich zur Bezeichnung des Vektors der Parameter der
linearen Filter (ay,...,0p,d, f1,..., B,) verwendet wird. Die Art der Verwendung wird dabei
aus dem Kontext ersichtlich.
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Haufig wird anstelle einer Maximierung von (4.11) eine Minimierung von

Lg})(a, p) durchgefihrt, d.h.
0 = arg moin Lg)((),u), (4.12)

L(Tl)(ﬂ,u) ergibt sich aus (4.11) durch Multiplikation mit —2/T und der Addi-
tion einer Konstanten. Ist der Mittelwert p eines stochastischen Prozesses nicht
bekannt, wird u am einfachsten durch das arithmetische Mittel Z = YT 2T
geschatzt. Die Maximum-Likelihood-Schitzung des Parametervektors 0 ergibt
sich dann entsprechend aus

919 = arg mein L,(Tl)((),i:). (4.13)

Maximum-Likelihood-Schatzungen sind erst dann aussagekraftig, wenn zu-
mindest die asymptotische Verteilung der Parameterschatzungen bekannt ist, um
so entweder asymptotische t-Tests durchfithren oder asymptotische Konfidenzin-
tervalle berechnen zu konnen. Fiir einige Parameterkonstellationen haben ver-
schiedene Autoren die asymptotische Normalverteilung von 6() bzw. 609

VT(6 — 60) ~ N(0,W™"(60)) (4.14)

gezeigt mit

W(6) = 11;/" dlog f(w; 0) dlog f(wib) ; (4.15)

0 a6

wobei f(w; 0) die Spektraldichte (3.23) des ARFIMA(p,d,q)-Prozesses angibt. Un-
ter den Bedingungen auf 0 < d < 0.5 und p,q # 0 konnten Beran [11, 1986] und
Dahlhaus (39, 1989] die Giiltigkeit der asymptotischen Normalverteilung (4.14)
und (4.15) fiir beide Parametervschatzungen 6¢") und () zeigen. Beide Autoren
waren dariiber hinaus in der Lage, die Effizienzeigenschaft

1 [OLT(GO, pio) OL1(Bo, po)

lim = 5 5 ] = W(6o) (4.16)

nachzuweisen'®. Méhring [153, 1990] erweitert die Giiltigkeit dieser Ergebnisse
auf den Bereich negativer d.

Damit ist gezeigt, daB die exakte Maximum-Likelihood-Methode gute asym-
totische Schatzeigenschaften aufweist. Exakte Maximum-Likelihood-Schatzungen
erfordern allerdings die Kenntnis der Kovarianzmatrix, bzw. der Autokovarianz-

10Beide Ergebnisse sind nach Robinson [168, 1990, S. 34] zitiert.
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funktion eines ARFIMA-Prozesses'!. In Abschnitt 3.1 wurde gezeigt, da8 die
Autokovarianzfunktion des ARFIMA(p,d,q)-Modells (3.27) durch

b —w)|2 . X
7(7‘) = -L02/ l—ﬂ—(e—)—l—ll - e"""l"ue"