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Kapitel 1

Einleitung

Die &konomische Analyse der Wechselkursbildung und -entwicklung hat sich in
den letzten Jahren zu einem sehr intensiv analysierten Bereich der Volkswirt-
schaftslehre entwickelt. Neben der theoretisch orientierten Forschung hat hierbei
die empirisch ausgerichtete Analyse grofie Bedeutung erlangt. Methodisch nimmt
dabei die Zeitreihenanalyse einen wichtigen Stellenwert ein. Dabei konzentrierte
sich die Aufmerksamkeit in neuerer Zeit hauptsachlich auf die Modellierung der
Volatilitit, die nicht nur in den Dollarwechselkursen seit dem Zusammenbruch
von Bretton Woods beobachtet wurde. Indem nichtlineare Zeitreihenmodelle, so-
genannte ARCH oder GARCH-Modelle, entwickelt wurden, die variable bedingte
Varianzen zulassen, gelang es, die Volatilitit in den tiglichen und wochentlichen
Wechselkursinderungen besser zu erfassen.

Als schwierig erweist sich hingegen weiterhin die Prognose von Wechselkursen.
In zwei aufsehenserregenden Studien haben Meese und Rogoff [149, 1983], [151,
1983] festgestellt, daB bei einem Vergleich von theoretisch fundierten Wechselkurs-
modellen und reinen Zeitreihenmodellen das Random Walk-Modell ohne Drift die
besten Out-of-Sample-Prognoseeigenschaften aufweist. Dieses Ergebnis zeigt sich
ihren Ergebnissen nach robust gegeniiber der Beriicksichtigung verschiedener Mo-
dellspezifikationen und Perioden'. Allerdings existieren einige Ausnahmen. Stell-
vertretend sei hier das nichtlineare Markov-Switching-Modell von Engel und Ha-
milton [54, 1990] genannt, mit dem es gelingt, bessere Out-of-Sample-Prognosen
zu erzielen als mit einem Random-Walk-Modell mit Drift. Dieses Modell erlaubt
die Modellierung von zwei Regimen, wobei zwischen den Regimen eine endogen
bestimmte Ubergangswahrscheinlichkeit besteht.

1ygl. dazu Meese [150, 1990, S. 124-26] und die darin angegebene Literatur oder Meese und
Rogoff [152, 1988].



2 Kapitel 1. Einleitung

Folgen die Wechselkurse einem Random Walk-Modell, so impliziert dies un-
korrelierte Veranderungen der Wechselkurse. In den vergangenen Wechselkurs-
veranderungen ist somit, abgesehen von der Gréfie des Drifts, keine zusatzliche
Information fiir die Prognose enthalten. Das Ergebnis unkorrelierter Wechselkur-
sanderungen wird von vielen Untersuchungen gestiitzt. Beispiele hierfiir sind die
Arbeiten von Cornell und Dietrich [36, 1978], Hsieh [112, 1988] oder Levich [129,
1979]. Aber auch hier existieren Ausnahmen. So verwerfen Liu und He [135, 1991]
die Nullhypothese eines Random Walks fiir wéchentliche Veranderungen einiger
Dollarwechselkurse auf Basis eines Variance-Ratio-Tests. Gaab [76, 1983] wendet
die Box-Pierce-Statistik auf die tiglichen Wechselkursinderungen der Deutschen
Mark gegeniiber dem US-Dollar, dem Britischen Pfund, dem Hollandischen Gul-
den und dem Schweizer Franken fiir den Zeitraum vom 2. Januar 1974 bis 13.
Februar 1979 an. Zusitzlich untersucht er verschiedene Teilperioden und Laglin-
gen. Dabei ergibt sich in einigen Fillen eine signifikante Ablehnung der Random
Walk-Hypothese.

Dariiber hinaus kommt Cheung {29, 1990] zu dem Ergebnis, da8 die wochent-
lichen Wechselkursverinderungen von Dollarwechselkursen nicht nur von kurz
aufeinanderfolgenden, sondern auch von weit auseinanderliegenden Perioden kor-
reliert sind. Treten derartige stochastische Abhiangigkeiten auf, so wirken sich
zuféllige Schocks in einer Periode auch noch auf weit in der Zukunft liegende Be-
obachtungen aus. Deshalb sagt man auch, da8 ein derartiger stochastischer Prozef§
Long Memory, bzw. ein “Langzeitgedachtnis” aufweist. Zur Modellierung dieser
Long Memory-Prozesse verwendet Cheung [29, 1990] das sogenannte fraktional
integrierte ARMA-Modell. Dies ist ein lineares, univariates Zeitreihenmodell, das
unabhéingig von Granger und Joyeux [86, 1980] und Hosking [110, 1981] in die
Zeitreihenanalyse eingefithrt wurde. Es stellt eine Verallgemeinerung des aus dem
Box/Jenkins-Ansatz bekannten ARIMA-Modells dar, in welchem der Differenzie-
rungsparameter nicht nur Werte aus dem Bereich der natiirlichen Zahlen, sondern
auch aus dem Bereich der reellen Zahlen annehmen darf.

Die Studie von Cheung [29, 1990] analysiert ausschlieflich Dollarwechselkur-
se liber den gesamten Zeitraum vom 1. Januar 1974 bis 31. Dezember 1987. Dies
ist problematisch, da ihre Hinweise auf Long Memory in den Wechselkursveran-
derungen mdglicherweise auf Besonderheiten der Dollarkursentwicklung in dieser
Periode zuriickzufiihren sind. Ein weiterer Nachteil dieser Arbeiten ist, da8 nicht
untersucht wird, ob durch die Verwendung des fraktional integrierten ARMA-
Modells die geschatzten Autokorrelationen zu einer gegeniiber den Alternativen
verbesserten Prognose ausgenutzt werden konnen. Zudem ist aus statistischer
Sicht zu kritisieren, daB in dieset Studie die ZweckmaBigkeit der verwendeten
Selektionskriterien nicht untersucht wird. Es bleibt unklar, wie gut diese Krite-
rien bei tatsichlichem Vorliegen von Long Memory den korrekten stochastischen
Prozef identifizieren.
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Ziel dieser Arbeit ist es zu kliren, inwieweit in der Tat Devisenmérkte durch
Long Memory-Prozesse charakterisiert sind. Daher wird versucht, die genannten
Mangel der bereits bestehenden Studie zu beseitigen und zu untersuchen, ob die
Verwendung von fraktional integrierten ARMA-Modellen zu einer Verbesserung
der Wechselkursprognosen fiihrt. Da nicht uneingeschrankt auf bestehende Me-
thoden zuriickgegriffen werden kann, umfat die vorliegende Arbeit neben dem
angewandten Teil in Kapitel 7 einen statistischen Teil in den Kapiteln 2 bis 5. In
einem theoretischen Teil in Kapitel 6 wird dariiber hinaus die Frage untersucht,
unter welchen 6konomischen Bedingungen es zu Long Memory auf den Devisen-
mirkten kommen kann. Kapitel 8 enthalt schlieBlich eine Zusammenfassung der
Ergebnisse der vorliegenden Arbeit. Dariiber hinaus wird dabei die neueste Li-
teratur erwihnt, die nach Fertigstellung der vorliegenden Arbeit entstanden und
fiir die hier untersuchte Thematik relevant ist.

Im folgenden werden die verschiedenen Themen und grundlegenden Fragen,
die in den einzelnen Kapiteln diskutiert werden, erliutert. Voraussetzung fiir die
empirische und theoretische Analyse von Wechselkursen auf der Grundlage von
Long Memory-Modellen ist die Kenntnis der Theorie der Long Memory-Prozesse.
Um deren Darstellung zu erleichtern, fithrt Kapitel 2 in die Grundlagen der Zeitrei-
hentheorie ein. Neben den zentralen Konzepten im Zeit- und Frequenzbereich wer-
den die von Box/Jenkins eingefiihrten autoregressiven Moving-Average-Modelle
prasentiert, wobei besonders auf die Short Memory-Eigenschaften dieser Model-
le eingegangen wird. Man sagt, ein stochastischer ProzeB weist ein Gedachtnis
oder Memory auf, wenn ein gegenwartiger stochastischer Schock Auswirkungen
auf die zukiinftige Entwicklung des Prozesses hat. Je weiter die Auswirkungen
dabei in die Zukunft reichen, desto linger ist das Gedachtnis des Prozesses. Ent-
sprechend werden in Kapitel 2 Short, Intermediate und Long Memory-Prozesse
unterschieden und definiert.

Kapitel 3 ist dann der Theorie der Long Memory-Prozesse gewidmet. Den
Schwerpunkt bildet hier das fraktional integrierte ARMA-Modell. Angesprochen
wird jedoch auch der fraktionale GauBiprozef. Dariiber hinaus werden verschiede-
ne Verfahren zur Prognose und Generierung von fraktional integrierten ARMA-
Modellen vorgestellt.

Um zu aussagekriftigen Schitzungen und Prognosen gelangen zu konnen,
ist es notwendig, die Schitzeigenschaften der verwendeten Verfahren zu ken-
nen. Deshalb werden in Kapitel 4 zunichst die verwendeten Schatzverfahren
und deren asymptotischen Schitzeigenschaften diskutiert. Dazu gehdren das ein-
fache Geweke/Porter-Hudak-Verfahren und verschiedene Maximum-Likelihood-
Methoden. Dabei wird auBerdem eine Vereinfachung zur Berechnung der von
Whittle vorgeschlagenen approximativen Likelihoodfunktion bewiesen, so dafl bei
Verwendung der approximativen Likelihoodfunktion bei kurzen Zeitreihen eine
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zusétzliche Approximation vermieden werden kann.

Fir eine praktische Anwendung von Schitzverfahren ist die Kenntnis der
asymptotischen Merkmale dann nicht ausreichend, wenn die zu analysierenden
Zeitreihen relativ kurz sind, da die Giiltigkeit der asymptotischen Schitzeigen-
schaften keineswegs gesichert ist. Die Analyse von zwei Fragen steht daher im
Mittelpunkt von Kapitel 5. Erstens: Wie prazise lassen sich die stochastischen Ej-
genschaften einer Zeitreihe bestimmen, wenn die Spezifikation des wahren Prozes-
ses bekannt ist? Im Rahmen des fraktional integrierten ARMA-Modells bedeutet
dies, dafl der Zeitreihenanalytiker die wahre Ordnung der autoregressiven und der
Moving-Average-Polynome kennt und dariiber hinaus weif, ob Long Memory vor-
liegt. Zweitens: Da diese Voraussetzung in der empirischen Arbeit normalerweise
nicht erfiillt ist, wird auBerdem untersucht, wie zuverlassig die wahre Spezifikati-
on des stochastischen Prozesses, dessen Realisation beobachtet wird, identifiziert
werden kann. Beide Fragen werden mit Hilfe von Monte-Carlo-Simulationen un-
tersucht.

Unter der Annahme, daB die Spezifikation des wahren Prozesses bekannt ist,
werden zu Beginn von Kapitel 5 das Ausma8 der Verzerrung und der mittle-
ren quadratischen Abweichung der Parameterschitzung, sowie die Aussagekraft
von t-Werten analysiert. Hierbei wird, soweit wie moglich, auf Ergebnisse in
der Literatur zuriickgegriffen. Darauf aufbauend wird herausgearbeitet, weshalb
bei Verwendung der exakten Maximum-Likelihood-Methode im Vergleich zu allen
anderen Schitzmethoden die Kenntnis des Mittelwertes zu einer wesentlichen Ver-
besserung der Schitzeigenschaften fiihrt. MuB hingegen der Mittelwert geschitz-
t werden, so kann anstelle der exakten Likelihoodfunktion eine approximative
Likelihoodfunktion verwendet werden, ohne da8 dies nennenswerte Einbuflen in
der Schatzqualitit zur Folge hatte. Dabei erweist sich der Whittleschitzer ge-
geniiber dessen Approximation als qualitativ iiberlegen, wenn die Parameterver-
zerrung aufgrund des zugrundeliegenden stochastischen Prozesses besonders grofl
ist. Auch wird aufgezeigt, wie die Parameterspezifikation des wahren stochasti-
schen Prozesses das Ausma$ der Parameterverzerrung beeinflufit, wenn der Mit-
telwert geschitzt werden muf oder wie im Falle der approximativen Maximum-
Likelihood-Methoden iiberhaupt nicht in die Schéatzung eingeht.

Schliefllich wird analysiert, wie zuverlassig sich unter verschiedenen Bedin-
gungen Long Memory-Prozesse bei Unkenntnis der wahren Spezifikation identifi-
zieren lassen. Ein grundsatzliches Ergebnis dieser Analysen ist, daB die Identifi-
kation von schwachem Long Memory problematisch ist, wenn die Zeitreihe nicht
mehr als 100 Beobachtungen aufweist. Erschwert wird eine korrekte Identifika-
tion weiter, wenn der Long Memory ProzeB zusitzlich durch positive AR- oder
MA-Polynome gekennzeichnet ist. Erst ab 200 Beobachtungen erfolgt eine relativ
zuverlassige Identifikation von reinen Intermediate oder Long Memory-Prozessen.
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Die Ergebnisse dieser Analysen sind nicht nur fiir die vorliegende Untersu-
chung relevant. Das fraktional integrierte ARMA-Modell stellt eine attraktive
Alternative zu den seit Dickey und Fuller [43, 1981] populiren Unit Root-Tests
dar?. Diese Tests sollen eine Antwort auf die Frage geben, ob ein einmaliger
stochastischer Schock auf die zukiinftige Entwicklung einer Zeitreihe einen un-
endlich langen EinfluB aufweist oder nicht. Man kann in einem derartigen Fall
auch von einem perfekten Memory sprechen. Da es fiir viele 6konomische Frage-
stellungen von groer Bedeutung ist, wie lange sich ein einmaliger Schock auf die
Zukunft auswirkt, so z.B. fiir die Konjunkturtheorie, ist die Zuverlassigkeit von U-
nit Root-Tests von groBer dkonomischer Relevanz. Gleichzeitig hat das Vorliegen
einer Unit Root auch Konsequenzen fiir die richtige Wahl der statistischen bzw.
skonometrischen Methoden. So impliziert perfektes Memory ein sich Verandern
der Verteilungseigenschaften eines stochastischen Prozesses iiber die Zeit. Tradi-
tionelle 5konometrische Methoden sind dann nicht mehr ohne weiteres anwendbar,
da diese konstante Verteilungseigenschaften, oder sogenannte stationare Prozesse,
voraussetzen. Stochastische Prozesse mit einer Einheitswurzel, bzw. einer Unit
Root stellen damit eine ganz spezifische Form von nichtstationdren Prozessen
dar. Sie weisen dann einen stochastischen Trend auf. Unit Root-Tests testen
nun die Nullhypothese des Vorliegens einer Unit Root gegen die Alternativen ei-
nes stationiren Prozesses und eines deterministischen Trends. Ein entscheidender
Nachteil dieser Testverfahren liegt nun darin, daB es stochastische Prozesse gib-
t, die zwar kein perfektes Memory aufweisen, aber trotzdem nichtstationar sind.
Wendet man dann einen Unit Root-Test auf einen derartigen Prozefl an, so ist
es unwahrscheinlich®, da man die Unit Root-Hypothese ablehnt, obwohl sie in
Wirklichkeit nicht vorliegt. Dies 1aBt sich vermeiden, wenn man stattdessen ein
fraktional integriertes ARMA-Modell schatzt, das sowohl den Fall von nichtstati-
onirem Long Memory als auch von perfektem Memory miteinschliefit. Dariiber
hinaus erlaubt das fraktional integrierte ARMA-Modell auch die Moglichkeit eines
deterministischen Trends (Sowell [179, 1992]).

In dem angewandten Teil der Arbeit in Kapitel 7 werden die Ergebnisse
der Studie von Cheung [29, 1990] unter Verwendung des fraktional integrierten
ARMA-Modells auf ihre Robustheit hin iiberpriift. Zum einen erfolgt dies, indem
zusatzlich zu der hier zugrundegelegten Gesamtperiode vom 1. Januar 1973 bis 30.
April 1990 drei verschiedene Teilperioden betrachtet werden. Zum anderen werden
Wechselkursverinderungen mit unterschiedlichen Beobachtungsfrequenzen analy-
siert. Dabei werden vierteljhrliche, monatliche, wochentliche und tagliche Daten
beriicksichtigt.

Lage in der Tat Long Memory in den Devisenkursen vor, so miifiten bessere

2ygl. dazu z.B. die Uberblicksaufsitze von Campbell und Perron [26, 1991] und Diebold und
Nerlove [44, 1990].

3Vgl. dazu Hassler [100, 1993], Diebold und Rudebusch [48, 1991] und insbesondere Sowell
(177, 1990].
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Prognosen als mit einem einfachen Random Walk-Modell moglich sein. Dies zu
untersuchen ist das zweite Anliegen des empirischen Teils dieser Arbeit. Die
Analyse der Out-of-Sample-Prognosen von Wechselkursinderungen erfolgt dabei
wiederum auf Basis des fraktional integrierten ARMA-Modells.

Drei Wechselkurse werden im Detail untersucht: der DM/US-Dollar, der
SFr/US-Dollar und der DM/SFr Kassakurs. Der DM/US-Dollar Wechselkurs wird
gewiahlt, da der Deutschen Mark innerhalb des Europdischen Wahrungssystems
eine dominante Rolle beigemessen wird. AuBerhalb des Européischen Wahrungs-
systems kommt in Europa dem Schweizer Franken eine zentrale Bedeutung zu,
so daB dessen Dollarwechselkurs ebenfalls beriicksichtigt wird. Schlielich wird
der DM/SFr Kassakurs analysiert, um herauszufinden, inwieweit auch Wechsel-
kurse durch Long Memory gepragt sind, die nicht direkt durch die amerikanische
Wihrung beeinfluBt werden.

Das Ergebnis dieser Untersuchungen ist, daB Long Memory-Prozesse in der
Tat fiir einige Wechselkurse, Teilperioden und Beobachtungsfrequenzen eine sinn-
volle Modellierung der Wechselkursentwicklung darstellen. Von den hier betrach-
teten Wechselkursen gilt dies fir die beiden Dollarwechselkurse der Deutschen
Mark und des Schweizer Franken, wobei fir die DM/US-Dollarkurse die Evidenz
pro Long Memory unabhingig von den untersuchten Teilperioden und Beobach-
tungsfrequenzen am deutlichsten ist. Dies zeigt sich in diesen Féllen auch in den
Prognoseverbesserungen, die auf Basis des fraktional integrierten ARMA-Modells
gegeniiber einem Random Walk mit Drift Modell erzielt werden. Ausgeschlossen
hiervon sind allerdings vierteljahrliche Wechselkursanderungen.

Wie 1aBt sich nun Long Memory aus 6konomischer Sicht erkliren und welche
Konsequenzen ergeben sich daraus hinsichtlich der 6konomischen Theorie? In Ka-
pitel 6 werden diese Fragen aufgegriffen und zwei verschiedene Erklarungsansatze
fir Long Memory in den Wechselkursinderungen analysiert, welche beide auf
Cheung [29, 1990] zuriickgehen. Wahrend der erste Ansatz irrationale Marktteil-
nehmer voraussetzt, da diese Preisinformationen unvollstindig in ihren Anlage-
entscheidungen ausnutzen, und somit Markineffizienz im Sinne Famas [58, 1970]
impliziert, ergibt sich im zweiten Ansatz Long Memory auf dem Devisenmarkt
durch Ubertragung aus dem Giitermarkt. In Kapitel 6 wird dieser Erklarungs-
ansatz erstmals formalisiert. Die verwendeten Modelle umfassen zum einen eine
Modifikation des Lucas-Modells [138, 1982], einem allgemeinen Gleichgewichts-
modell mit rationalen, risikoaversen Wirtschaftssubjekten, zum anderen ein Fi-
nanzmarktmodell in der Tradition Mussas (155, 1976], in dem der Wechselkurs
als Finanzmarktpreis aufgefafit wird. In beiden Fillen erhilt man als notwendige
Bedingung fiir das Vorliegen von Long Memory auf dem Devisenmarkt, daB in
mindestens einem der relevanten Giiter- oder Geldmarkte mindestens gleich star-
kes Long Memory vorliegen mufl. Diese Bedingung ist auch hinreichend, sofern die
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Maglichkeit fraktionaler Kointegration ausgeschlossen wird. Die bisher vorhande-
ne Evidenz von Long Memory in den Zeitreihen der amerikanischen Geldangebots-
mengen deutet darauf hin, daB in der Tat Long Memory auf dem Devisenmarkt
aus dem Geldmarkt iibertragen wird. Kapitel 6 umfat dariiberhinaus eine knap-
pe Einordnung der in dieser Arbeit durchgefiihrten empirischen Analysen in die
theoretische und empirische Wechselkursliteratur.






Kapitel 2

Short Memory-Prozesse in der

Zeitreihenanalyse

Die Analyse der Wechselkurse auf das Vorliegen von Long Memory, wie sie bereits
von Cheung [29, 1990] begonnen wurde, erfordert die Kenntnis eines gewissen
Instrumentariums der Zeitreihenanalyse, insbesondere der Theorie stochastischer
Prozesse mit Long Memory. Dieses Kapitel ist der ausfiihrlichen Darstellung der
Grundlagen dieser Theorie gewidmet. Sowohl um all denjenigen Lesern den Zu-
gang zu dieser Theorie zu erleichtern, die sich nicht auf das Gebiet Zeitreihen-
analyse spezialisiert haben, als auch um spatere Mifiverstandnisse auszuschlieflen,
werden im ersten Abschnitt 2.1 alle wesentlichen Konzepte der Zeitreihenana-
lyse eingefiihrt, die fiir eine fundierte Darstellung der Theorie der Long Memory-
Prozesse im anschlieBenden Kapitel 3 notwendig sind. Beriicksichtigt werden dabei
die Grundlagen der Zeitreihenanalyse im Zeit- und im Frequenzbereich. Darauf
aufbauend werden in Abschnitt 2.2 die aus der traditionellen Zeitreihenanalyse
bekannten autoregressiven Moving-Average-Modelle und deren Spezialfille mit
ihren wesentlichen Eigenschaften dargestellt.

2.1 Grundlagen der Zeitreihenanalyse

In diesem Abschnitt werden alle wesentliche Konzepte und Definitionen der Zeit-
reihenanalyse eingefiihrt, die fiir die Darstellung von Long Memory-Modellen in
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den nachfolgenden Kapiteln erforderlich sind. Drei Standardwerke der Zeitreihen-
analyse liegen dieser Einfiihrung zugrunde: das deutschsprachige Lehrbuch von
Schlittgen und Streitberg [172, 1989], das englische Standardwerk von Priestley
(165, 1981] und das formal anspruchsvollere Lehrbuch von Brockwell und Davis
(24, 1991]. Dieser Abschnitt unterteilt sich dabei in zwei Unterabschnitte. Im
ersten Unterabschnitt 2.1.1 werden die Grundlagen zur Darstellung von linearen
Prozessen im Zeitbereich dargestellt. Die Konzepte der Zeitreihenanalyse im Fre-
quenzbereich bilden den Inhalt des zweiten Unterabschnitts 2.1.2.

2.1.1 Grundlagen stochastischer Prozesse im Zeitbereich

Jede (zeitlich) geordnete Folge {z,},cz von Beobachtungen einer oder mehrerer
Groflen bildet eine Zeitreihe. Beziehen sich die Beobachtungen nur auf eine Grofe,
so spricht man von univariaten Zeitreihen. Werden mehrere Gréfen zu jedem
Zeitpunkt beobachtet, so entspricht z; einem Vektor und man spricht von multi-
variaten Zeitreihen. In dieser Arbeit werden ausschlieBlich univariate Zeitreihen
von Wechselkursen betrachtet.

Ein haufiges Ziel der Zeitreihenanalyse ist es, Werte der Zeitreihe {z:}, die
auflerhalb der beobachteten Zeitreihen liegen, zu prognostizieren. Diese, im allge-
meinen als Qut-of-sample-Prognosen bezeichneten Prognosen werden in Kapitel
7 fiir verschiedene Wechselkurse durchgefiihrt. Dazu ist es notwendig, den sto-
chastischen ProzeB {X;}:cz zu identifizieren, dessen Realisation die beobachtete
Zeitreihe {z:}icTez der Linge T darstellt. Die Struktur dieses Prozesses kann
dann zur Prognose ausgenutzt werden. Dieser Proze$ kann deterministisch, sto-
chastisch oder beides sein. Deterministische Prozesse {D:}tez werden z.B. in
der Astronomie angenommen. Viele Zeitreihen, darunter auch die meisten Sko-
nomischen, lassen dagegen nur in den seltensten Fillen klare Regelmafligkeiten
erkennen, so dafl eine Modellierung durch ausschlieBlich deterministische Prozesse
kaum sinnvoll erscheint. Als Alternative bieten sich deshalb zunichst rein stocha-
stische Prozesse an. Dabei ist ein stochastischer Prozef (ZufallsprozeB) {S:}:cz
durch eine Folge von Zufallsvariablen S, definiert, wobei jedem Zeitpunkt ¢ die
Zufallsvariable S, zugeordnet wird. Der allgemeinste Fall entspricht dann der
Kombination eines deterministischen Prozesses mit einem stochastischen Proze

= Dy 4+ 5. (2.1)

Ein typisches Beispiel in der 6konomischen Anwendung ist die Kombination eines
deterministischen Trends mit einem stochastischen Proze.

In der vorliegenden Arbeit werden jedoch deterministische Prozesse keine
Rolle spielen, da bisher in der empirisch orientierten Literatur fir die DM/US-
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Dollar, SFr/US-Dollar und DM/SFr Wechselkurse, deren Long Memory-Eigen-
schaften in Kapitel 7 untersucht werden, keine deterministischen Komponenten
identifiziert wurden’.

Im weiteren Verlauf der Arbeit bezeichne deshalb {X,}:cz einen rein stocha-
stischen ProzeB. Eine beobachtete Zeitreihe {z:}:cz ist dann die Realisation, also
die beobachtete Auspragung des stochastischen Prozesses {X:}:ez.

Die Annahme, daB {X;}:cz einem stochastischen Prozef entspricht, impli-
ziert zunichst, daB jede einzelne Zufallsvariable X;,t € Z verschiedene Werte
annehmen kann?. Ihre stochastischen Eigenschaften werden dann durch die Ver-
teilungsfunktion®

Fx,(z:) = P[X: < 4 (2.2)

bestimmt. z: bezeichne dabei eine mogliche Realisation der Zufallsvariable X;.
Kann X; Werte aus einer stetigen Menge annehmen, so wird sie als stetige Zu-
fallsvariable bezeichnet und ihre stetige Verteilungsfunktion ergibt sich aus der
Flache unter der Dichtefunktion fx,(z:)

Fx (z:) = /j‘ fx.(u)du. (2.3)

Betrachtet man jetzt einen beliebigen Ausschnitt der Linge T des stochasti-
schen Prozesses { X;}teTez, so verfiigt dieser iiber eine gemeinsame Dichtefunktion
X, Xa,.. X2 (Z1, T2y ... ,@T) bzw. lber eine dazugehdrige gemeinsame Verteilungs-
funktion

z1

zr
Fxl,.l.,xr(zl,---,xT)—_-/ / Fx,oxo{ut,. .. ur)dyy - - - dug. (2.4)

Maéchte man hingegen nur die Dichte einer Zufallsvariable X, unabhangig von den
anderen Zufallsvariablen Xi,..., Xt 1, Xt41,---, X7 bestimmen, so erhilt man
diese durch die marginale Dichtefunktion

fx(z) = fxix5..%x0(00,...,00,2T,00,..., 00) (2.5)

/ / T / fx,,...,x,(Ix, ooy xr)dTy - dzy_1dzeyy - - daT.

1Ein deterministischer Trend wire zu erwarten, wenn zwei Volkswirtschaften iiber eine lange
Zeit durch stark divergierende strukturelle oder wirtschaftliche Entwicklungen gekennzeichnet
sind. Das einfachste Beispiel hierzu sind permanent stark divergierende Inflationsraten mit der
Folge eines stetigen Abwertungs- oder Aufwertungstrends, wie das z.B. fiir einige Wihrungen
von siidamerikanischen Landern beziiglich des US-Dollars oder der Deutschen Mark der Fall ist.

2Vgl. zu einer Definition von Zufallsvariablen Priestley {165, 1981, S. 371).

3Vgl. zu den verschiedenen Konzepten von Verteilungs- und Dichtefunktionen Priestley [165,
1981, S. 41ff. und S. 871}
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Daraus ergibt sich sofort die marginale Verteilung

Fx,(20) = /_ " f(ue)due,

Oftmals ist es wiinschenswert, einige Charakteristika solcher gemeinsamen
Verteilungsfunktionen zu kennen. Sehr hilfreich ist hierbei das Konzept des Er-
wartungswertes einer Funktion g(X,,...,Xr). g(X1,...,X7) sei eine beliebige
Funktion von T stetigen Zufallsvariablen (X, ..., X7). Der Erwartungswert von
dieser Funktion ist definiert durch*

E[g(Xl,...,XT)] =/ / 9(1'1,--~y$T)fX1,...,XT(-751a--~yxT)d$l"‘de-
(2.6)
Fir g(X;) = X, erhélt man direkt den Erwartungswert dieser Zufallsvariablen X,

o0

we = E[X|] = / zfx,(z:)dz;. (2.7)

—00

Bildet man den Erwartungswert von der Funktion g( Xy, Xe4r) = (X¢ — pte)(Xepr —
He+r),T € Z und t,t + 7 € T, so erhalt man entsprechend die Kovarianz der
Zufallsvariablen X; und X,

OXiXeyr = E[(Xt = pe)(Xegr — Hetr)] (2.8)
/ / (8¢ = 1) (Besr — ete) S tens (2 Zear)daedens.

Ist 7 = 0, wird 0%, als Varianz von X, bezeichnet. Ist die Funktion OX Xepry T =
...,—1,0,1,2,... fir einen stochastischen ProzeB definiert, so wird sie Autoko-
varianzfunktion® genannt. Sie driickt aus, inwieweit zwei Zufallsvariable, die 7
Perioden auseinanderliegen, stochastisch korreliert sind. p, und 0X,X.,, Werden
auch als erste und zweite Momente einer gemeinsamen Verteilung bezeichnet.
Durch entsprechende Definition von der Funktion ¢ lassen sich auch héhere Mo-
mente bestimmen. Man beachte, da aus der Kenntnis der beiden ersten Momente
normalerweise nicht auf die dahinter verborgene gemeinsame Wahrscheinlichkeits-
funktion geschlossen werden kann.

Eine vollstindige Charakterisierung eines stochastischen Prozesses erfordert
damit die Kenntnis der zugrundeliegenden gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsver-
teilung. Da das Ziel einer prazisen Prognose in der Zeitreihenanalyse die Kenntnis
des zugrundeliegenden stochastischen Prozesses voraussetzt, ist es eine Haupt-
aufgabe der Zeitreihenanalyse, den einer Realisation zugrundeliegenden stocha-
stischen Prozef zu approximieren. Letzteres ist identisch mit der Suche nach

“Vgl. dazu Priestley [165, 1981, S. 52f.].
5Vgl. dazu Priestley [165, 1981, S. 108].
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der zugrundeliegenden gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsverteilung. Stehen da-
bei mehrere solche gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsverteilungen zur Auswahl, so
ist es eine weitverbreitete Strategie der Zeitreihenanalyse, diejenige gemeinsame
Wahrscheinlichkeitsverteilung zu suchen, die der beobachteten Realisation die
grofte Wahrscheinlichkeit zumiBt. Dieses Vorgehen wird als Mazimum-Likelihood-
Prinzip bezeichnet. Nicht immer ist dieses Verfahren direkt anwendbar, da es die
Anwendung von im allgemeinen rechenintensiven numerischen Optimierungsver-
fahren erfordert. Auch ist es iberhaupt nicht immer notwendig, auf dieses Verfah-
ren zuriickzugreifen, da z.B. das einfache Kleinst-Quadrate Schatzverfahren unter
bestimmten Annahmen mit dem Maximum-Likelihood-Verfahren tibereinstimmt.

Um die Likelihoodfunktion schitzen zu koénnen, mit der eine bestimmte ge-
meinsame Wahrscheinlichkeitsverteilung den beobachteten ProzeB erzeugt hat,
mufl diese gemeinsame Wahrscheinlichkeitsverteilung eine formale Struktur er-
halten. Mit anderen Worten: Man trifft eine Annahme beziiglich der zugrunde-
liegenden gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsverteilung. Gewohnlich geschieht dies
iiber die Spezifikation einer gemeinsamen Dichtefunktion®; meist nimmt man an,
daB eine multivariate Normalverteilung vorliegt.

Definition 1 Die multivariate Normalverteilung’

Sei X = (Xi1,...,Xt) ein Vektor von T stetigen Zufallsvariablen mit den Erwar-
tungswerten p = (py,...,u7) und den Varianzen und Kovarianzen ox,x,,,. Die
Varianzen und Kovarianzen sind dabei in einer Kovarianzmatriz

2
Ox, OX1X, ' OX)Xr
2
o | oxn ok oxx (2.9)
et AERE
OXrX, OXrX, aXT

zusammengefaffit. Dann ist X multivariat normalverteilt, wenn die gemeinsame
Dichtefunktion von X die Form

1 L Ll LyYE-Y(z—
J) = (27r)T/2l2| FeT s, (2.10)

aufweist. Dabei bezeichne der Vektor z eine Realisation von X.

Man sieht, daB die multivariate Normalverteilung fiir eine Realisation einer Zeitrei-
he mit Liange T durch T' Erwartungswerte und T? (Ko)Varianzen, also insgesamt

SNicht immer existieren Dichtefunktionen von Wahrscheinlichkeitsverteilungen. Diese Vertei-
lungen sind dann durch aligemeinere Konzepte definiert. Vgl. dazu z.B. die Klasse der stabilen
Verteilungen in Brockwell und Davis [24, 1991, S. 535).

"Vgl. Priestley [165, 1981, S. 90f.).
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T + T? Parameter spezifiziert werden muf. Damit 138t sich eine derart allgemeine
Verteilung nicht schitzen.

Es ist deshalb notwendig, die Zahl der zu schitzenden Parameter durch wei-
tere Annahmen dber die Struktur der Verteilung weiter zu reduzieren. Eine sehr
hilfreiche Annahme ist dabei die Annahme der Stationaritdt®. Dabei werden ver-
schiedene Grade der Stationaritidt unterschieden. Streng stationdre stochastische
Prozesse weisen die Eigenschaft auf, daB sich ihre statistischen Eigenschaften liber
die Zeit hin nicht dndern. Formal bedeutet dies, daf§ gilt:

Fx, .. x:(21,...,27) = Fx, . Xppa (T15 -, 2T), fiir beliebige k € Z, (2.11)

d.h. die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsfunktion des Prozesses {X1,..., Xr} ist
identisch mit der des um k Zeitpunkte verschobenen Prozesses { X144, ..., X174k}

Auf die multivariate Normalverteilung (2.10) angewendet, impliziert dies er-
stens, dafl die Erwartungswerte u, konstant sind

pe=f fir allet €T, (2.12)

und zweitens, dafl die Kovarianzen nur von der zeitlichen Differenz v der Zufalls-
variablen abhingen

OX Xeyr = Y(T) fiir alle t,t + 7€ T. (2.13)

Die erstgenannte Eigenschaft wird als Mittelwertstationaritit bezeichnet, die letzt-

genannte Eigenschaft als Kovarianzstationaritdt®. Die Autokovarianzfunktion y(7),
7 € T ist dann stationar, d.h. unabhiangig von t. Weist ein stochastischer Prozef§

beide Eigenschaften auf, so ist er schwach stationdr. Im Fall einer multivariaten

Normalverteilung (Definition 1) impliziert schwache Stationaritit bereits starke

Stationaritat, da die gemeinsame Dichtefunktion der multivariaten Normalver-

teilung durch Erwartungswerte und Kovarianzen vollstindig parametrisiert wird.

Solange eine multivariate Normalverteilung unterstellt wird, ist es demnach véllig

ausreichend von Stationaritat zu sprechen.

Legt man also eine stationdre multivariate Normalverteilung zugrunde, so re-
duziert sich die Zahl der Parameter auf 7 + 1, einen Erwartungswert g und T
(Auto-) kovarianzen. Noch immer ist die Zahl der zu schitzenden Kovarianzen
jedoch zu groB, d.h. der Kovarianzmatrix miissen weitere Restriktionen auferlegt
werden. Ein moglicher Schritt in diese Richtung ist die Annahme, daB der stocha-
stische ProzeB {X,} einem allgemeinen linearen ProzeB entspricht. Zu dessen De-
finition ist es notwendig, einen zweiten stationdren stochastischen Prozefl {€:}:«ez

8Vgl. Priestley {165, 1981, S. 104ff.]
®Jeder streng stationdre ProzeB ist mittelwert- und kovarianzstationir, sofern die Erwar-
tungswerte und Kovarianzen existieren. Die Umkehrung gilt natiirlich nicht.
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einzufithren, der ebenfalls multivariat normalverteilt ist mit Erwartungswert g,
und der denkbar einfachsten Kovarianzmatrix

gt 0 0
2
s.=]0 9% 0 | _ps2 (2.14)
0 0 o?

Damit sind die €; unkorreliert. Durch die Annahme der Normalverteilung impli-
ziert dies auch die Unabhangigkeit der €;. Aufgrund der Unabhingigkeit zwischen
den ¢, 1aBt sich die gemeinsame Dichte direkt aus dem Produkt der marginalen
Dichtefunktionen berechnen, so dafl dieser stochastische Prozef bereits durch eine
univariate Normalverteilung ¢, ~ N(0,0?) fiir alle t € Z definiert ist. Stocha-
stische Prozesse dieser Art werden als Weifles Rauschen oder als White Noise
ProzeB!® bezeichnet.

Ein allgemeiner linearer Prozefl {X,;}icz ist nun definiert durch

o

Xe= ) aubie, (2.15)

U=—00

wobei {€;}:cz Weiflem Rauschen mit Erwartungswert g, und Varianz o? ent-
spricht. Die Parameterfolge {a,}.ez wird dabei hiufig als linearer Filter bezeich-
net. Damit die Varianz von X; endlich bleibt, mu8 fiir den linearen Filter {a, }uez
gelten, daB!?

(o)

) al <o (2.16)

Uu=-—00

Dies ergibt sich direkt durch Anwendung von Gleichung (2.8) auf (2.15)

o = o Z al). (2.17)

Entsprechend Gleichung (2.13) berechnet sich die Autokovarianzfunktion v(7)
eines allgemeinen linearen Prozesses unter der Annahme, daB Ele;] = 0, durch

(1) = E[X: Xp4,] = 03( Z Aylypr) (2.18)

U=—00

1%Man beachte, daB die Zufallsvariablen bei Weiern Rauschen nicht notwendigerweise nor-
malverteilt und damit unabhingig sein miissen. Es ist vollig ausreichend, daB sie unkorreliert
sind, d.h. daB alle Kovarianzen Null sind, also eine Kovarianzmatrix der Form (2.14) aufweist.
Vgl. dazu auch Priestley [165, 1981, S. 114f]).

11Gchlittgen und Streitberg [172, 1989S. 87, Def. 2.3.2.3] fordern, daB die Folge der Parameter
{au} absolut summierbar sei, d.h. gilt, da "o |au| < co. Diese Bedingung ist restriktiver,

U=~ 00

da sie die obere Konvergenzbedingung enthilt. Vgl. dazu Fuller [75, 1976, S. 27].



16 Kapitel 2. Short Memory-Prozesse

oo 2

Unter der getroffenen Annahme )77 a2 < oo ist der allgemeine lineare ProzeB
auch stationdr, da die absoluten Betrige der Kovarianzen immer kleiner oder
gleich der Varianz sind und dariiber hinaus, wie in Gleichung (2.13) gefordert,

unabhingig von ¢ sind!?,

Durch die Annahme eines allgemeinen linearen Prozesses erreicht man er-
stens, dal die Abhangigkeitsstruktur, die zwischen den Zufallsvariablen des sto-
chastischen Prozesses {X;} besteht, vollkommen durch die Folge {a,}.cz erfaft
wird, und zweitens, daB die Stochastik in dem ProzeB auf einfaches Weifles Rau-
schen {¢;} ~ N(u.,0?) zuriickgefiihrt werden kann. Natiirlich liegen fiir das Weifle
Rauschen keine Beobachtungen vor, so daBl dessen Erwartungswert und Varianz
auch aus der beobachteten Zeitreihe {z;} geschatzt werden miissen.

Indem die Stochastik in dem ProzeB {X,} ausschlieBlich auf die &;’s des
Weiflen Rauschens beschrankt ist, ist es moglich, sehr einfach die Auswirkung
einer Stérung ; zum Zeitpunkt ¢ auf die zukiinftige Entwicklung der X,4,,u > 0
durch Betrachtung der Parameter a,,u > 0, zu analysieren. Setzt man dariiber
hinaus fiir alle v < 0 die a, = 0, so haben zukiinftige zuféllige Ereignisse keinen
EinfluB auf die Gegenwart. Prozesse dieser Art werden als kausal bezeichnet!®.

Mit Hilfe kausaler allgemeiner linearer Prozesse ist es nun méglich, das Kon-
zept des Gedachtnisse oder des Memory eines stochastischen Prozesses einzufiih-
ren, das im Rahmen dieser Arbeit eine wesentliche Rolle spielt. Man sagt, da8
der Proze8 {X.} ein Geddchtnis oder Memory habe, wenn nicht alle a,,u > 0,
gleich Null sind, da der EinfluB eines Stérterms ¢, sich auf zukiinftige X, er-
streckt und damit nicht sofort vergessen wird. Es ist naheliegend, von einem
kurzen Gedéachtnis dann zu sprechen, wenn der EinfluB einer Storung ¢; relativ
schnell verschwindet und entsprechend von einem langen Gedichtnis, wenn dies
nicht der Fall ist. Die einfachste Operationalisierung dieser Idee erfolgt mit Hilfe
der Autokovarianzfunktion, die sich ja aus der Parameterfolge {a, }uen ergibt.

Definition 2 Short, Intermediate und Long Memory'
Ein stochastischer Prozef) besitzt ein kurzes Geddchinis bzw. Short Memory, wenn
dessen Autokovarianzfunktion mit ezponentieller Rate oder schneller abklingt, d.h.

ly(m)| £ Cg™ fir r=1,2... (2.19)

erfullt ist, wobei C > 0 und 0 < g < 1 gilt. Ein stochastischer Prozef besitzt

'2Vgl. hierzu z.B. Priestley [165, 1981, Unterabschnitt 3.5.7, S. 143).

13vgl. dazu Brockwell und Davis [24, 1991, S. 81-83].

!4Diese Definition von Short und Long Memory haben McLeod und Hipel [147, 1978, S. 492]
eingefiihrt.
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Intermediate Memory, wenn er nicht zu den Short Memory-Prozessen gehort,
aber eine absolut summierbare Autokovarianzfunktion aufweist, d.h.

i‘ ly(r)| < oo (2.20)

T=—00

gilt. Ein Long Memory-Prozefl ist hingegen durch eine Autokovarianzfunktion
charakterisiert, die nicht absolut summierbar ist

> ()= oo (2.21)

T==00

Damit die Bedingung fiir Short Memory erfiillt ist, missen also die Autokova-
rianzen fiir 7 — oo schnell genug gegen Null konvergieren, was nichts anderes
bedeutet, als daf ihr EinfluB fiir groe 7 verschwindet. Ist dies nicht der Fall,
d.h. sind die Autokovarianzen fiir grofie 7’s groB, so weist ein Stérterm auch nach
vielen Perioden noch betrichtlichen Einflul auf. Die Autokovarianzfunktion ist
dann nicht mehr absolut summierbar und der Proze8 besitzt Long Memory. In-
termediate Prozesse liegen zwischen beiden Extremen.

Um nun allgemeine lineare Prozesse empirisch anwendbar zu machen, ist es
natiirlich notwendig, durch weitere Annahmen die Zahl der Parameter begrenzt
und mdglichst klein zu halten, ohne notwendigerweise die unendliche Autokovari-
anzfunktion aufgeben zu miissen. Verschiedene Sonderfille eines linearen Prozes-
ses stehen hier zur Verfiigung, teils mit unendlicher, teils mit endlicher Autoko-
varianzfunktion:

1. der Moving-Average-Proze8,
der autoregressive Prozef},

der autoregressive Moving- Average-Proze8,

Ll

der fraktional integrierte autoregressive Moving- Average-Proze (Long Mem-
ory-Prozef}).

Die ersten drei Prozesse gehéren zur Klasse der Short Memory-Modelle und wer-
den im anschlieflenden Abschnitt 2.2 ndher besprochen. Der theoretischen Dar-
stellung des fraktional integrierten autoregressiven Moving- Average-Prozesses ist
das gesamte Kapitel 3 gewidmet. Bevor diese verschiedenen Versionen allgemei-
ner linearer Prozesse im Detail eingefiihrt werden, ist es jedoch angebracht, einige
Konzepte der Zeitreihenanalyse aus dem Frequenzbereich einzufithren, da diese
bei der Ableitung aller Schitzverfahren in Kapitel 4 eine wichtige Rolle spielen.
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2.1.2 Grundlagen stochastischer Prozesse im Frequenz-

bereich

In den vorangegangenen Absitzen wurden die stochastischen Abhingigkeiten von
stationiren stochastischen Prozessen ausschlieflich durch die Autokovarianzfunk-
tion beschrieben. Da die Autokovarianzfunktion stochastische Beziehungen zwi-
schen den Zufallsvariablen zu verschiedenen Zeitpunkten erfafit, sagt man, sie
definiere die Eigenschaften eines stochastischen Prozesses im Zeitbereich. Damit
hat man aber die Eigenschaften von stationdren stochastischen Prozessen keines-
wegs vollstandig beschrieben, denn stationire Prozesse lassen sich im allgemei-
nen dariiber hinaus als Uberlagerung von Zyklen darstellen, wobei die Linge der
Perioden dieser Zyklen mindestens 2 betrigt. Haufig werden anstelle der Peri-
odenléngen deren Frequenzen angegeben. Die Frequenz f gibt an, wieviele volle
Schwingungen in einer Zeiteinheit erfolgen und ist somit der Reziprokwert der
Periodenlinge [Frequenz = 1/Periodenlinge]. Ist die Zeiteinheit eine Sekunde,
so erhilt man die Einheit Hertz. In der Zeitreihenanalyse wird dariiber hinaus
héufig mit der Winkel- oder Kreisfrequenz w gearbeitet. Sie ergibt sich direkt
aus w = 2r f. Die Beschreibung eines stochastischen Prozesses im Frequenzbe-
reich erfolgt, indem die Anteile der verschiedenen Frequenzen bzw. Periodenlangen
dargestellt werden. Dies geschieht mit Hilfe der Spektraldichtefunktion. Threr Ab-
leitung sind die folgenden Absatze gewidmet. Die Vorgehensweise entspricht dabei
der von Priestley [165, 1981, S. 186ff.], der eine sehr anschauliche Einfiihrung in
die Theorie im Frequenzberelch einschlieflich einer detaillierten Darstellung von
Voraussetzungen und Ableitungen gibt.

Um das Verstindnis der Ableitung der Spektraldichtefunktion eines stationi-
ren stochastischen Prozesses zu erleichtern, ist es angebracht, Spektraldichtefunk-
tionen von sowohl periodischen als auch nichtperiodischen deterministischen Funk-
tionen abzuleiten. Aus der Theorie periodischer Funktionen wei man, daB unter
nahezu immer erfiillbaren Voraussetzungen sich jede stetige periodische Funk-
tion X(t) als eine unendliche gewichtete Summe von Sinus- und Kosinustermen
ausdriicken laBt. Diese Summen werden als Fourierreihen bezeichnet:

X(t) =1/2a0 + Z(an cosnt + b, sinnt) (2.22)

n=1

Das Vorteilhafte daran ist, daB die Gewichte der einzelnen Sinus- und Kosinus-
terme an, b,,n = 1,2,... aus den Euler-Fourier Formeln errechnet werden kénnen

l "
= ;r-/ X () cos ntdt, n=12... (2.23)

1 "
= ;/ X(t) sinntdt, n=12,..., (2.24)
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so daB eineindeutige Beziehungen zwischen den Gewichten und der Funktion X
selbst bestehen.

Dariiber hinaus erlaubt diese Schreibweise eine anschauliche Interpretation.
Beschreibt [7 X?(t)dt die gesamte Energie eines Systems wihrend des Intervalls
(—m,7)'5, dann ergibt sich die Leistung dieses Systems, d.h. der Quotient aus
Energie und Zeit, aus

[ X0t _ o+ S (e + ) 029
2w 2
Die Summe (a2 +b2)/2 gibt also gerade den Leistungsbeitrag des Terms a,, cos nt+
b,sinnt an. Dieser Term weist die Periodenlinge (27/n) bzw. die Frequenz von
n/2n auf. Trigt man nun in einem Diagramm die Frequenzen auf der Abszisse auf
und den jeweiligen Leistungsbeitrag dieser Frequenz auf der Ordinate, so erhalt
man ein diskretes Leistungsspektrum.

Diese Eigenschaften bleiben bei Anwendung auf nichtperiodische Funktionen
erhalten, sofern die Funktion X(t) absolut integrierbar ist, d.h. I 1X(t)ldt <
oo erfiillt ist und dariiber hinaus “gutmiitiges” Verhalten besitzt. Nutzt man
dabei den Zusammenhang zwischen den trigonometrischen Funktionen Sinus sowie
Kosinus und den komplexen Zahlen aus, so erhilt man nach einer geeigneten
Umdefinition von Gleichung (2.22) und Grenzwertbildung anstelle der Summe
eine sogenannte Fourierintegraldarstellung von X,

X(t) = j_ " p(er s, (2.26)
mit -
o(f) = /_ X(t)e 2 f1dt. (2.27)

p(f) wird dabei als Fouriertransformierte bezeichnet. Da in der Zeitreihenanalyse
haufig Kreisfrequenzen verwendet werden, ist es niitzlich, noch die entsprechend
modifizierte Version von (2.26) und (2.27) anzugeben

X(t) = —\/12=7r /_ " G(w)etdw (2.28)
mit

G(w) = 71.2_; /_ ” X(t)e “tdt. (2.29)

Im Gegensatz zu periodischen Funktionen erfordert die Fourierintegraldar-
stellung einen stetigen Bereich der Frequenzen, da sie das Ergebnis einer Grenz-
wertbildung einer Funktion mit Periode 2T mit T — oo ist. Dabei ergibt sich

15Vgl. Priestley 165, 1981, S. 195].
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eine Verallgemeinerung auf andere Periodizititen von (2.22) einfach, indem eine
neue Funktion Y () durch Y'(t) = X(¢T/r) definiert wird. Die Stetigkeit der Fre-
quenzen hat zur Folge, daB sich die Leistungsanteile nicht mehr wie in (2.25) auf
einzelne Frequenzen aufteilen lassen, sondern nur auf Frequenzbander zwischen w
und w + dw. Dies ergibt sich aus der Anwendung von Parseval’s Beziehung fiir
Fourierintegrale
/ X%(t)dt =/ |G(w)|*dw.
—00 -0

Die Funktion |{G(w)|* wird ganz analog zur Definition einer Wahrscheinlichkeits-
dichtefunktion als Energiespektraldichtefunktion bezeichnet.

Mit Hilfe dieser Konzepte bereitet nun die Ableitung der Spektraldichtefunk-
tion eines stationiren stochastischen Prozesses keine groBe Schwierigkeiten mehr.
Dreierlei ist bei einer Ubertragung der Spektraldichtekonzepte deterministischer
Funktionen auf stationire stochastische Prozesse zu beachten. Erstens werden
hier keine zeitstetige, sondern nur zeitdiskrete stochastische Prozesse {X:}iez be-
trachtet, da insbesondere in der konomischen Anwendung kein Kontinuum an
Beobachtungen vorliegt. Zweitens konvergiert eine Realisation eines stochasti-
schen Prozesses fiir ¢ — oo normalerweise nicht gegen Null und drittens stellt
ein stochastischer ProzeB eine unendliche Zahl von Realisationen dieses Prozesses
dar. Aufgrund der ersten Eigenschaft reduziert sich der Integrationsbereich des
Fourierintegrals in (2.28) auf die Kreisfrequenzen innerhalb (—m,m)t6

X(t) = \/% /_ " G(w)e do (2.30)

und die Fouriertransformierte G(w) wird durch Summation iiber dje diskrete Funk-
tion X, gebildet!?

Glw) = # 3 X(t)e, (2.31)

Die zweite Eigenschaft kann beriicksichtigt werden, indem zur Ableitung der
Spektraldichtefunktion zunichst von einem endlichen Ausschnitt des stochasti-
schen Prozesses innerhalb (—T, T) ausgegangen und anstatt der Energie die Lei-
stung betrachtet wird. Mit der anfanglichen Beschriankung auf einen endlichen
Ausschnitt, die am Ende durch Grenzwertbildung wieder aufgehoben wird, wird
sichergestellt, daB die Fouriertransformatierte (2.31) existiert, da dann in (2.31)

16Djes ist darauf zuriickzufithren, daB aufgrund der fehlenden Beobachtungen zwischen zwei
benachbarten Beobachtungen z; und Zt41 nicht zwischen den Frequenzen w und w42k ke N
unterschieden werden kann, einem Effekt der als Aliasing bezeichnet wird. Vgl. dazu auch in
einem dhnlichen Zusammenhang Priestley (165, 1981, S. 224].

"Die Aufteilung des Faktors 1/(27) ist in der Literatur nicht einheitlich, wurde hier aber
konsistent gewihlt.
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gerade 2T Summanden addiert werden. Die so gebildete Fouriertransformation

T
Gr(w) = \/—15_; 3 X(t)e (2.32)
t==T

wird mit G7(w) bezeichnet.

Dem dritten Problem der unendlichen Zahl von Realisationen wird durch Bil-
dung des Erwartungswertes iiber Gr(w) Rechnung getragen. Ist die Bildung des
Erwartungswertes sowie die anschlieBende Grenzwertbildung fiir T — oo méglich,
so erhilt man die (nicht normalisierte) Leistungsspektraldichtefunktion eines sta-
tionaren stochastischen Prozesses'®

hw) = Jim [E'-(-;—g%’)—lz] . (2.33)

h(w)dw gibt dann iiber alle Realisationen hinweg den durchschnittlichen Lei-
stungsbeitrag der Frequenzen innerhalb (w,w + dw) zur Gesamtleistung an'®.

Ein wesentliches Ergebnis ist nun, daB die Leistungsspektraldichtefunktion,
fortan nur noch Spektraldichtefunktion genannt, analog zu dem Fourierpaar (2.30)
und (2.31) unter bestimmten Bedingungen zusammen mit der Autokovarianzfunk-
tion wieder ein Fourierpaar bildet:

0o oo

flw) = 517; Z y(T)e T = % Z (1) cos(wr), —mT<w<7m (2.34)

T=—00 T=—00

v(r) = /—" f(w)e™ dw = /:" f(w)cos(wr)dw, ...,—1,0,1,.... (2.35)

Damit herrscht eine eineindeutige Beziehung zwischen Frequenzbereich und Zeit-
bereich, so daB man den Bereich wihlen kann, der fiir die Analyse geeigneter bzw.
aussagekraftiger erscheint. Das zweite Gleichheitszeichen in beiden Gleichungen
ist moglich, da sowohl die Spektraldichtefunktion als auch die Autokovarianzfunk-
tion gerade Funktionen sind.

Gleichung (2.34) ist auf unterschiedliche Weise bewiesen worden®. Eine be-
sonders gute Intuition vermittelt ein Beweisverfahren, das Priestley [165, 1981,
S. 210ff.] auf stetige stochastische Prozesse angewendet hat. Dieses Verfahren
kann ohne Aufwand auf die hier betrachteten diskreten Prozesse iibertragen wer-
den, indem folgende Beziehung fiir eine Fouriertransformierte verwendet wird. Sei

18Dje normalisierte Leistungsspektraldichtefunktion erhilt man, indem h(w) mit der Varianz
des analysierten Prozesses 0% normiert wird. Vgl. dazu Priestley {165, 1981, Kapitel 4.8.1].

19vgl. Priestley [165, 1981, S. 208].

20Gjehe z.B. Fuller [75, 1976, S. 115] oder Priestley [165, 1981, S. 225].
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H(w) =37 __ he "t Dann gilt?

HW) = Y ke (2.36)
t=-00
mit -
k= Y huho . (2.37)

Wird diese Beziehung nun auf den Quotient LG%)_L’_, der das zentrale Ele-
ment der Definition der Spektraldichtefunktion (2.33) ist, angewendet, und zur
Vereinfachung angenommen, daB u = 0, erhilt man

IGT(W)P 1 = Ef:- X“X""7 —iwT 1 = » —twr
e 3 —"__TQT e :5;27(7)6 . (2.38)

4(7) ist dabei durch??

A e T:'_fl XuXuopr, falls |7| < 2T,

i) = { Tt e e ST

gegeben. Man beachte dabei, daB per Definition (2.32) von Gr(w) alle X, |t| > T
Null sind und somit die Summation von u auf den Bereich (=T,T) beschrankt
werden kann. Werden analog zu Priestley [165, 1981, S. 211-3] nunmehr, so-
fern méglich, der Erwartungswert und Grenzwert gebildet, ergibt sich gerade der
Zusammenhang mit der theoretischen Autokovarianzfunktion () und es folgt
Gleichung (2.34). Letaztlich resultiert der Zusammenhang mit der Autokovarianz-
funktion also aus der Definition des Leistungsbeitrags ]%T“.—'mdw Voraussetzung
fiir eine Grenzwertbildung ist, dafl die Autokovarianzfunktion schnell genug gegen
Null konvergiert. Eine hinreichende Bedingung dafiir ist die absolute Summierbar-
keit von (7). Gleichung (2.34) erlaubt auBerdem eine anschauliche Interpretation
der Spektraldichtefunktion, indem beriicksichtigt wird, daB bei der Aufsummie-
rung iiber alle 7’s die Funktion w(7,w) = cos(w7) eine Gewichtung der einzelnen
Autokovarianzen v(7) bewirkt, da —1 < cos(Tw) < 1, so daB gilt:

flw)= 2—11r_ Z'y('r) cos(wr) = 51; Z*y(r)w(w, 7), —7<w<m. (2.39)

HEin Beweis fiir stetige Prozesse, der leicht angepafit werden kann, findet sich in Priestley
[165, 1981, S. 210).

22Man beachte die Ahnlichkeit der Funktion 4(7) zur Definition der empirischen Autokovari-
anzfunktion (4.4) in Abschnitt 4.1. Die Funktion ¥(r) unterscheidet sich von der empirischen
Autokovarianzfunktion ausschlieBlich durch die Verwendung von Zufallsvariablen X; anstelle
von beobachteten Grofen z;.
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Die Wirkung der Gewichtungsfunktion w(7,w) sei anhand eines Beispiels erlautert.
Hierzu wird eine zyklisch abnehmende Autokovarianzfunktion (7) mit der Eigen-
schaft vorgegeben, daf die Zufallszahlen mit einem Abstand von fiinf Perioden
zueinander am stirksten positiv korreliert sind. Zur Veranschaulichung ist diese
Autokovarianzfunktion in Abbildung 2.1 abgebildet?®. Das heit aber nichts an-

Berechnung der Spektraldichtefunktion

T ¥ 1 T T U T T T

2.5

Autokovarianzfunktion ¥
— — Funktion der Gewichte w(7,1.26)
— — — Funktion der Gewichte w(7,0.03)

1.0

0.5

-0.5 00

Autokovarianzen, Gewichte

-1.5

0 5 10 13 20 25 30 35 40 45 50
Lags
Abbildung 2.1: BERECHNUNG DER SPEKTRALDICHTEFUNKTION

deres, als daB der ausgepragteste Zyklus dieses stochastischen Prozesses eine Pe-
riodenlinge von fiinf hat, wobei eine Periodenlédnge von fiinf gerade einer Kreis-
frequenz von (27)/5 = 0,4r entspricht. Betrachtet man nun in Abbildung 2.1
den Verlauf der Gewichte w(7,w) = cos(tw) fiir die ersten fiinfzig Lags an der
Kreisfrequenz w = 0,47 = 1,26, dann weisen die Gewichte die gleiche Zyklizitat
wie die Autokovarianzfunktion auf. Die Folge ist, daB die gewichtete Summe der
Autokovarianzen an dieser Frequenz am grofiten sein muB, da die Vorzeichenent-
wicklung von v(7) und w(r,0,47) mit ansteigendem 7 parallel verlauft und die

23)je Autokovarianzfunktion in Abbildung 2.1 entspricht einem AR(2)-Prozef mit ay = 0,5,
as = —0,7 und 02 = 1. Diese Prozesse werden in Abschnitt 2.2 genauer besprochen.
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beide Funktionen ihre Maxima und Minima an den gleichen Lags T aufweisen.
Damit mufl die Spektraldichte dieses Prozesses an dieser Frequenz ihr Maximum
erreichen. Abbildung 2.2 verdeutlicht dies.

Spektraldichtefunktion

v T L4 1 T ' A 1 J T M ¥

1.8 2.0

1.2 1.4 16

Spektraldichte
1.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

©
o

[ L L

0.4 0.8 1.2 16 20 24 28 32
Kreisfrequenz

Abbildung 2.2: SPEKTRALDICHTEFUNKTION EINES ZYKLISCHEN STOCHASTI-
SCHEN PROZESSES

Wird nun die Kreisfrequenz w erhoht oder reduziert, verlauft die Entwick-
lung der Funktion der Gewichte w(r,w) = cos(Tw) und der Autokovarianzfunk-
tion nicht langer parallel. Folglich reduziert sich die gewichtete Summe, die die
Spektraldichte f(w) ergibt. Genau dies zeigt auch Abbildung 2.2. Die Spektral-
dichte spiegelt damit wieder, da8 diese kleineren oder grofleren Periodenlingen
auch in der Autokovarianzfunktion schwacher ausgepragt sind. Je weniger die
Gewichtungsfunktion der Autokovarianzfunktion dhnelt, d.h. je weniger die Au-
tokovarianzfunktion die Periodenlinge der Gewichtungsfunktion reprasentiert, de-
sto geringer wird die gewichtete Summe und damit die Spektraldichte flw). Als
Beispiel ist in Abbildung 2.1 w(7,0,03r) eingetragen. In dem hier betrachteten
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Fall kommt es dann immer mehr dazu, daB sich in einem gewissen Ausmaf die
Autokovarianzen aufgrund des stindigen Vorzeichenwechsels gegenseitig neutra-
lisieren, so daB die Spektraldichte im Vergleich zum jeweiligen Maximum sehr
kleine Werte aufweist.

Interessant ist auBerdem der Extremfall einer unendlichen Periodenlénge bzw.
einer Kreisfrequenz von Null w = 0. Dann gilt fiir alle Gewichte w(7,0) = 1. Da-
mit ist die Spektraldichte am Ursprung die gleichgewichtete unendliche Summe
aller Autokovarianzen, so daB die Spektraldichte am Ursprung nur dann end-
lich ist, wenn die Autokovarianzen mit zunehmenden Lags schnell genug gegen
Null gehen. Eine hinreichende Bedingung hierfiir ist deshalb die absolute Sum-
mierbarkeit der Autokovarianzfunktion. Je grofier jedoch die Periodenléingen von
Zyklen in stochastischen Prozessen werden, desto groBer wird die Spektraldichte
am Ursprung. Werden die stochastischen Abhéngigkeiten zwischen weit auseinan-
derliegenden Zufallsvariablen so grofl, dafi die Autokovarianzfunktion nicht mehr
absolut summierbar ist, ist die Spektraldichte am Ursprung, wie in Abschnitt 3.1
gezeigt werden wird, in der Tat unendlich. Genau dann liegt aber gemaf Defini-
tion 2 Long Memory vor.

Der andere Extremfall liegt vor, wenn ein stochastischer Proze8 iiberhaupt
keine stochastische Struktur aufweist und damit Weilem Rauschen entspricht. In
diesem Fall sollte die Spektraldichte unabhingig von der Gewichtung der Auto-
kovarianzen sein, da alle Autokovarianzen fiir 7 # 0 Null sind. Genau dies ist der
Fall, denn die Spektraldichtefunktion von Weiem Rauschen

fe(w) = lc7'ze""’0 = —1—02 (2.40)
A S '
ist nach Gleichung (2.34) fiir alle Kreisfrequenzen w ein Vielfaches der Varianz des
Weilen Rauschens ¢2. Damit ist die intuitive Veranschaulichung von Gleichung
(2.34) abgeschlossen.

Die Inverse zu Gleichung (2.34) in Form von Gleichung (2.35) ergibt sich
direkt als inverse Fouriertransformierte. Damit ist es méglich, die Autokovari-
anzfunktion aus der Spektraldichtefunktion zu gewinnen, sofern diese bekannt ist.
Diese Vorgehensweise wird sich in Abschnitt 3.1 als sehr hilfreich bei der Berech-
nung der Autokovarianzfunktion eines fraktional integrierten ARMA-Prozesses
erweisen.

Wie sich in den folgenden zwei Abschnitten zeigen wird, ist es nicht immer
einfach, eine explizite Formel zur Berechnung der Autokovarianzfunktion anzuge-
ben, so daB die Berechnung der Autokovarianzfunktion mit Hilfe von Gleichung
(2.35) umstandlich und schwierig wire. Folgender wichtige Zusammenhang zwi-
schen den Spektraldichtefunktionen von zwei linearen stationaren Prozessen er-
laubt eine wesentlich einfachere Berechnung. Sei {Y:} ein stationarer Prozef mit
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Erwartungswert Null und Spektraldichtefunktion fy(w). AuBerdem konvergiere
die Fouriertransformierte a(e ™) = Y e oo Gue”™ ™ des linearen Filters {av}uez
in einem bestimmten Sinne?* . Dann ist der Prozef

=]

X = Z auK—ua

U=—00

stationdr und hat die Spektraldichtefunktion

fx(@) = la(e™™) fr (w). (2.41)

Damit ist die Spektraldichtefunktion eines allgemeinen linearen Prozesses un-
ter Beriicksichtigung der Spektraldichte von Weilem Rauschen (2.40) gegeben
durch

fx(@) = 5-o?la(e™ )P (242)

Die Einfihrung in die Konzepte der Zeitreihenanalyse ist nunmehr abgeschlossen
und es kann im folgenden Abschnitt mit der Darstellung verschiedener Spezifika-
tionen der allgemeinen linearen Prozesse mit Short Memory begonnen werden.

2.2 Autoregressive Moving-Average-Modelle
oder Modelle mit Short Memory

Dieser Abschnitt dient der Einfiihrung in die Modelle, die seit Box und Jenkins
[21, 1970] zu den Grundlagen der Zeitreihenanalyse gehoren. Dazu zahlen das
autoregressive Modell der Ordnung p, das Moving-Average-Modell der Ordnung
q sowie das autoregressive Moving-Average-Modell der Ordnung (p,q). Wesent-
lich wird dabei jeweils der Nachweis sein, daf all diese Modelle Short Memory
aufweisen.

Wie bereits im vorangegangenen Abschnitt angesprochen, sind diese Modelle
eine Moglichkeit, die Zahl der zu schitzenden Parameter in einem allgemeinen
linearen ProzeB (2.15) zu limitieren. Da normalerweise fiir zukiinftige Skonomische
Ereignisse keine Daten zur Verfiigung stehen, ist es fiir die empirische Anwendung
notwendig, kausale Prozesse zu betrachten, d.h. fiir alle u < 0 a, = 0 zu setzen.

2Vgl. zu den genauen Konvergenzbedingungen Brockwell und Davis [24, 1991, S. 154, Theo-
rem 4.10.1]. Der Beweis erfordert die spektrale Darstellungsweise einer Zeitreihe, die hier nicht
zur Verfiigung steht. In den Standardbeweisen (Schlittgen und Streitberg [172, 1989, S. 124] oder
Priestley (165, 1981, S. 264 - 268]) wird die restriktivere Konvergenzbedingung der absoluten
Summierbarkeit des linearen Filters {ay}uez sowie der Autokovarianzfunktion vorausgesetzt.
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Das einfachste Short Memory-Modell, abgesehen vom Weilen Rauschen, er-
halt man, indem die Folge der Parameter {a,}uen nach dem g-ten Glied abgebro-
chen wird. Dieses Modell

q
Xt = z ﬂust—-u (2.43)
u=0

wird als Moving-Average-Modell der Ordnung q bwz. als ein MA(q)-Modell be-
zeichnet und wird durch die ¢ Moving-Average-Parameter f,,u = 0,...,¢ mit
Bo = 1 und die Varianz des Weien Rauschens o? parametrisiert. Mit Hilfe der
Definition des Backshiftoperators B

Bz, =z, (2.44)
ist es moglich, ein MA-Polynom der Moving-Average-Parameter zu definieren
B(B)=1+pB+ BB’ +...+ B, B, (2.45)
das es einem erlaubt, Gleichung (2.43) in Kurzform zu schreiben als

X. = B(B)e. (2.46)

Dieses Modell zeichnet sich dadurch aus, daB jede Zufallsvariable X, einer
Summe von nur g Stérvariablen £;_,u = 0,...,q, entspricht. Dies bedeutet, dafl
eine Storung ¢; sich nur bis in Periode t + ¢ auswirkt. Damit hat der Proze
{X.} ein sehr begrenztes Gedachtnis in dem Sinne, daB der EinfluBl einer Stérung
¢; schon nach t + ¢ + 1 Perioden vergessen wird. X: und X;4,41 haben somit
keine gemeinsame Information aus dem Weiflen Rauschen. Entsprechend sollte
die Kovarianz dieser beiden Grofien Null sein. Genau dies ergibt sich aus der
Berechnung der Autokovarianzfunktion nach (2.18)

0'3( ,q,-:(; uﬁu-{’T) , 0<7<¢
y(r)=14 0, T>q . (2.47)
7(_T)7 T<0

Damit erfiillt die Autokovarianzfunktion eines Moving-Average-Prozesses der Ord-
nung ¢ die Definitionsgleichung (2.19) von Short Memory-Prozessen.

Ist ¢ unendlich, so unterscheidet sich der unendliche Moving- Average-Prozef
nur durch die Kausalititseigenschaft a, = 0, u < 0 von einem allgemeinen linea-
ren ProzeS. Bezeichnet 8(B) ein unendliches MA-Polynom, ergibt sich aus der
Existenz- bzw. Stationarititsbedingung des allgemeinen linearen Prozesses (2.16)
sofort die Stationarititsbedingung eines MA(oco)-Prozesses

) 6% < co. (2.48)
u=0
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Uber die Art des Gedachtnisses 1aft sich damit jedoch nichts mehr aussagen, da
aus der Stationarititsbedingung (2.48) alleine keine Aussagen iiber die absolute
Summierbarkeit der Autokovarianzfunktion eines unendlichen MA-Prozesses ge-
macht werden kénnen.

Viele stochastische Prozesse sind natiirlich nicht durch eine Autokovarianz-
struktur eines MA(g)-Modells zu erfassen. Méchte man eine Autokovarianzfunk-
tion modellieren, die erst mit r — oo gegen Null geht, so ist es das Einfachste,
eine gewisse Klasse von unendlichen Moving-Average-Prozessen zu betrachten, die
sich gerade dadurch auszeichnet, daB sie eine autoregressive Reprasentation mit
p Parametern besitzt

Xt - CllXt_.] — .. C!,,Xg_p = &¢. (2.49)
Analog zum Moving-Average-Proze8 148t sich ein AR-Polynom
alBy=1-ayB~— ... —a,B* (2.50)

definieren, so daf sich fiir diesen als autoregressiven Prozeff der Ordnung p bzw.
AR(p) bezeichneten ProzeB die Kurzform

a(B)X; = ¢, (2.51)
ergibt.

Fir AR(p)-Prozesse gilt allgemein, da$ sie ebenfalls zu den Short Memory-
Prozessen gehéren, sofern sie kausal sind, d.h. falls sie als ein unendlicher MA-
ProzeB dargestellt werden kénnen, der die Stationaritatsbedingung (2.48) erfillt.
Diese Bedingung wird als Kausalititsbedingung bezeichnet?>. Fiir den einfach-
sten autoregressiven ProzeS, den AR(1)-ProzeB, 1at sich die Kausalititsbedin-
gung leicht ermitteln, indem zunachst durch wiederholtes Einsetzen die MA(o0)-
Darstellung selbst berechnet wird

Xi=aXi g +et+a(aXig +e)+e = Za"et_,,. (2.52)

u=0

Soll der MA(co)-ProzeB (2.52) stationar sein, so muB die allgemeine Stationaritits-
bedingung eines MA(o0o0)-Prozesses (2.48) erfiillt sein. Dies erfordert hier gerade,
daB o < 1. Dies ist damit die Kausalitatsbedingung fiir einen AR(1)-Proze8.

25Der Vollstandigkeit halber sei darauf hingewiesen, da$ die Kausalititsbedingung fiir AR(p)-
Modelle restriktiver ist als die Stationaritatsbedingung, denn einige stationire AR(p)-Modelle
lassen sich als ein stationirer allgemeiner linearer Prozef auffassen, der im Gegensatz zu den
MA-Prozessen in die Zukunft gerichtet ist, d.h. a, # 0,¢ < 0. Nicht jeder stationdre AR(p)-
Prozef besitzt deshalb eine unendliche Moving-Average-Darstellung. Vgl. dazu das Beispiel in
Brockwell und Davis [24, 1991, S. 81].
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Allerdings wire es umstandlich zur Feststellung der Kausalitat des AR(p)-
Prozesses die MA(oo)-Darstellung zu berechnen?®, um deren absolute bzw. qua-
dratische Summierbarkeit zu iiberpriifen. Einfacher ist es, die (mdglicherweise
komplexen) Wurzeln des AR(p)-Polynoms a(B) zu untersuchen. Dazu 16st man
die charakteristische Gleichung 1 — a2 — @32® — . .. — apz® = 0. Kausalitat®” liegt
nun vor, wenn alle Lésungen z, ..., z, auerhalb des Einheitskreises liegen, d.h.
lzit > 191 SZSP

Aus der unendlichen MA(oo)-Darstellung eines kausalen AR(p)-Modells

wird deutlich, daB der EinfluBl einer Stérung ¢, erst bei X;4,,u — 00 verschwindet.
Das bedeutet, daB erst unendlich weit auseinanderliegende X nicht mehr korreliert
sind. Autoregressive Prozesse der Ordnung p haben also ein lingeres Gedachtnis
als MA(q)-Prozesse. Wie im folgenden gezeigt werden wird, zéhlen sie trotzdem
zu den Prozessen mit kurzem Gedichtnis.

Dies erfordert zunachst die Ableitung der Autokovarianzfunktion eines AR(p)-
Prozesses. Obwohl es theoretisch moglich ist, die Autokovarianzfunktion eines
AR(p)-Modells unter Verwendung seiner kausalen MA-Reprasentation (2.53) aus
Gleichung (2.18) zu berechnen, ist es wesentlich einfacher, zur Ableitung der Au-
tokovarianzfunktion v(7) die Definitionsgleichung eines autoregressiven Prozesses
(2.49) mit X;_, zu multiplizieren und dann den Erwartungswert zu bilden®. Dies
fithrt zu

yr) = eay(r=1)+ ...+ ay(r = p), >0, (2.54)
~(0) ay(1) + ... + apy(p) + 02, T =0, (2.55)

1

wobei zur Berechnung von E[X,_,&;| die unendliche Moving-Average-Schreibweise
(2.53) eines AR(p)-Prozesses beriicksichtigt wird. Die Gleichungen (2.54) werden
als Yule- Walker-Gleichungen bezeichnet und lassen sich iterativ 16sen. Brockwell
und Davis [24, 1991, S. 93] leiten fiir die Differenzengleichung (2.54) folgende
allgemeine Losung ab ‘

(=33 gy (1) (2:56)

=1 3=0

26Eine Méglichkeit zur Berechnung der MA(co)-Darstellung wird weiter unten skizziert.

27Vgl. dazu Brockwell und Davis [24, 1991, S. 85, Theorem 3.1.1]. Die Stationaritatsbedingung
erfordert hingegen lediglich, daB keine Lésungen des Polynoms auf dem Einheitskreis liegen,
dh. |z| # 1,1 < i < p (Brockwell und Davis (24, 1991, S. 88, Theorem 3.1.3]), da es, wie
bereits in FuBnote 25 angesprochen, méglich ist, fiir Lésungen, die innerhalb des Einheitskreises
liegen, einen stationiren allgemeinen linearen ProzeB zu finden, der in die Zukunft gerichtet ist
(aw #0,u < 0).

28ygl. dazu Brockwell und Davis [24, 1991, S. 93].
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wobei k die Anzahl der verschiedenen Nullstellen angibt und r;, wie oft z; als
Nullstelle auftritt. §;; bezeichnet die Anfangsbedingungen, die man aus der ite-
rativen Berechnung der ersten p Autokovarianzen erhalt. Man sieht aus (2.56),
dafl die Summe der Autokovarianzen einer geometrischen Reihe entsprechen. Ist
die Kausalititsbedingung eines AR(p)-Prozesses erfiillt, d.h. daB alle |1/z] < 1
bzw. alle |z| > 1 sind, und somit alle Nullstellen aulerhalb des Einheitskreises
liegen, nehmen die Autokovarianzen fiir zunehmende T exponentiell ab. Damit
gehdren kausale AR(p)-Prozesse gemifi der Definitionsgleichung (2.19) zu den
Short Memory-Prozessen.

Auch die Kombination von einem autoregressiven und einem Moving- Average-
Prozef}, genannt autoregressiver Moving- Average- Prozefi der Ordnung (p,q), zéhlt
zu den Short Memory-Prozessen, sofern wiederum die Kausalititsbedingung erfiillt
ist. Mit Hilfe des AR-Polynoms (2.50) und des MA-Polynoms (2.45) ist das kurz
als ARMA(p,q)-Modell bezeichnete Modell definiert durch

a(B)X; = B(B)e., (2.57)

wobei wie bisher ¢, Weiles Rauschen ist mit Varianz o?. Auch das ARMA-
Modell besitzt eine (stationire) unendliche Moving-Average-Darstellung, wenn
der AR-Teil kausal ist, d.h. der AR-Teil selbst eine unendliche Moving-Average-
Darstellung besitzt. In Kurzform 1afit sich dann Definitionsgleichung (2.57) schrei-
ben als

X = 0(B)e, (2.58)
wobei die Parameter des (unendlichen) MA-Polynoms 6(B) durch Koeffizienten-
vergleich aus der Gleichung

8(B)a(B) = B(B), baw. (2.59)

14+ BB+...+ BB,

() 6B )1 - a1B~... -, B")
u=0
bestimmt werden kénnen. Die Autokovarianzfunktion ist wiederum durch An-
wendung von Gleichung (2.18) definiert durch ‘

Y1) =) 0ubuys. (2.60)
u=0

Allerdings ist diese Form wie im reinen AR-Modell nicht hilfreich zur explizi-
ten Berechnung der Autokovarianzfunktion. Geeigneter hierfiir ist auch hier die
Vorgehensweise, die im AR-Modell zu den Yule-Walker-Gleichungen gefiihrt hat.
Zunéchst wird die Definitionsgleichung (2.57) mit X,_, multipliziert. Wird X,_.
auf der rechten Seite durch die MA(oco)-Darstellung (2.58) des ARMA-Modells er-
setzt und wird der Erwartungswert gebildet, ergibt sich fir 0 < 7 < max(p, ¢ +1)

Y1) —ay(t = 1) — ... —apy(T — p) = &° Zﬂuﬂ,,_,, (2.61)

Uu=T
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und fir 7 > max(p,q+1)

(1) —ay(t=1)—... —apy(t—p) = 0. (2.62)

Entsprechend den Yule-Walker-Differenzengleichungen (2.54) fiir AR(p)-Prozesse
werden die Autokovarianzen mit 7 > max(p,q + 1) véllig durch den AR-Teil
bestimmt und gehen deshalb, wie bereits ausgefiihrt, exponentiell gegen Null,
wenn der AR-Teil kausal ist. Damit gehort auch das stationire ARMA(p,g)-
Modell zu den Short Memory-Modellen.

AuBerdem besitzen dann die Gleichungen (2.62) ebenfalls die allgemeine Lé-
sung (2.56). Allerdings ist diese nur fir 7 > max(p, q + 1) — p anwendbar. Dabei
werden die p Parameter §3;; sowie die ersten 0 < 7 < max(p, ¢+ 1) — p Autokova-
rianzen durch die Anfangsbedingungen (2.61) bestimmt, wobei man 6o, ..., 0,
aus (2.59) erhalt?.

Der Vollstandigkeit halber sei erwihnt, daB das ARMA-Modell auch eine
unendliche AR-Darstellung des ARMA-Modells besitzt, wenn der MA-Teil in-
vertierbar ist. Diese Eigenschaft liegt ganz analog zur Kausalititsbedingung des
AR(p)-Teils vor, wenn alle Nullstellen der charakteristischen Gleichung des MA-
Polynoms auBerhalb des Einheitskreises liegen. Diese Bedingung stellt sicher, daB
die Summe der AR-Parameter absolut summierbar ist, was garantiert, daff die Au-
tokovarianzfunktion des AR(oo)-Prozesses sich aus dem ARMA-Modell berechnen
1a8t%.

Damit ist die Darstellung der traditionellen linearen Zeitreihenmodelle abge-
schlossen. Es wurde dabei gezeigt, daB das MA(q)-, das kausale AR(p)- sowie das
kausale ARMA(p,q)-Modell zu den Short Memory-Modellen gehdren. Nach der
Einfithrung in die Grundlagen der Zeitreihenanalyse im ersten Abschnitt dieses
Kapitels und dem anschlieBenden Uberblick iiber Short Memory-Modelle kann im
folgenden Kapitel die Darstellung von Long Memory-Modellen beginnen.

29ygl. hierzu Brockwell und Davis (24, 1991, S. 93].
30ygl. dazu z.B. Brockwell und Davis [24, 1991, 5. 84-87, Proposition 3.1.2 und Theorem
3.1.2).






Kapitel 3

Theorie der Long

Memory-Prozesse

Dieses Kapitel ist der Darstellung von Zeitreihenmodellen mit Long Memory-
Eigenschaften gewidmet. Im Mittelpunkt stehen dabei das fraktional differen-
zierte Rauschen und das fraktional integrierte ARMA-Modell. Das fraktional in-
tegrierte ARMA-Modell ist dabei eine Kombination von fraktional differenziertem
Rauschen mit den traditionellen ARMA-Modellen, die in Abschnitt 2.2 diskutiert
wurden. Im einzelnen werden dabei nicht nur die Struktur und die Eigenschaften
von Long Memory-Modellen im Zeit- und Frequenzbereich dargestellt, sondern
auch Verfahren zur Prognose und Generierung von Zeitreihen mit Long Memory.
Die Prognoseverfahren werden fiir die empirische Analyse der Wechselkurse in
Kapitel 7 benotigt. Besprochen werden insgesamt zwei exakte und zwei appro-
ximative Prognosemethoden. Die Methoden zur Generierung von Long Memory-
Prozessen sind zur Analyse der Schitzeigenschaften von Long Memory-Schatzver-
fahren bei Vorliegen kurzer Zeitreihen in Kapitel 5 notwendig. Auch hier werden
zwei exakte und zwei approximative Generierungsverfahren vorgestellt.

Der erste Abschnitt dieses Kapitels dient der Einfiihrung in die Eigenschaften
der Long Memory-Prozesse im Zeit- und Frequenzbereich. Die verschiedenen Pro-
gnoseverfahren fiir Long Memory-Prozesse werden in Abschnitt 3.2 beschrieben.
SchlieBlich bildet Abschnitt 3.3 {iber die verschiedenen Generierungsverfahren fiir
fraktional integrierte ARMA-Modelle den Schlufl dieses Kapitels.
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3.1 Fraktional integrierte ARMA-Modelle oder
Modelle mit Long Memory

In diesern Abschnitt werden verschiedene stochastische Modelle mit Long Memory-
Eigenschatten prasentiert. Den Schwerpunkt bildet dabei die Darstellung des frak-
tional integrierten ARMA-Modells, da es eine direkte Verallgemeinerung des im
vorhergehenden Abschnitt eingefithrten ARMA-Modells ist. Dieses Modell wurde
unabhingig von Granger und Joyeux [86, 1980] und Hosking (110, 1981] in die
Literatur eingefiihrt. AuBerdem wird kurz der fraktionale GauBprozefi von Man-
delbrot und Wallis [144, 1969] beschrieben, mit dem es erstmals méglich wurde,
stochastische Prozesse mit Long Memory zu modellieren. In dieser Einfiihrung
werden dabei die Eigenschaften dieser Modelle sowohl im Zeit- als auch im Fre-
quenzbereich beriicksichtigt. Auf die Prisentation der Beweise der in diesem
Abschnitt dargelegten Eigenschaften des fraktional integrierten ARMA-Modells
wird jedoch verzichtet, da diese zusammen mit einer kompakten Darstellung des
fraktional integrierten ARMA-Modells in Brockwell und Davis [24, 1991, Kapitel
13.2, S. 520 - 526] enthalten sind. Die Darstellung untergliedert sich dabei in drei
Unterabschnitte, wobei ein Spezialfall des fraktional integrierten ARMA-Modells
den Anfang bildet, gefolgt vom fraktional integrierten ARMA-Modell selbst und
dem fraktionalen GaufiprozeB.

3.1.1 Fraktional differenziertes Rauschen

In Abschnitt 2.1 wurden Long Memory-Prozesse dadurch charakterisert, dal auch
zwischen zeitlich weit auseinanderliegenden Zufallsvariablen eine nicht vernachlas-
sigbare stochastische Beziehung besteht. Gema$ Definition 2 in Abschnitt 2.1
wird diese Eigenschaft formal mit einer nicht absolut summierbaren Autokovari-
anzfunktion (2.21)

Y () = o

T==—00

identifiziert. Im Rahmen eines unendlichen Moving- Average-Prozesses

00
Xt = E auet—uy
u=0

heift dies, daB auch eine weit in der Vergangenheit liegende Stérung &,_,,u > 0,
des WeiBen Rauschens einen betrichtlichen Einflu auf die gegenwartige Zufalls-
variable X, besitzt. Dies ist nur moglich, wenn die MA-Parameter 6, fir u > 0
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groBer als z.B. die Parameter einer unendlichen MA-Darstellung eines stationéren
AR(p)-Prozesses sind.

Soll der Long Memory-Prozef§ dariiber hinaus stationar sein, kénnen die MA-
Parameter eines Long Memory-Prozesses allerdings nicht beliebig langsam gegen
Null gehen, da sie die Stationaritatsbedingung eines unendlichen Moving-Average-

Prozesses (2.48)
Z 62 < oo.

u=0
erfilllen miissen. Damit muf§ die unendliche Moving-Average-Darstellung eines
stationiren Long Memory-Prozesses den zwei Bedingungen (2.21) und (2.48) geni-
gen.

Ein empirisch anwendbares Long Memory-Modell mu$ auBerdem eine be-
grenzte Parameterzahl aufweisen. Adenstedt [1, 1974] hat im Rahmen der linea-
ren Prozesse eine sparsame Parametrisierung eines Long Memory-Modells in die
Literatur eingefithrt. Er nutzt dabei aus, daB die Potenz (1 - B)~* mit Hilfe einer
Potenzreihenentwicklung’

m(m+1) , m(m+1)(m+2) 5
T 3 z
+m(m+l)«--(m+n—l)zn+.”

n!

l-z)™™ = 1+mz+ +...

einem unendlichen MA-Polynom 6(B)

(1-B)y™? = 1+dB+d(dJl)BMd(d+13)‘(d+2)33+... (3.1)
+d(d+1).”$d+u—l)B“+...=9(B)

u!
eines MA (0o)-Prozesses entspricht, wobei fiir einen bestimmten Parameterbereich
von d das MA-Polynom 8(B) die zwei Bedingungen (2.21) und (2.48) erfiillt. Aus
(3.1) wird ersichtlich, dafl die einzelnen MA-Parameter durch
6, = dd+1)---(d+u-— 1), u>3

u!
bestimmt werden. Mit Hilfe der Gammafunktion I'(z)? lassen sich die MA-
Parameter 8, auch als

_ T(d+w)

= T+ 1)I(d)
1Vgl. dazu Bronstein und Semendjajew [25, 1991, Tabelle 1.1.3.2, S. 31-2). Man beachte,

daB bei den Reihengliedern in der zweiten Zeile der Potenzreihenentwicklung auf Seite 32 Vor-

zeichenfehler vorliegen.
2Dje Gammafunktion ist definiert als

T'(2) =/ e~'t*"1dt, z€C, (3.2)
)

0, (3.7)




36 Kapitel 8.  Long Memory-Prozesse

schreiben. Der unendliche Moving-Average-Prozefl lautet dann kurz
X:=(1—-B) %, (3.8)

und wird als fraktional differenziertes Rauschen bezeichnet, sofern die Stationa-
ritdtsbedingung (2.48) erfiillt ist.

Um wieviel langsamer die MA-Parameter der MA(oo)-Darstellung von frak-
tional differenziertem Rauschen gegen Null konvergieren als die eines AR(1)-
Prozesses verdeutlicht beispielhaft Abbildung 3.1, in der die Entwicklung der
MA-Parameter von fraktional differenziertem Rauschen mit d = 0,3 und einen
AR(1)-ProzeB mit a; = 0, 3 enthalten ist. Die MA-Parameter werden dabei gemaB
den Gleichungen (3.7) bzw. (2.52) berechnet. Wie deutlich zu sehen ist, sind die
MA-Parameter des AR(1)-Prozesses bereits nach 5 Lags so gut wie Null, die MA-
Parameter des fraktional differenzierten Rauschens sind hingegen auch nach 100
Lags noch klar positiv, so daB in der Tat weit in der Vergangenheit liegende Er-
eignisse die Gegenwart beeinflussen.

Die im Vergleich zu traditionellen ARMA-Prozessen langsamere Konvergenz
der MA-Parameter von fraktional differenziertem Rauschen 1aBt sich formal mit
Hilfe von Stirling’s Formel® zeigen:

0, ~u?1/T(d) fiir u — oo. (3.10)

Daraus folgt, sofern d < 1 ist, dafi die MA-Parameter des fraktional differenzierten
Rauschens hyperbolisch und damit im Vergleich zu den Parametern der unendli-
chen Moving-Average-Darstellung kausaler AR(p)-Prozesse, deren MA-Parameter
exponentiell gegen Null gehen, viel langsamer konvergieren.

Wie duflert sich nun der EinfluB auch von weit in der Vergangenheit liegenden
Storungen? In Abbildung 3.2 sind 1000 Beobachtungen von fraktional differen-

ziertem Rauschen mit d = 0,3 und einer Varianz des Weilen Rauschens o? von

und hat u.a. folgende Eigenschaften fir k € N,z € C

P(k+1) = & (3.3)
T(z+1) = zI(z) (3.4)
FEF1-2) = —— 0<z<L. (3.5)
Man beachte, da8 aus (3.4)
T(d+k)=(d+k—1)(d+k-2)--(d+ 1)d(d). (3.6)

folgt. Vgl. dazu Bronstein und Semendjajew [25, 1991, S. 103, 331].
3Stirling’s Formel lautet (Brockwell und Davis [24, 1991, S. 522]):

[(z) ~ V2re==t(z = 1)*"Y2 fiir £ — o0. (3.9)
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Unendliche Moving—Average—Darstellungen
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.28 0.32

Froktional differenziertes Rauschen mit d = 0.3
— — AR(1)~Prozess mit ay = 0.3 B

u

O
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Lags
Abbildung 3.1: VERLAUF DER MA-PARAMETER VON UNENDLICHEN MOVING-

AVERAGE-DARSTELLUNGEN EINES AR(1)-PROZESSES UND VON FRAKTIONAL
DIFFERENZIERTEM RAUSCHEN

Eins abgebildet. Die Realisation dieser Zeitreihe wurde mit der approximativen
Moving-Average-Methode generiert, welche in Abschnitt 3.3 dieses Kapitels dar-
gestellt wird. Bei Betrachtung von Abbildung 3.2 fallt auf, dafl die generierte
Zeitreihe durch Zyklen verschiedener Langen charakterisiert ist. Dabei erschei-
nen Zyklen mit grofer Periodenlinge vorherrschend, ohne daB jedoch ein Zyklus
einer bestimmten Periodenlinge dominieren wiirde. Mit anderen Worten, Long
Memory-Prozesse sind durch irregulare Zyklen gekennzeichnet. Ein besonderes
Merkmal von Long Memory-Prozessen ist aufierdem, daB die in einer Zeitreihe be-
obachtete maximale Periodenlinge mit der Zahl der Beobachtungen einer Zeitreihe
ansteigt. Mandelbrot, einer der Pioniere auf dem Gebiet der stochastischen Pro-
zesse mit Long Memory, charakterisiert Long Memory-Prozesse folgendermafen:

“The intensity of the low frequency components is manifested (...)
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Simulation von fraktional differenziertem Rauschen
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L

Froktional differenziertes Rauschen mit d = O.3J
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Abbildung 3.2: REALISATION VON FRAKTIONAL DIFFERENZIERTEM RAUSCHEN

MIT d =0,3 UND o =1

0 100 200

through an astonishing wealth of “features” of every kind. These funct-
ions swing up and down, sometimes irregularly, but also sometimes in
a near periodic fashion. In the latter case, irrespective of the total
sample size, the number of apparent cycles is approximately the same.
In other words, the apparent wavelength is near proportional to the
sample size, say, it equals about 10 in a sample of 30, about 100 in
a sample of 300, etc. (...) which means the cycles in question are
‘perceptual artifacts’ (Mandelbrot {141, 1972, S. 226, Bildunterschrift
zu Figure 1, Anfiihrungszeichen im Original]).

Die Eigenschaft “irreguldrer” Zyklen unterscheidet also fraktional differenziertes
Rauschen fundamental von den traditionellen ARMA-Modellen.

In welchem Parameterbereich mufi nun der Parameter d liegen, damit ein
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stationirer Long Memory-Prozef vorliegt? Wird die Approximation der MA-
Parameter (3.10) in die Stationaritatsbedingung (2.48) eingesetzt, folgt, daB fir
einen stationiren Long Memory-Proze8 1 + T u?d1) < oo erfillt sein mu8.
Beriicksichtigt man, daB eine Folge

S (3.11)

u=l
nur konvergiert, wenn j grofer als FEins ist4, ergibt sich als Stationaritatsbedingung
d < 05, Fiard > 05 konvergieren die MA-Parameter 6, zu langsam oder
{iberhaupt nicht gegen Null, damit deren quadratische Summe endlich sein konnte.

Um weiter den Parameterbereich fir stationire Long Memory-Prozesse zu
bestimmen, ist gemaB der Definition von Long Memory (2.21) die Kenntnis der
Autokovarianzfunktion erforderlich. Die Autokovarianzfunktion von fraktional
differenziertem Rauschen lautet®:

,T(1 — 2d) u-1+d

%eT2(] - d) 0<Hu<, u—d
r(1-240(r+d)

Tr—d+ DI@T1—d) ©

Mit Hilfe von Stirling’s Formel (3.9) erhilt man wiederum eine Anndherung fiir

It

¥(7)

(3.12)

T — 00

2d-1 I‘(l - 2d) 2
Y~ T —an@) e
Man sieht, da die Autokovarianzen mit zunehmenden Lags genau dann hyper-
bolisch abnehmen, wenn die Stationaritatsbedingung d < 0.5 erfiillt ist. Damit
schwichen sich die Autokovarianzen eines fraktional differenzierten Prozesses viel
langsamer als die Autokovarianzen von ARMA-Prozessen ab, die, wie in Abschnitt
2.2 gezeigt wurde, exponentiell gegen Null konvergieren. Eine Folge davon ist, dafl
bei der Prognose auch weit in der Vergangenheit liegende Beobachtungen eine
Rolle spielen. Dies impliziert allerdings auch, dafi im Vergleich zu Short Memory-
Prozessen fiir Mehrperiodenprognosen mehr Information zur Verfigung steht, da
der Einfluff gegenwartiger Beobachtungen weiter in die Zukunft reicht.

(3.13)

Untersucht man die Summierbarkeit der Autokovarianzfunktion (3.12) unter
Verwendung von deren Approximation (3.13) mit Hilfe der Konvergenzbedingung
j > 1 der Folge (3.11), zeigt sich, daB gilt:

i h(f)l{ Py }oo falls d{ 2 }o. (3.14)

T=—20

4Siche dazu Bronstein und Semendjajew [25, 1991, S. 357,3.1.14.2.2].

5Ein exakter Beweis findet sich in Brockwell und Davis [24, 1991, S. 521f].

6Fine Beweisskizze ist auf den Seiten 45 bis 46 zu finden. Ein exakter Beweis ist in Brockwell
und Davis [24, 1991, S. 523] bzw. in Adenstedt [1, 1974] enthalten.
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Daraus folgt, daB ein stationdrer Long Memory genau dann gegeben ist, wenn der
Parameter d innerhalb des Intervalls (0;0,5) ist. Ist hingegen d < 0, so liegt ent-
sprechend Definition 2 ein stochastischer Prozef mit Intermediate Memory vor, da
die Autokovarianzen nach (3.13) hyperbolisch und nicht exponentiell abklingen,
aber absolut summierbar sind. An dieser Stelle ist darauf hinzuweisen, daB diese
Unterscheidung in der Literatur nicht immer eingehalten und fraktional differen-
ziertes Rauschen (3.8) unabhingig vom Vorzeichen des Parameters d grundsatzlich
als Long Memory-Proze8 bezeichnet wird. Da sich die Eigenschaften von Interme-
diate und Long Memory-Prozessen im Frequenzbereich, wie weiter unten gezeigt
wird, sehr unterschiedlich sind, wird in dieser Arbeit jedoch zwischen Interme-
diate und Long Memory-Prozessen unterschieden und d als Intermediate/Long
Memory-Parameter bezeichnet.

Fraktional differenziertes Rauschen 1afit sich auch als ein unendlicher autore-
gressiver ProzeB darstellen. Die AR(oo)-Darstellung

(1 — BY*X, = ¢&;. (3.15)

erhalt man sofort aus der Invertierung des Filters (1—B)~ in der Moving-Average-
Darstellung (3.8). Die Parameter der unendlichen AR-Darstellung sind dabei
durch eine zu (3.1) analoge Potenzreihenentwicklung

(1-B) = 1—-dB+d(d2?l)B2—d(d—lg)!(d—2)B3+... (3.16)
+(—1)"d(d_1)”;l§d—u+1)B“+...=7r(B)

bestimmt, so daf bei Verwendung der Gammafunktion I'(z) fiir die einzelnen
AR-Parameter gilt:
I'(u—d)
I'(u+ 1)[(—-d)
Fiir groBe Lags 7 lassen sich die AR-Parameter wieder mit Hilfe von Stirling’s
Formel (3.9) durch

(3.17)

Tu =

=91

T(=d)
approximieren. Weiter gilt, daf unter der Bedingung d > —0,5 die unendliche
AR-Darstellung invertierbar ist”. Damit existieren sowohl die AR(co)- als auch

die MA(oo)-Darstellungen im gesamten Bereichd € D = (-0,5;0,5) und fraktional
differenziertes Rauschen ist fiir d € D kausal und invertierbar.

Ty ~

fir u— o0 (3.18)

Mit dem Modell des fraktional differenzierten Rauschens ist also eine ex-
trem sparsame Modellierung von linearen Prozessen méoglich, die entweder Long

"Vgl. dazu den Beweis zu Theorem 13.2.1 sowie die Definition 13.2.1 und Remark 2 in Brock-
well und Davis [24, 1991, S. 521f].
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Memory oder Intermediate Memory aufweisen. Wird dabei auf die Bedingung
der Stationaritat verzichtet, d.h. ist auch d > 0.5 erlaubt, enthalt der Prozef
(1 — B)*X, = ¢, auch das Random Walk-Modell

(1-B)Xt=¢& (3.19)

mit d = 1 als Spezialfall. Wie aus der Darstellung (3.1) des unendlichen MA-
Polynoms ersichtlich ist, bleibt der EinfluB einer Stdrung fir d 2> 1 unendlich
lange erhalten, d.h. wird unendlich lange in dem Proze8 X gespeichert. Man
spricht dann von einem perfekten Geddchtnis.

Fin Nachteil des Modells des fraktional differenzierten Rauschens ist aller-
dings, daB mit diesem Modell nur eine ganz bestimmte Klasse von Long Memory-
Strukturen erfaBt werden kann. Trotzdem ist die denkbare Alternative, AR(p)-
Modelle mit grofiem p zu verwenden, wenig attraktiv, da dann nicht ein, sondern
p Modellparameter zu schitzen sind.

3.1.2 Fraktional integrierte ARMA-Prozesse

Wirklich interessant wird das Modell des fraktional differenzierten Rauschens je-
doch erst, wenn es derart erweitert wird, da8 die simultane Schatzung von Struk-
turen mit Short und Long Memory méglich wird. Am einfachsten 148t sich dies er-
reichen, indem das fraktional differenzierte Modell um ein AR(p)- und ein MA(q)-
Polynom erweitert wird.

Definition 3 Der fraktional integrierte autoregressive Moving-Average-
ProzeB der Ordnung (p,d,q) bzw. der ARFIMA (p,d,q)-Proze8

Der stochastische Prozef {Xi}tez wird als ARFIMA (p,d,q)-Prozef8 bezeichnet,
wenn der Prozef {Xi}iez stationdr und d € D = (-0,50,5) ist, und er die
Differenzengleichung

«(B)(1 - B)*X, = B(B)e: (3.20)

erfillt, wobei e, ein Weifles Rauschen mit Varianz o? darstellt und a(B) sowie
B(B) das AR-Polynom der Ordnung p bzw. MA-Polynom der Ordnung q bezeich-

nen.

Das ARFIMA(p,d,q)-Modell ist unabhéngig von Granger und Joyeux [86, 1980]
sowie von Hosking [110, 1981] in die Zeitreihenanalyse eingefiihrt worden. Der

8vgl. Brockwell und Davis [24, 1991, S. 524, Def. 13.2.2).
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Unterschied zwischen einem fraktional integrierten und einem traditionellen auto-
regressiven Moving-Average-Prozefl besteht nun darin, da der ARFIMA(p,d,q)-
ProzeB ein ARMA-Proze8 ist, der nicht durch Weiles Rauschen {e:}, sondern
durch fraktional differenziertes Rauschen (1 — B) ™%

a(B)X. = A(B)(1 - B) ™% (3.21)

gesteuert wird. Fraktional differenziertes Rauschen entspricht damit einem ARFI-

MA(0,d,0)-Proze.

Auch Prozesse mit d > 0.5 konnen als ARFIMA(p,d,q)-Prozesse bezeichnet
werden. Allerdings sind diese Prozesse dann nicht stationar, kénnen aber durch
entsprechendes einmaliges oder mehrmaliges Bilden ganzzahliger Differenzen auf
ein stationires ARFIMA(p,d,q)-Modell zuriickgefihrt werden. Bereits seit Box
und Jenkins [21, 1970] sind einige Spezialfille des ARFIMA(p,d,g)-Modells in
der Zeitreihenanalyse weit verbreitet. Dies sind die sogenannten ARIMA(p,d,q)-
Modelle, die allerdings im Gegensatz zu den ARFIMA(p,d,g)-Modellen nur d € N
erlauben. Der Sonderfall mit p = ¢ = 0 und d = 1, das Random Walk-Modell,

wurde weiter oben bereits eingefiihrt.

Werden in der empirischen Analyse nur traditionelle ARIMA(p,d,q)-Modelle
verwendet, besteht die Gefahr, daB ein stationarer fraktional integrierter autore-
gressiver Moving- Average-Prozefi mit z.B. d = 0,45 falschlicherweise mit einem
nichtstationiren ARFIMA(p,1,q)-Modell geschitzt wird und es deshalb zu stark
verzerrten Schitzungen der AR- und MA-Parameter kommt. Umgekehrt ist es
ebenso méglich, daB die Schatzung eines nichtstationiren Long Memory-Prozesses
mit d = 0, 55 mit einem stationiren ARMA-Modell spezifiziert wird. Die Verallge-
meinerung des Definitionsbereichs von d € N der traditionellen ARIMA-Modelle
auf die reellen Zahlen ist deshalb von grofler Bedeutung.

Innerhalb des Kausalitits- und Invertibilititsbereich d € D = (-0,5;0,5)
des fraktional differenzierten Rauschens und unter der Voraussetzung, da das
AR- und das MA-Polynom keine gemeinsamen Nullstellen aufweisen, gelten fiir
den ARFIMA (p,d,q)-Proze8 folgende Eigenschaften:®

1. Der ARFIMA(p,d,q)-ProzeB ist kausal, wenn ganz analog zum traditionellen
ARMA-Modell alle Nullstellen des AR-Polynoms auBerhalb des Einheits-

kreises liegen.

2. Der ARFIMA(p,d,q)-ProzeB ist invertierbar, wenn wiederum analog zum
traditionellen ARMA-Modell alle Nullstellen des MA-Polynoms auflerhalb
des Einheitskreises liegen.

*Vgl. die Beweise in Brockwell und Davis [24, 1991, S. 525, Theorem 13.2.2].




9.1 Fraktional integrierte ARMA-Modelle 43

3. Die Autokovarianzfunktion klingt fir grofie 7 hyperbolisch ab
A(r)~Cr¥ 1t C>0 (3.22)

und zeigt damit das gleiche Konvergenzverhalten wie die Autokovarianz-
funktion (3.13) von fraktional differenziertem Rauschen. Die Autokovari-
anzfunktion selbst wird auf den Seiten 45 bis 46 dargestellt.

4. Die Spektraldichtefunktion eines ARFIMA(p,d,q)-Modells ist gegeben durch

I 1[G | P Y
flw) = ——-—-———la(e_‘-w)‘,ll |7 fe(w)- (3:23)

Dabei bezeichnen a(e=*) und B(e™*) die Fouriertransformierten des AR-
und des MA-Polynoms und f.(w) die Spektraldichte von WeiBem Rauschen
(2.40).

Die Ableitung der Spektraldichte f (w) eines ARFIMA(p,d,q)-Modells sei hier auf-

bauend auf dem Zusammenhang zweier Spektraldichten linearer Prozesse (2.41)
fx(w) = la(e™)* fr(w),

der in Abschnitt 2.1 genannt wurde, kurz skizziert.

Interpretiert man {Y:} als stationaren autoregressiven ProzeB, der von einem
stationiren ProzeB {X,} gesteuert wird, so 148t sich unter der Bedingung der Kon-
vergenz der Fouriertransformierten des linearen Filters {a,}uez die Spektraldichte
des autoregressiven Prozesses {Y:} durch

1
frw)= fo(w) (3.24)

berechnen. Mit Hilfe der Gleichungen (2.41) und (3.24) ergibt sich die Spek-
traldichtefunktion (3.23) eines ARFIMA (p,d,q)-Prozesses, d € (—0.5,0.5), wobei
lediglich noch die Fouriertransformierte des Long Memory-Filters (3.1), 6(e™™) =
(1 — e~*)~? eingesetzt werden muf.

Die Spektraldichtefunktion eines fraktional differenzierten Rauschens, bzw.
eines ARFIMA(0,d,0)-Prozesses, folgt als Spezialfall aus (3.23)

foule) = 1 = €| £ () = [28in( e (3.25)

Approximiert man diese Spektraldichte nahe dem Ursprung durch

foao(w) ~w ¥ fe(w), far w—0, (3.26)
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lassen sich die Eigenschaften von fraktional differenziertem Rauschen im Frequenz-
bereich leicht veranschaulichen. Liegt ein stationdrer Long Memory-Prozef vor,
d.h. ist 0 < d < 0,5, so geht der Sinusterm fiir w — 0 gegen Null und somit die
Spektraldichte gegen unendlich. Diese Eigenschaft von Long Memory-Prozessen
wurde bereits in Abschnitt 2.1 im Zusammenhang mit der Interpretation der Spek-
traldichte als gewichtete Summe von Autokovarianzen (2.39) diskutiert. Dort
wurde gezeigt, daB8 eine endliche Spektraldichte am Ursprung gerade eine sum-
mierbare Autokovarianzfunktion voraussetzt. Demnach werden Long Memory-
Prozesse im Frequenzbereich durch eine am Ursprung gegen unendlich gehende
Spektraldichte charakterisiert. Die im Zeitbereich gegebene Abhangigkeit von
zeitlich weit auseinanderliegenden Beobachtungen driickt sich im Frequenzbereich
gerade durch das Vorherrschen sehr kleiner Frequenzen bzw. extrem langer Peri-
odenlingen aus. Zur Veranschaulichung ist in Abbildung 3.3 die Spektraldichte
von fraktional differenziertem Rauschen abgebildet, wobei wie bei den vorange-
gangenen Abbildungen d = 0,3 gewéhlt und die Varianz des Weiflen Rauschens
gleich Eins gesetzt wird. Die Spektraldichte wird dabei jeweils an 1000 Frequen-
zen berechnet. Man sieht deutlich den starken Anstieg der Spektraldichte nahe
am Ursprung!®

Ist hingegen d < 0, so ist die Spektraldichte fiir w = 0 ebenfalls Null. Wie
in Abbildung 3.3 fir d = —0,3 gut zu erkennen ist, zeichnet sich Intermediate
Memory dadurch aus, daB im Vergleich zu den niedrigen Frequenzen die hoheren
Frequenzen starker vertreten sind. Im Zeitbereich aufert sich dies gerade in der
absoluten Summierbarkeit der Autokovarianzfunktion. Derartige Spektraldichten
kénnen mit traditionellen ARMA-Modellen ebenso wenig wie hyperbolisch ab-
klingende Autokovarianfunktionen erfaBt werden. Eine Anniherung iber grofie p
oder q ist empirisch nicht zu empfehlen, da die grofie Anzahl der zu schitzenden
Parameter deren Schitzqualitit beeintrachtigen kann.

Wie anhand Abbildung 3.2 exemplarisch erlautert wurde, sind Long Memory-
Prozesse auBerdem durch die Existenz irregularer Zyklen gekennzeichnet. Im Fre-
quenzbereich zeigt sich diese Eigenschaft in der Tatsache, dafl die Spektraldichte,
wie aus Abbildung 3.3 zu ersehen ist, an keiner Frequenz ein Maximum erreicht,
obwohl gleichzeitig die niedrigen Frequenzen vorherrschend sind.

Mit der Kenntnis der Spektraldichtefunktion ist es nun mdglich, die Auto-
kovarianzfunktion eines ARFIMA(p,d,q)-Prozesses durch Anwendung von (2.35)

10Gray, Zhang und Woodward [87, 1989] haben eine Verallgemeinerung des ARFIMA-Modells
entwickelt, die es erlaubt, die Frequenz w der Polstelle in der Spektraldichtefunktion innerhalb
des Intervalls 0 < w < 7 zu schitzen. Auf diese Weise ist es méglich, persistentes saisonales
Verhalten zu erfassen.
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Spektraldichtefunktionen

©
r,.) T M | A T v 1 r 1 v 1 T T
NL
~M
ARFIMA(0,d,0)—Prozess mit d = 0.30
1 | — — ARFIMA(0.d.0)-Prozess mit ¢ = —0.30 ]
N
o <
p— i =
- (@]
Yo
SN i
O
—©
= <® i
o
4
Qo |
) —
o]\
o
<L i
O -
O, - ’. _ 1 N I . 1 N L N L s 1 .
“ 00 04 0.8 1.2 1.6 2.0 2.4 2.8 3.2

Kreisfrequenz

Abbildung 3.3: SPEKTRALDICHTEFUNKTIONEN VON INTERMEDIATE UND LONG
MEMORY-PROZESSEN

auf (3.23) anzugeben

1 L[ 1B(e=™)? —iw|-2d i
= — Ll -e™ T dw, =0,1,.... 27

V(7) or e _/.,, Ia(e““')P“ e e T (3.27)
Fehlt sowohl der AR- wie auch der MA-Teil, so ist eine explizite Losung dieses

Integrals moglich! und es ergibt sich die bereits oben zitierte Autokovarianzfunk-
tion (3.12)

G T(1-2d) 1y k-1+d
A1) = ey II =3

0<k<T
T(1-2d0(r +d)
T(r—d+ DI —d) *

11yl zur Integration Brockwell und Davis [24, 1991, S. 523].
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Eine numerische Berechnung des Integrals ist allerdings nicht uneingeschrankt
zu empfehlen, da die numerische Integration eines uneigentlichen Integrals unzu-
verlissig sein kann. Dies ist dann der Fall, wenn fiir positive d die Spektraldich-
tefunktion fiir w — 0 gegen unendlich geht. Dariiber hinaus steigt die Zahl der
Integrationen mit zunehmender Lange der Zeitreihe.

Sowell [178, 1992] hat deshalb eine fiir numerische Berechnungen geeignetere
Form der Autokovarianzfunktion abgeleitet. Er war dabei in der Lage, das In-
tegral durch die Summation von p X q X ¢ Termen zu ersetzen, wobei p-mal die
Neuberechnung der hypergeometrischen Funktion'?

Flakas) = 3050 (328)
&~ _T(a+n)l(b+ I .
- ; T(a)[(b)T(c+ r)T(r +1) (3.29)

mit (a), = a(a+1)(a+2)- (a4+r-1),(a)o=1 und analog (b)r, (c), notwendig
ist. Die Autokovarianzfunktion eines ARFIMA (p,d,q)-Modells (3.27)*® 1aBt sich
dann durch

P 9 9
() =Y G Y BuBnC(dip+n—m—T:p) (3.30)

i=1 n=0 m=0
berechnen, wobei p; die i-te Waurzel des AR-Polynoms a( B) bezeichnet und fol-
gende Definitionen gelten:

G = (Pi [ = pirs) II - Pk)) (3.31)
j=1 k=1,k#4
Cldhp) I(1 — 2d)T(d + h) .22

T(1 —d+h)(1 - dI'(d)
[P F(d+h,1,1 ~d+h,p)+F(d-h1,1 —d—h,p)-1].

Anzumerken bleibt, daB sich fir p =0 die Berechnung der Autokovarianzen
wesentlich zu

ey I(1-2d)[(d-7+n-m)
W) =2 Z—;;F(l — LTl —d-7+n-m) (3.33)

12ygl. zur Definition der hypergeometrischen Funktion Bronstein und Semendjajew [25, 1991,
S. 445). Die zweite Zeile erhilt man durch Anwendung der Gleichungen (3.3) und (3.6). Um
die hypergeometrische Funktion lediglich p-mal berechnen zu miissen, leitet Sowell {178, 1992,
S. 21] die iterative Beziehung F(a,1,¢,p) = ;f':_‘—ﬂ[F(a ~1,1,c—1,p)— 1] ab.

13Hier wird die Schreibweise von Cheung (29, 1990, S. 18, Gleichung (45)] verwendet, indem die
Fouriertransformierte des MA-Teils |B(e~*)|? ersetzt wird durch DILAD DY ) Bre~ (=)

Sowell [178, 1992] schreibt dies als YF-_, Zmi"("'“) B,B,-1¢~"!, wobei er irrtiimlich in der

s=max(0,l)
Minimierungsbedingung ¢ — { anstatt g + | angibt.
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vereinfacht. Damit ist die Darstellung des fraktional integrierten ARMA-Modells
abgeschlossen.

3.1.3 Fraktionale Gaufiprozesse

Das ARFIMA(p,d,q)-Modell ist jedoch keineswegs das einzige Long Memory-
Modell, das in der Literatur vorgeschlagen wurde. Allerdings ist es das attrak-
tivste Modell, da es das einzige ist, da es erlaubt, simultan Short und Long
Memory-Prozesse zu modellieren und damit eine Verallgemeinerung der bereits
weitverbreiteten ARMA-Ansitze ermoglicht. Gerade die simultane Modellierung
von Short und Long Memory ist mit dem vor mehr als zwanzig Jahren von Man-
delbrot und Wallis [144, 1969] entwickelten stationren fraktionalen Gaufiprozefi
nicht méglich'*. Der fraktionale Gaupfprozef ist mit dem reellen Exponenten H,
0 < H < 1, parametrisiert und besitzt die Autokorrelationsfunktion

p(r) = % [Ir+ 127 =2 )7 - 1], 0<H <L (3.34)

Fiir grofie |7| kann die Autokorrelationsfunktion angenihert werden durch?!®

p(r) ~Cr*H-2 C >0. (3.37)

4Bereits ein Jahr vorher fihrten Mandelbrot und van Ness {143, 1968) im Bereich der zeit-
stetigen stochastischen Prozesse die fraktionale Brownsche Bewegung ein.

15Gieche dazu McLeod und Hipel [147, 1978, S. 496]. Die Approximation 128t sich folgender-
maBen zeigen. Zur Vereinfachung sei hier nur der Fall 7 > 1 betrachtet. Man bringe (3.34)
zunichst in Exponentialschreibweise

% [(,r+ 1)2}1 _ 2T2H + (T _ 1)2H]

— ; [cﬂ‘llog(r-d-l) _ 2e2Hlogr + e?Hlog(f—l)] .

p(1)

Mit Hilfe der Taylorapproximation ergibt sich

log(r + 1) ~ log 7 + %{(r+ 1) -7 =losf+%, (3.35)

1
log{r — 1) ~ log 7 + %[(7-— 1)—71]=logr - T (3.36)
Dies in (3.35) eingesetzt, fiihrt zu

1
_2_ [C2Hlogre§ — 9e2H logT +e2Hlogfe—§] .

p(1)

= -12—1'2" [e'} -2+e'é]
~ %‘r’” [2 e 2]

1
1 p2H-2
2
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Verwendet man wieder die Konvergenzbedingung einer Potenzreihe (3.11), so sieht
man, daf} die Autokorrelationsfunktion und damit auch die Autokovarianzfunktion
fir H < 0.5 konvergiert, hingegen fir H > 0.5 divergiert. Setzt man H =
d + 0.5, so zeigt sich, daf§ der fraktionale GauBproze8 das gleiche asymptotische
Verhalten im Zeit- und Frequenzbereich wie der ARFIMA (p,d,q)-Prozel aufweist
und dariiber hinaus Long und Intermediate Memory-Prozesse umfafit.

Mit Hilfe des stationaren fraktionalen Gaufiprozesses war es erstmals gelun-
gen, ein Phanomen stochastisch zu modellieren, das nach seinem Entdecker als
Hurst-Phinomen bezeichnet wird. Der Hydrologe Hurst ([115, 1951}, [116, 1956])
untersuchte Anfang der 50iger Jahre die iiber grofle Zeitraume verfiigbaren Da-
ten iiber den Wasserstand des Nils, um durch bessere Vorhersagen eine moglichst
optimale Nutzung der Staudimme zu gewahrleisten. Mit einer von ihm zu die-
sem Zweck entwickelten Schitzstatistik entdeckte er, daff diese Zeitreihen keinem
Short Memory-Proze8 entsprachen, sondern starke Abhangigkeiten zwischen weit
auseinanderliegenden Beobachtungen aufwiesen. Seitdem spielen stochastische
Prozesse mit Long Memory in der Hydrologie eine wichtige Rolle. Dies deutet
darauf hin, da gerade im Bereich der Natur stochastische Prozesse mit starken
Abhingigkeiten eine grofe Bedeutung haben. Es ist zu fragen, inwieweit sich diese
Eigenschaften auf dkonomische Zusammenhange ibertragen.

Nach der Prisentation der Eigenschaften des fraktional integrierten autore-
gressiven Moving- Average-Modells sowohl im Zeitbereich wie auch im Frequenzbe-
reich und einem Vergleich dieses Modells mit dem alteren fraktionalen Gaufipro-
zeB 1Bt sich zusammendfassend sagen, daB es das bisher allgemeinste lineare
Zeitreihenmodell darstellt, das mit einer geringen Anzahl an Parametern die si-
multane Erfassung von Long und Short Memory bzw. von Intermediate und Short
Memory erlaubt und dariiber hinaus auch die weitverbreiteten ARIMA-Modelle
einschlieBlich des Random Walks enthélt. Es wurde auBerdem argumentiert, daf
auch weiter in der Zukunft liegende Realisationen von Long Memory-Prozessen
gut prognostiziert werden kénnen. Deshalb werden im nachsten Abschnitt Pro-
gnoseverfahren, die auch fir stochastische Prozesse mit Long Memory geeignet
sind, vorgestellt.

und damit zu (3.37). Dabei wurde in der dritten Zeile folgende Approximation (Bronstein und
Semendjajew [25, 1991, S. 85, 1.2.2.3))

ev+e—y y2 y-i yz
—coshy-l+5!-+l_ﬁ...~1+-2—

verwendet.
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3.2 Prognosen mit ARFIMA-Modellen

In diesem Abschnitt werden Prognoseverfahren behandelt, die fir ARFIMA(p,d,q)-
Modelle geeignet sind. Die Kenntnis von Prognoseverfahren ist einerseits in Ka-
pitel 7 zur Analyse der Out-of-sample Prognosequalitdt von ARFIMA-Modellen
bei Wechselkursen notwendig, andererseits eine Voraussetzung zur Ableitung ei-
nes theoretischen Wechselkursmodells mit Wechselkurserwartungen in Abschnitt
6.5.

Es werden zwei exakte und zwei approximative Prognoseverfahren dargestellt.
Die approximativen Prognoseverfahren bieten sich als attraktive Alternative an,
wenn die Zahl der Beobachtungen einer Zeitreihe grof und die Berechnung der
Autokovarianzfunktion dementsprechend aufwendig ist. Ein Algorithmus zur Ver-
einfachung der exakten Prognose von Brockwell und Davis [24, 1991] sowie das
approximative Prognoseverfahren von Brockwell und Davis [24, 1991, S. 533-34]
stehen dabei im Mittelpunkt. Ein zweites approximatives Verfahren, das von Pei-
ris und Perera [160, 1988] vorgeschlagen wurde, wird am Ende kurz angesprochen.

Bei der Prognose geht es um die Vorhersage der zu erwartenden Realisatio-
nen eines stochastischen Prozesses im Zeitablauf. Auf Basis der bisherigen Reali-
sierung {1, ..., ¢} eines stationaren Prozesses {Xi,...,X¢} wird die Schitzung
%14h der Zufallsvariablen Xiyn im Zeitpunkt ¢ als h-Perioden Prognose bezeichnet.
Die Prognose ist selbst eine Zufallsvariable X4, Um die Giite einer Prognose
zu ermitteln, eignet sich als Gitema fir stochastische Prozesse mit endlicher
Varianz die mittlere quadratische Abweichung (mean squared error)

MSE[Xusn] = E[(Xern — Xewn)’], (3.38)

d.h. man betrachtet den Erwartungswert der quadratischen Abweichung der Zu-
fallsvariable X;44 von der Prognose Xi4n. Wird ein stochastischer Prozefl mit un-
endlicher Varianz geschitzt, so ist auch der M SE[X.44] unendlich. Ein Beispiel
eines solchen Prozesses ist ein linearer ProzeS X; = Yoo oo @uZt-u; der im Ge-
gensatz zu (2.15) nicht von identisch und unabhingig verteilten Zufallsvariablen,
sondern von einem Prozef angetrieben wird, dessen Zufallsvariable unabhéngig
und identisch verteilt sind, aber im Vergleich zur Normalverteilung eine grofiere

Dichte in den Enden der Verteilung aufweisen’®.

16ygl. zur genaueren Charakterisierung solcher Verteilungen Brockwell und Davis [24, 1991,
S. 535ff.]. Eine grofie Klasse von Verteilungen, die unendliche Varianz aufweisen konnen, ist die
Klasse der stabilen Verteilungen.
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3.2.1 Zwei exakte Prognosemethoden

Fiir stochastische Prozesse mit endlicher Varianz wird deshalb normalerweise die-
jenige Proguose als die beste bezeichnet, fir die die mittlere quadratische Ab-
weichung am kleinsten ist. Die beste Prognose von Xith entspricht damit dem
bedingten Erwartungswert!”

X¢+ﬁ = E[XHJ!IXD “any Xg]. (339)

Allerdings ist die exakte Berechnung des bedingten Erwartungswertes im allge-
meinen sehr schwierig, da in sie die gemeinsame Verteilung des stochastischen
Prozesses eingeht. Deshalb ist es haufig vorzuziehen, sich auf lineare Prognosen
zu beschranken'®

t
Xoen = 3 00 Xewr-io (3.40)
=1
wobei der Index (k) die Zahl der zu prognostizierenden Perioden angibt und die
Parameter Hﬁf) noch zu bestimmen sind. Besitzt der stochastische ProzeB einen
Mittelwert p ungleich Null, so ergibt sich die lineare Prognose gema8'®

t
Kn—p= 305 (Xesai — ) (3.41)

=1

Fiir einen stationiren stochastischen ProzeB ist die beste lineare Prognose
wiederum diejenige, die die mittlere quadratische Abweichung minimiert

t

. h
e(ugn";(m E[(Xt+h - § ogi)XH'l—")z] =
o e

=1

t t t
- h . h) gk - .
pin [o? =~ S e 11+ 3 DA )
1o 1 1=1

=1 j3=1
Aus den Bedingungen erster Ordnung ergibt sich das lineare Gleichungssystem

t

zgﬁj’y(j-i)=7(h+i—1), i=1,...,t (3.42)
1=1
das die Berechnung der Gx‘),i = 1,...,t erlaubt. Wie man sieht, erfordert die
Berechnung der besten linearen Prognose lediglich die Kenntnis der zweiten Mo-
mente, so da es nicht iberraschend ist, daB fir lineare Prozesse, fir die die

17ygl. dazu Schlittgen und Streitberg {172, 1989, S. 336].
18ygl. dazu Brockwell und Davis (24, 1991, S. 168, Gleichung (5.1.8)}.
19ygl. dazu Brockwell und Davis [24, 1991, S. 166].
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multivariate Normalverteilung gilt, die beste lineare Prognose (3.42) gleich der
besten Prognose des bedingten Erwartungswertes (3.39) ist%.

Damit sind alle (linearen) Prognosen von allgemeinen linearen Prozessen mit
endlicher Varianz die besten im Sinne des bedingten Erwartungswertes. Mit der
Einfithrung des ARFIMA(p,d,q)-Modells ist es deshalb méglich geworden, bei der
Prognose neben Short Memory auch Long Memory-Strukturen beriicksichtigen zu
kénnen, ohne auf die positiven Prognoseeigenschaften linearer Modelle verzichten
zu missen.

Trotzdem bleibt die Berechnung der besten linearen Prognose mit Hilfe des
Gleichungssystems (3.42) noch relativ aufwendig, da dessen Losung die Invertie-
rung der Kovarianzmatrix impliziert. Da dies fiir lange Zeitreihen aufwendig ist,
sei hierzu als Alternative der Innovationsalgorithmus von Brockwell und Davis
(24, 1991, S. 172] vorgestellt. Zu seinem intuitiven Verstandnis ist es hilfreich, die

Zufallsvariablen X3, ..., Xi, Xien als Basisvektoren von Raumen mit Dimqnsionen
1,...,L,t+h aufzufassen. Dann entspricht die beste lineare Prognose Xi+n der

Projektion von Xi4n auf den linearen Raum H, der von den Vektoren Xi,..., X:
aufgespannt wird. Dies ist gleichbedeutend damit, daB der Vektor (Xe+n — Xetn)s

der die Innovation angibt, zu den Vektoren X;,2 = 1,...,1 orthogonal ist. Der
Raum H; wird~jedoch auch von den Innovationen X, — Xqyo0, Xt — X, aufge-
spannt, wenn X; = 0 gesetzt wird, denn die Innovationen (Xj+ — ;+1) stehen

senkrecht auf allen X;,1 = 1,...,j und damit auf allen X, - Xi,i=1,..,1.
Deshalb gilt, daB sich die beste lineare Prognose X¢4n auch aus der Summe

t4+h—-1
Xepn = Z Oepn—1,i( Xewn—j — Xesh—j) (3.43)

i=h

berechnen 1ift. Die Berechnung von (3.43) wird durch den Innovationsalgorith-
mus von Brockwell und Davis (24, 1991] sehr erleichtert und ist auch fiir Mehrpe-
riodenprognosen moglich.

Proposition 1 Der Innovationsalgorithmus von Brockwell und Davis™
{X:} habe einen Erwartungswert von Null und eine nichtsingulire Kovarianzma-
triz [ox,x, )i j=1 Jir allet =1,.... Dann sind die h-Periodenprognosen Xeyn,t 20
und deren mittlere quadratische Abweichung MS E[)Z¢+h] gegeben durch

T = 0 X fallst=10 (3.44
thh = Zf:i'l Oppno1i( Xewhoi — Xe+h-s) fallst 2 1, 44)

20ygl. dazu Brockwell und Davis [24, 1991, S. 64].
21ygl. Brockwell und Davis (24, 1991, S. 172, Proposition 5.2.2 und S. 174f).
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und : "}4
MSE[X]] =0X1X1 ':
Otphr4h-1-k = M—w'[l'm (Ux.“.x,“. - Zf;é Ok k-30tsn—1,4n-1-;MS E[Xj+1]) ,
fir k=0,1,...,t+h -2,
v — t+h~1 p2 Y
MSE[XH-h] = OXepnXepn — 2j=h 0t+h—1,jMSE[Xt+h—j]-

(3.45)

Damit steht ein zweites exaktes Prognoseverfahren zur Verfiigung, daB die Inver-
tierung der Kovarianzmatrix vermeidet. AuBerdem eignet sich dieses Verfahren
auch zur Prognose von nichtstationiren Prozessen, da es nicht die Existenz ei-
ner stationdren Autokovarianzfunktion erfordert. Beide Prognoseverfahren setzen
jedoch die Kenntnis der Kovarianzmatrix voraus.

3.2.2 Zwei approximative Prognosemethoden

Die Berechnung der Autokovarianzfunktion eines ARFIMA (p,d,q)-Modells fiir d #
0 ist, wie in Abschnitt 3.1 gezeigt wurde, recht aufwendig, insbesondere dann,
wenn der AR-Teil nicht Null ist. Steht eine groBe Zahl von Beobachtungen einer
Zeitreihe zur Verfiigung, sind approximative Prognosemethoden eine attraktive
Alternative. Zwei approximative Methoden sind in der Literatur vorgeschlagen
worden, die eine von Brockwell und Davis [24, 1991, S. 533], die andere von
Peiris und Perera [160, 1988]. Beiden Methoden ist gemeinsam, daB X,,, nicht
auf den endlichen Raum H; mit den Basisvektoren X1,...,Xt, sondern auf den
Raum H; mit unendlich vielen Basisvektoren .. -y X1, X0, Xy, ..., X, projiziert
wird. Da die Basisvektoren ..., X_;, X, bei praktischen Prognosen natiirlich nicht
bekannt sind, miissen sie deshalb durch Nullsetzen approximiert werden, was den
approximativen Charakter dieses Verfahrens verursacht.

Wiren alle Basisvektoren bekannt, so wiren diese Verfahren ebenfalls exakt.
Diese Ausweitung des Projektionsraumes von H, auf H, ist notwendig, wenn die
Autokovarianzen ¥(7) nicht direkt in die Prognosegleichungen eingehen sollen,
sondern indirekt durch die Verwendung unendlich vieler MA-Parameter 1;, fir
die gemaf Gleichung (2.18) gilt, daB die unendliche Summe der Produkte dieser
MA-Parameter D e oo Yiitr = 4(7) ist. Eine exakte lineare Prognose erfordert
dann die Verwendung der unendlichen MA-Reprisentation (3.7) eines kausalen
und invertierbaren ARFIMA(p,d,q)-Prozesses

X: = Z 1/),-6:-,'

7=0
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bzw. der (dazu inversen) unendlichen AR-Représentation (3.15)

[~}
Er = Z (PJ‘XQ_J‘.
=0

Die Parameter der unendlichen Polynome (B) und (B) lassen sich analog zu
Gleichung (2.59) durch Koeflizientenvergleich aus

B(B)(1- B)™“a™!(B)
a(B)(1 - B)*f™(B)

¥(B)
¥(B)

bestimmen. (1 — B)~¢ und damit auch (1 — B)? sind durch (3.1) bzw. (3.16)
definiert.

Dann 1aBt sich die beste lineare (approximative) Prognose fiir einen kausalen
und invertierbaren ARFIMA(p,d,q)-ProzeB mit Mittelwert u fiir gegebenes ¢ mit
X, = X; fiir alle j <t berechnen durch?

Xiph—p = - Z 03 (Xetn-; — 1) (3.46)
=1
Xegh = p+ Y neranj (3.47)
j=h
und

h—1
MSE[Xu) =0 4l (3.48)

i=0

Man beachte, da8B fiir eine endliche Zahl von Beobachtungen auch die mittlere qua-
dratische Abweichung M SE[X,,4] approximativ ist, da zur exakten Berechnung
der h MA-Parameter v; nach Gleichung (2.18) unendlich viele Autokovarianzen
notwendig waren.

Stehen dem Anwender bereits geeignete Prognoseverfahren fiir reine AR-
MA(p,q)-Modelle zur Verfiigung, so ist das zweite Prognoseverfahren, das von
Peiris und Perera [160, 1988] vorgeschlagen wurde, vorzuziehen, da es lediglich
fir den Long Memory-Teil einen unendlichen Raum H, erfordert. Der Ansatz
von Peiris und Perera [160, 1988] wird hier jedoch nicht weiter verfolgt. Beiden
approximativen Verfahren ist gemeinsam, daf die Prognosen nur fiir eine grofie
Zahl an Beobachtungen zufriedenstellend sind.

22Giehe dazu Brockwell und Davis [24, 1991, S. 533 und S. 183, Theorem 5.5.1].
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3.3 Generierungsmethoden fiir ARFIMA-Pro-

zesse

In diesem Abschnitt werden vier Verfahren vorgestellt, mit deren Hilfe Realisatio-
nen von ARFIMA(p,d,q)-Prozessen erzeugt werden konnen. Die Generierungsme-
thoden sind eine Voraussetzung fiir die Analyse der Schatzeigenschaften verschie-
dener Long Memory-Schitzverfahren bei Vorliegen kurzer Zeitreihen in Kapitel
5. Die vier dargestellten Generierungsverfahren sind im einzelnen: eine appro-
ximative Moving-Average-Methode, ein Verfahren von McLeod und Hipel [147,
1978], ein Algorithmus von Hosking [111, 1984] und eine approximative ARMA-
Methode, ebenfalls von Hosking [111, 1984]. Das Verfahren von McLeod und
Hipel und der Algorithmus von Hosking [111, 1984] unterscheiden sich dabei nur
in der Methode, nicht aber im Ergebnis.

Methode 1: Die approximative Moving-Average-Methode

Dieses Verfahren ist sicherlich das einfachste, wenn es um die Generierung von
einfachem fraktional differenziertem Rauschen geht, da dessen unendliche Moving-
Average-Darstellung (3.8) X; = 6(B)e; mit Hilfe der Potenzreihendarstellung (3.1)
von (1 — B)~ fiir beliebig lange Lags leicht berechnet werden kann. Es ist nun
naheliegend, die unendliche Moving- Average-Reprasentation nach dem n-ten Lag
abzubrechen und den EinfluB aller &;_x mit k > n zu vernachlassigen

X, =) beees (3.49)

k=0

Diese Vorgehensweise 1a8t sich ohne weiteres auf ARFIMA(p,d,q)-Prozesse iiber-
tragen, indem nunmehr die unendliche Moving-Average-Darstellung analog zu
Gleichung (2.59) durch Koeffizientenvergleich gewonnen wird.

Allerdings ist die approximative Moving-Average-Methode nicht uneinge-
schrinkt zu empfehlen. Wird n zu klein gewahlt, ist kaum eine zufriedenstel-
lende Approximation des wahren Prozesses gewahrleistet. Selbst fir grofie n geht
der approximative Charakter dieses Verfahrens nicht véllig verloren, obwohl der
Rechenaufwand insbesondere fiir lange Zeitreihen betrachtlich ansteigt. Dariiber
hinaus muf} zur Generierung aller Werte X;,t < n auf simulierte Storterme zuriick-
gegriffen werden, die auflerhalb der zu generierenden Zeitreihe liegen. Der schwer-
wiegendste Einwand gegen diese Methode ist jedoch, daB die Autokovarianzfunk-
tion der erzeugten Zeitreihe nur asymptotisch der wahren Autokovarianzstruktur
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entspricht. Damit disqualifiziert sich diese Methode als Grundlage von Compu-
tersimulationen.

Methode 2: Die Methode von McLeod und Hipel

Eine theoretisch exakte und dabei fir fraktional differenziertes Rauschen
Jeicht berechenbare Methode haben McLeod und Hipel [147, 1978] eingefiihrt.

Sei P eine untere Dreiecksmatrix

pu 0 -0
p= ?21 Pn ’
i’T 1 PT 2 . PT T
mit deren Hilfe jede Zufallsvariable X;,t =1,..., T eines stochastischen Prozesses

als ein spezifisches MA(t)-Modell

t
X.= pye; firallet<T (3.50)
J=1
geschrieben werden kann. Mit € = (€1, .- ,er)’ verkiirzt sich diese Gleichung in
Matrixschreibweise zu
X = Pe. (3.51)

Die Kovarianzmatrix von X 138t sich dann in den Parametern der MA(t)-Modelle
(3.50) und der Varianz von WeiBem Rauschen o?

E(XX') = E(Pe(Pe))
= o*PP") (3.52)

ausdriicken.

Ist einem die Kovarinanzmatrix eines beliebigen Prozesses gegeben, so lassen
sich mit Hilfe der Cholesky-Dekomposition die Matrix P, d.h. die Parameter aller
MA(t) Modelle, und damit eine Zeitreihe mit entsprechender Autokovarianzstruk-
tur berechnen.

Soll ein ARFIMA(0,d,q)-ProzeB generiert werden, ist die iterative Berechnung
der Autokovarianzfunktion entsprechend (3.12) bei ¢ = 0 oder (3.33) bei ¢ # 0
nicht viel aufwendiger als die Kalkulation der unendlichen MA-Darstellung in
Methode 1. Geht es jedoch um die Erzeugung eines allgemeinen ARFIMA(p,d,q)-
Prozesses, d # 0, miissen die Autokovarianzen entweder aus (3.27) unter Verwen-
dung numerischer Integrationsverfahren oder aus (3.30), (3.31) und (3.32) unter
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Verwendung der hypergeometrischen Funktion (3.28) berechnet werden. In Ab-
schnitt 3.1 wurde argumentiert, daf die numerische Integration fiir positive d
unzuverlassig sein kann und in diesem Fall das letztere Verfahren verwendet wer-
den sollte. Damit erfordert diese Generierungsmethode unter Umstanden einigen
Programmieraufwand.

Es bleibt festzuhalten, daB diese Generierungsmethode zumindest fiir frak-
tional differenziertes Rauschen Methode 1 vorzuziehen ist. Ein Verfahren, das zu
denselben Ergebnissen fithrt und entsprechend ebenfalls die Kenntnis die Autoko-
varianzstruktur erfordert, jedoch nicht die Cholesky-Dekomposition einer Matrix,
ist folgende Methode 3.

Methode 3: Die Methode von Hosking

Anstatt die Zufallsvariable X, aus den Realisationen von Weiem Rauschen
mit Hilfe von MA(t)-Modellen zu bestimmen, nutzt Hosking [111, 1984] aus, da8,
gegeben die Information iiber vergangene Realisationen X3, ..., Xi-1, die X; durch
eine bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung bestimmt sind. Unter der Annahme
der Normalverteilung ergibt sich

Xt ~ N(E[Xngl, ey Xi-—l]a V(lT‘[Xng], ey Xt—l])a

wobei E[X;] = ¢ und Var[X;] = 7(0). Die Berechnung der bedingten Erwar-
tungswerte und Varianzen erfordert auferdem eine Bestimmung der Parameter
Yiy- -y P, 1 <t < T der unteren Dreiecksmatrix ¥, so daB

m¢+1 = E'[XH,“Xl, ceey Xf] = 'l,[)ﬂXg + d)t’lXt—l + e + "l)ttxl (353)
und
vtaz = VGT[XH.lle, v ,Xt] = E[(XH.l it E[Xt+1lxl, .o ,Xg])z]. (354)

Hosking {111, 1984] verwendet hierzu de facto den Durbin-Levinson Algorithmus,
auch wenn er ihn nicht explizit benennt. Ein Beweis dieses Algorithmus findet
sich 2.B. in Brockwell und Davis [24, 1991, Proposition 5.2.1, S. 169-171]. Der
Algorithmus lautet:

Proposition 2 Der Durbin-Levinson Algorithmus:

Es sei {X,} ein stationdrer Prozefi mit Mittelwert Null und Autokovarianzfunktion
~(+), so daf 4(0) > 0 und y(h) — 0, falls h — oo. Dann erfillen die Koeffizienten
der Matriz ¥ und die bedingten Varianzen v,a? wie in (3.58) und (3.54) definiert
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folgende Beziehungen: P = :—L((l]))-,vgaf = Yo,

t-1

Yo = (1) = D beerv(t = Dy (3.55)
=1
d)tl ¢t—l.1 ¢t—1,t—1
: =1: —Yu | (3.56)
wt,t-—l d)t—l,t—-l 1pt—l,l
und
vy = vea [l — Vi) (3.57)

Wie bereits Hosking [111, 1984] bemerkt, ist dieses Methode mit dem Ver-
fahren von McLeod und Hipel dquivalent. Da Hosking auf einen Nachweis dieser
Behauptung verzichtet, wird wird hier eine Beweisskizze dargestellt.

Theorem 1 Die Generierungsmethoden von MecLeod und Hipel (Methode 2) und
von Hosking (Methode 3) fihren beide zu identischen Ergebnissen bei der Gene-
rierung beliebiger Zeitreihen, sofern die theoretische Kovarianzmatriz existiert.

Beweisskizze: Mit Methode 3 erzeugt man eine beliebige Realisation von {X:}
durch
Xt~N(m,,v10'3) tZl.
Damit 148t sich schreiben
Xg = \/Vt-1€t + my, (358)

wobei &, ~ N(0,0?) wie bei Methode 2 WeiBemn Rauschen entspricht. Werden
nun die Ausdriicke fiir den bedingten Erwartungswert (3.53) und der bedingten
Varianz (3.54) in (3.58) eingesetzt, erhilt man

X] = Vo€l
X, = JVuiez+vnXi = Vvigz + P11v/V0€1
X = s+ ¥nXz +¥nXi
= use3+ ¥ny/nie2 + (Ya1t113/vo + Yaz4/V0)E1
3

= E P3j€3—j-
=1

Damit erhalt man wieder einen MA(t)-Proze8 fiir jedes X,. Wendet man den
Durbin-Levinson Algorithmus an, konnen die Koeffizienten der Matrix ¥ und
die bedingten Varianzen v,02 ausschlieBlich in termini der Autokovarianzen ge-
schrieben werden. Dann ist jeder Koeflizient p:x ausschlieBlich ein Ausdruck von
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Autokovarianzen. Dies gilt natiirlich auch fir die Elemente der Matrix P, die
man durch die Cholesky-Zerlegung bei Methode 2 erhilt. Durch iterative Be-
rechnungen 1aft sich dann die Aquivalenz der Koeffizienten pex and pek zeigen.
=}

Methode 4: Eine approximative ARMA-Methode

Ist es nicht moglich, fiir einen ARFIMA(p,d,q)-ProzeB mit p,q > 0 die exakte
Autokovarianzfunktion zu berechnen und mochte man trotzdem den fraktional
differenzierten Proze theoretisch exakt generieren, steht eine weitere Methode
zur Verfiigung, die ebenfalls von Hosking [111, 1984] vorgeschlagen wurde. Dieser
Methode liegt die Tatsache zugrunde, daB, wie bereits in Abschnitt 3.1 gezeigt
wurde, jeder ARFIMA(p,d,q)-ProzeB {X.} als ARMA-Proze$ (3.21)

a(B)X: = B(B)Z,

aufgefaBt werden kann, der von fraktional differenzierten Rauschen Z; = (1 —
B)~ %, gesteuert wird. Werden die AR- und MA-Polynome explizit eingesetzt,
ergibt sich die Gleichung

14
Xe=Y auXewt Eq: BuZiw. (3.59)
u=1

u=0

Soll ein ARFIMA(0,d,q)-Prozef der Lange T generiert werden, so sind zunachst
T + q Werte eines ARFIMA(0,d,0)-Prozesses mittels Methode 2 oder 3 zu generie-
ren. Beide Methoden erfordern die Berechnung der Autokovarianzfunktion eines
fraktional differenzierten Rauschens, welche gut mit Hilfe von (3.12) berechnet
werden kann. Die X, ergeben sich dann direkt aus (3.59).

Enthalt der ARFIMA(p,d.g)-Prozef dariiber hinaus einen AR-Teil, so ist zu
beriicksichtigen, dafl die ersten X,’s kaum eine dem wahren ProzeB entsprechende
Kovarianzstruktur aufweisen, wenn alle X1—p,...,Xo Null gesetzt werden. Des-
halb ist es empfehlenswert, die Generierung der X; bereits bei t > —L zu be-
ginnen, damit derartige Initialisierungseffekte vernachlassigbar werden. Hosking
[111, 1984] schlagt vor, L so zu wahlen, daB |all < e ist, wobei a die grofite
Losung der charakteristischen Gleichung des AR-Polynoms a(z) = 0 bezeichnet.
Fiir ¢ gibt Hosking (111, 1984] 0,01 vor. Insgesamt sind dann T + L + g Werte des
fraktional differenzierten Rauschens zu generieren. Diese Generierungsmethode
hat gegeniiber der approximativen Moving-Average-Methode den Vorteil, daff die
Long Memory-Struktur, die durch d vorgegeben wird, exakt generiert wird. Le-
diglich bei Vorliegen eines AR-Teils ist eine Approximation notwendig.
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Damit ist die Darstellung der vier Generierungsverfahren abgeschlossen. Sie
bildete den letzten Teil dieses Kapitels. Vorangegangen ist eine ausfihrliche
Einfithrung in die Eigenschaften von verschiedenen Long Memory-Modellen im
Zeit- und Frequenzbereich. Betont wurde dabei, daf das fraktional integrierte
ARMA-Modell einen flexiblen Rahmen bietet, um gleichzeitig herkémmliche Short
Memory und Long Memory-Prozesse modellieren zu kénnen und in der empi-
rischen Arbeit ein Verzicht auf die Beriicksichtigung etwaiger Long Memory-
Komponenten zu stark verzerrten Parameterschitzungen fithren kann. Anschlies-
send wurden exakte und approximative Prognosemethoden dargestellt, mit denen
die Long Memory-Struktur eines stochastischen Prozesses fiir auch mehrperiodige
Prognosen ausgenutzt werden kann. Das nichste Kapitel ist verschiedenen Schatz-
verfahren fiir fraktional integrierte ARMA-Prozesse gewidmet.






Kapitel 4

Schatzverfahren fiir Long

Memory-Prozesse

In diesem Kapitel werden Methoden zur Schitzung von fraktional integrierten
ARMA-Prozessen vorgestellt. Dazu gehéren das Geweke/Porter-Hudak-Verfahren
sowie ein exaktes und zwei approximative Maximum-Likelihood-Verfahren. Die
zwei approximativen Maximum-Likelihood-Methoden umfassen dabei den Whittle-
schatzer und dessen Approximation. Das erste Verfahren erlaubt ausschliefllich die
Schatzung des Intermediate/Long Memory-Parameters d, zeichnet sich aber dafiir
durch seine einfache Berechenbarkeit aus, da es lediglich die Durchfithrung einer
Regression erfordert. Die Schitzung durch Maximierung der in diesem Kapitel
vorgestellten Likelihoodfunktionen setzt hingegen numerische Optimierungsver-
fahren voraus, erméglicht aber gleichzeitig eine simultane Schatzung der Short
und Long Memory-Parameter. Allen im folgenden dargestellten Verfahren ist
gemeinsam, daB zur Ableitung der asymptotischen Verteilung der jeweiligen Pa-
rameterschitzungen die Normalverteilung der Stoérvariablen vorausgesetzt werden
muf.

Einen Schwerpunkt dieses Kapitels bildet dariiber hinaus der Nachweis, da8
der Whittleschatzer sehr einfach auf der Grundlage der Autokovarianzfunktion
berechnet werden kann und es somit keinen Grund mehr gibt, sich in der em-
pirischen Arbeit im Rahmen der approximativen Maximum-Likelihood-Verfahren
ausschlieBlich auf die Verwendung des approximativen Whittleschitzers zu be-
schranken. Fiir den Fall, daB kein geeignetes Computerprogramm zur Berech-
nung der Autokovarianzfunktion zur Verfiigung steht, wird eine explizite Formel



62 Kapitel 4.  Schitzverfahren fir Long Memory-Prozesse

abgeleitet, die eine exakte und schnelle Berechnung des Whittleschitzers erlaubt.
Grundlage hierfiir ist die Ableitung der Autokovarianzfunktion von Sowell {178,
1992].

Der Aufbau des Kapitels ist wie folgt. In Abschnitt 4.1 wird das Geweke/Por-
ter-Hudak-Verfahren dargestellt. Abschnitt 4.2 ist den verschiedenen Maximum-
Likelihood-Methoden gewidmet. Im letzten Abschnitt 4.3 wird eine alternative
Berechnungsmoglichkeit des Whittleschatzers dargestellt und bewiesen.

Auch wenn dieses Kapitel ausschlieBlich Schatzverfahren fir ARF IMA-Pro-
zesse zum Inhalt hat, so sollte trotzdem die Existenz der “R/S-Statistik” Erwéh-
nung finden, da dieser Test die Entwicklung von linearen Prozessen mit Long
Memory angestofien hat und Booth, Kaen und Koveos [19, 1982] mit einer Wei-
terentwicklung dieser Teststatistik die ersten empirischen Ergebnisse iiber Inter-
mediate oder Long Memory in den Wechselkursen erzielten!. Die “R/S”-Statistik
geht auf den englischen Hydrologen Hurst2[115, 1951] zuriick. Thre Verwendung
erfordert keine Spezifikation eines stochastischen Long Memory-Prozesses, so dafl
in der Alternativhypothese auch Long Memory-Prozesse enthalten sind, die nicht
dem fraktional integrierten ARMA-ProzeB entsprechen. Aufgrund dieser All-
gemeinheit hat sich das Interesse an ihr bis heute erhalten. Mandelbrot [141,
1972], [142, 1975 verfeinerte als erstes die “R/S”-Statistik. Erst kiirzlich hat
Lo [136, 1991} eine “modifizierte R/S”-Statistik vorgeschlagen. Er versucht da-
bei, eine Schwiche des bisherigen “R/S”Statistik zu beheben, die darin besteht,
daB sie empfindlich auf das Vorliegen von Short Memory reagiert. Die Nullhy-
pothese des “modifizierten R/S”-Tests schlieft hingegen eine grofie Klasse von
Short Memory-Prozessen ein und erlaubt damit einen machtigeren Test auf das
Vorliegen von Long Memory-Prozessen®. Allerdings zeigt Cheung {29, 1990] in
ausgiebigen Monte-Carlo-Simulationen, da8 die Macht des modifizierten R/S-
Tests bei relativ kurzen Zeitreihen abnimmt, wenn ein ARFIMA(p,d,q)-Modell
mit p > 0 und ¢ > 0 zugrundegelegt wird. Dies ist offensichtlich der Preis dafiir,
daB auf die Annahme eines spezifizierten stochastischen Prozesses wie z.B. ei-
nes ARFIMA(p,d,q)-Prozesses verzichtet wird. Da in dieser Arbeit ausschlieBlich
ARFIMA (p,d,q)-Prozesse eine Rolle spielen, werden die zwei Varianten der “R/S”-
Statistik nicht weiter verfolgt.

1vgl. dazu Kapitel 7.
2Giehe dazu auch die Ausfithrungen in Unterabschnitt 3.1.3.

3Lo {136, 1991] verwendet dabei eine schwichere Definition von Long Memory.
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4.1 Das Geweke/Porter-Hudak-Verfahren

Das Geweke/Porter-Hudak-Verfahren ist ein semiparametrisches Verfahren zur
Schatzung des Intermediate/Long Memory-Parameters d, da es keine Spezifikation
des AR- oder MA-Polynoms erfordert. Es besteht aus einer einfachen Regression
auf der Grundlage der Spektraldichte des ARFIMA(p,d,q)-Modells (3.23)

|B(e™™)[? —iw|-2d
flw) = mll — e |7 fe(w)
= |1 —e ™™ fanma(w)
= (4sin2(w/2))"deRMA(w), (4.1)
wobei farma(w) = %{{-L:;%l; die Spektraldichte eines ARMA-Modells ist. Die
Regressionsbeziehung lafit sic|h nun ableiten, indem die Spektraldichtefunktion in
der Schreibweise (4.1) logarithmiert und auf der rechten Seite In farma(0) addiert
und subtrahiert wird. Man erhalt dann

farma(w)
farma(0)

Fiigt man auf beiden Seiten das Periodogramm I(w) hinzu und stellt um, so gilt
an den Fourierfrequenzen w, = 27xt/T,t =1,2,..., T-1:

In f(w) = In farm4(0) — dn(4sin’(w/2)) +1n

Inl(w;) =1n 0)—dln 4sin? 2y 41 fARMA(w')—kl . 4.2
(we) faraaa(0) (4 2) " Farma(0) " Flwo) (42
Das Periodogramm’*
= . =
I(w) = 7 Z F(r)e Y = o Z A(7) cos Tw, (4.3)
T T=-T+1 4 r=-T+1

entspricht dabei dem empirischen Analogon der Spektraldichtefunktion durch An-
wendung von deren Definition (2.34) auf eine gegebene Realisation {z:}i=1,..T
einer Zeitreihe, indem die empirische Autokovarianzfunktion®

T-|7|

i) = 3 (al) - D)t + 1) = 2) (44)

4Vgl. dazu Brockwell und Davis {24, 1991, S. 334, Proposition 10.1.2] oder Hannan [90, 1973,
S. 131]. Man beachte, daf Hannan die Definition des Periodogramms so wihlt, daf der Er-
wartungswert des Periodogramms gerade der Spektraldichtefunktion f(w), w # 0 entspricht,
Brockwell und Davis [24, 1991, S. 343] hingegen auf den Faktor 1/(2x) in der Definition verzich-
ten. Siehe Priestley [165, 1981, S. 398, Lemma 6.1.1] fiir einen Beweis des zweiten Gleichheits-
zeichens, wobei darauf hinzuweisen ist, daB Priestleys [165, 1981, S. 395, Gleichung (6.1.24)}
Definition des Periodogramms anstatt des Faktors 1/(27) den Faktor 2/7 enthalt.

5Vgl. hierzu Brockwell und Davis {24, 1991, S. 28-9, Definition 1.5.2].
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mit = F Z:T=1 z(t) anstelle der theoretischen Autokovarianzfunktion (2.13) Ver-
wendung findet. Betrachtet man nun Gleichung (4.2), so ist fiir Frequenzen
nahe Null, w; < Wm, wm klein, der vorletzte Term im Vergleich zu den ande-
ren Ausdriicken auf der rechten Seite vernachlassigbar. Mit a = In farm 4(0) und

dem Storterm 7 = In ;%’;% erhilt man dann eine einfache lineare Regression
lnI(wt)=a—dln(4sin2‘f2—t)+m, t=1,...,m. (4.5)

Um das adiquate Schitzverfahren fiir diese lineare Regression zu finden, ist es
notwendig, die Verteilungseigenschaften des Storterms 7, zu analysieren. Grund-
lage hierfiir sind die im folgenden kurz dargestellten Verteilungseigenschaften der
Periodogrammschatzungen an den Fourierfrequenzen.

Nach Schlittgen und Streitberg [172, 1989, S. 268, Satz 6.2.3] gilt fiir einen
linearen stochastischen ProzeB {X,} der Lange T mit absolut summierbarer Au-
tokovarianzfunktion asymptotisch

1
flwe)
d.h. das Periodogramm ist an den Fourierfrequenzen asymptotisch exponential-
verteilt mit Erwartungswert f(w). Diese Eigenschaft wird verstandlicher, wenn

man zunichst das Periodogramm umformt zu einer Summe® von Kosinus- und
Sinusfunktionen

I(w) ~ em /1), (4.6)

I{we) = [A(w))* + [B(w)l?, (4.9)

6Djese Form erhilt man, indem die empirische Autokovarianzfunktion (4.4) mit Z = 0 in die
Definition des Periodogramms (4.3) eingesetzt, eine geeignete Substitution der Indices vorge-
nommen und die trigonometrische Darstellung einer komplexen Zahl verwendet wird

T-1 T-i7i

51—:—’5 }: Z”(j)l'(j+|r|)e-i'w«

r=-T+1 j=1

1 L& o
= oo 3 Y a(@z(e

s=1j=1
T T

- 5:_7 T z(s)em e 3 z(s)eise (4.7)

s=1 i=1

I(wt)

Durch weiteres Umformen erhilt man schlieBlich Gleichung (4.9)

T T T T
Hw) = —2——}? [Z z(s) cos(sw) — iz z(s) s'm(sw‘)] ‘iz z(j) cos(jw:) + iz z(j) sin(jw,)}

s=1 541 j=1 i=1

1 T 2 1 T 2
5T [Z z(s) cos(swt)] + 57 [Z z(s)sin(su,)] .

s=1 s=1

(AWl + [Blwd)]*-




4{.1. Das Geweke/Porter-Hudak- Verfahren 65

wobel

T
Aw) =\ 5 3 2(5) cos(jwe),
27T 4

j=1

T
B = |/ gom 3 #0) sini).
2xT 4

=1

Betrachtet man das Periodogramm von Weiflem Rauschen {&}, so gilt, daB so-
wohl A(w;) als auch B(w) normalverteilt sind. Damit ist die Summe der Qua-
drate von A(w;) und B(w:) Chi-quadrat-verteilt mit Freiheitsgrad 2. Eine Chi-
quadratverteilung mit Freiheitsgrad 2 ist jedoch identisch mit einer Exponential-
verteilung”. Fir einen allgemeinen ARFIMA-ProzeB mit Intermediate Memory
ist dieses Ergebnis nur asymptotisch giltig, da die Unabhinigkeit zwischen den
Periodogrammwerten an verschiedenen Fourierfrequenzen nur noch asymptotisch
gilt. Die Bedingung der absoluten Summierbarkeit der Autokovarianzfunktion
stellt dabei sicher, daB die Verteilung des Periodogramms tatsachlich konvergiert.

Geweke und Porter-Hudak [78, 1983, S. 925] argumentieren nun, daf der
Storterm 7¢ an den Fourierfrequenzen wy asymptotisch unabhéngig verteilt ist,
wenn die Bedingung der absoluten Summierbarkeit fir ARFIMA(p, d, q)-Prozesse,
d.h. —0,5 < d < 0 erfiillt ist. Deshalb kann bei einer geeigneten Wahl der Zahl
der verwendeten Periodogrammwerte m die einfache Kleinst-Quadrat Methode
angewendet werden. Fir m muf dabei gelten, daf m/T — 0, wenn T — oo.
Die Bedingung m/T — 0, wenn T — oo, ist notwendig, um die asymptotische
Normalverteilung von d abzuleiten

d ~ AN(d ), T — oo, (4.10)

x?

"6 (v — 9)°
wobei y; = In(4sin®%) und § deren Mittelwert ist. Fiir die Funktion m(T)
schlagen Geweke und Porter-Hudak (78, 1983] selbst die Funktion m = T* vor,
wobei sie in verschiedenen Monte-Carlo-Simulationen mit o = 0.5 die besten
Resultate erzielten.

Wie jedoch Hassler [98, 1993] und Robinson [170] unabhéngig voneinander
zeigen, ist der von Geweke und Porter-Hudak gewihlte Nachweis von (4.10) nicht

Man beachte, daB aus (4.7) die Definitionsgleichung eines Periodogramms folgt

T

2
}:x(s)e"'“'\ , (4.8)

s=1

I(w:) =

1
2zT
die normalerweise in der Literatur verwendet wird und aus der dann (4.3) abgeleitet wird. Vgl
zur Umformung Brockwell und Davis [24, 1991, S. 334] und zur Ableitung der Verteilungseigen-

schaften Priestley [165, 1981, S. 395fT.].
7Vgl. Brockwell und Davis [24, 1991, S. 344, Proposition 10.3.2]
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korrekt, da die postulierte asymptotische Unabhangigkeit der Stérterme 5, nur fiir
d = 0 erfiillt ist. Der erste Grund hierfir ist die Division des Periodograms durch
eine Spektraldichte von Null im Falle von Intermediate Memory und 7' — co. Wie
beide Autoren zeigen, kann dies vermieden werden, wenn bei der Regression (4.5)
lediglich die Fourierfrequenzen w; = n,n +1,..., m verwendet werden, wobei fiir
T — oc n ebenfalls gegen unendlich gehen mufi. Da Hassler sich auf den Fall von
Intermediate Memory beschrankt, wihrend Robinson den gesamten Bereich von
stationdren und invertierbaren ARFIMA-Prozessen —0,5 < d < 0,5 betrachtet,
unterscheiden sich die von beiden Autoren genannten Bedingungen, die n fiir
T — oo erfiillen mufi®. Aufgrund von einigen Monte Carlo-Simulationen schlagt
Hassler [98, 1993] fiir praktische Anwendungen jedoch vor, dafi n = 1 gesetzt
werden kann, falls die Zeitreihen nicht zu lang sind.

Fiir die Ableitung der asymptotischen Unabhangigkeit der Storterme 7, benoti-
gen daritber hinaus beide Autoren normalverteilte Storterme des ARFIMA-Pro-
zesses €;. Neben der Ableitung von (4.10) sowohl fiir Intermediate Memory als
auch fiir Long Memory, umfafit Robinsons {170] Asymptotik auch multivariate
Long/Intermediate Memory Modelle.

Der Vorzug des Geweke/Porter-Hudak-Verfahrens ist im Vergleich zu den
Maximum-Likelihood- Verfahren, die in den nachsten Abschnitten dargestellt und
diskutiert werden, dessen einfache Anwendbarkeit. Es bietet sich deshalb auch als
erste Stufe einer zweistufigen Schitzung von ARFIMA(p,d,q)-Modellen an. Im er-
sten Schritt wird die Zeitreihe {x:};=;, . mit dem geschitzten Intermediate/Long
Memory-Parameter d differenziert. AnschlieBend wird die fraktional differenzierte
Zeitreihe y, = (1 ~ B)?z, den bekannten Schitzverfahren fir ARMA(p,q)-Modelle
unterzogen. Die Unabhangigkeit der Schitzung des Intermediate/Long Memory-
Parameters von der Spezifikation der Short Memory-Komponenten ist ein weiterer
Vorzug des Geweke/Porter-Hudak-Verfahrens.

Sowell [179, 1992] hat das Geweke/Porter-Hudak-Verfahren in seiner em-
pirischen VerlaBlichkeit kritisiert, da mit der Regel m = T%° auch noch Short
Memory-Einflisse die Schitzung von d beeinflussen kdnnen. Sein Argument ist,
daB bei z.B. 169 vierteljahrlichen Beobachtungen einer BSP Zeitreihe, die un-
gefahr 42 Jahre umfassen, auch Zyklen von ca. 3 Jahren die Schitzung von d
beeinflussen. Dies ist zwar richtig, da fiir eine Zeitreihe dieser Linge m = 13
Periodogrammschitzungen vorliegen und die (Kreis-)frequenz w3 = (27)13/169
einer Periodenlange von 13 Quartalen und damit von ca. 3 Jahren entspricht. Al-
lerdings verkniipft Sowell bei diesem Argument die Memory-Eigenschaften einer
Zeitreihe mit deren Erhebungsfrequenz und bezieht auf diese Weise Short Memory
auf die Kalenderzeit. Dies ist nicht besonders sinnvoll, da z.B. bei Verwendung

8Fiir Details siche Hassler [98, 1993, S. 4, Gleichung (8)] und Robinson [170, S. 16, Assump-
tion 6].
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von 169 Monatsdaten w;3 gerade einem einjahrigen Zyklus entsprechen wiirde, was
in der Konjunkturtheorie definitiv unter kurze Zyklen fallen wiirde. Die Definition
von Short oder Long Memory-Eigenschaften macht also immer nur beziiglich ei-
ner gegebenen Zeitreihe Sinn. Die Interpretation einer Schitzung hinsichtlich der
Kalenderzeit muB deshalb immer die Erhebungsfrequenz einer Zeitreihe beriick-
sichtigen.

Allerdings bleibt Sowells Kritik in dem Sinne gerechtfertigt, dafl die Schatzung
von d in obigem Fall der vierteljahrlichen BSP Daten entscheidend durch die Kon-
junkturzyklen beeinfluBt wird. In der Tat ist die starke Abhangigkeit der Ver-
zerrung der Geweke/Porter-Hudak Schatzung von AR- oder MA-Komponenten,
wie sie von Agiakloglou, Newbold und Wohar (3, 1993] oder auch Hassler [97,
1993] aufgezeigt wird, ein Nachteil dieses Schitzverfahrens. Es ist damit letzt-
lich nur zur Analyse von fraktional differenziertem Rauschen geeignet. Allerdings
ist es moglich, eine mogliche grofie Verzerrung durch ARMA-Komponenten zu
entdecken, indem man, wie Hassler [97, 1993] vorschlagt, die Regression (4.5)
fiir verschiedene m schatzt. Uberlappen sich die jeweiligen Konfidenzintervalle
fiir verschiedene m nicht, so kann dies als Hinweis auf Verzerrungen durch Short
Memory-Komponenten interpretiert werden. In diesem Fall sind andere Schétz-
verfahren anzuwenden.

Will man die mit dem Geweke/Porter-Hudak Verfahren verbundenen Pro-
bleme und Einschrankungen umgehen, ist es notwendig, eine simultane Schatzung
aller ARFIMA(p,d,q)-Parameter durchzufiihren. Dazu sind einstufige Maximum-
Likelihood- Verfahren notwendig, die im folgenden Abschnitt diskutiert werden.

4.2 Maximum-Likelihood-Verfahren

Das im vorhergehenden Abschnitt dargestellte Geweke/Porter-Hudak-Schatzver-
fahren fiir Long Memory-Prozesse erlaubt keine simultane Schatzung von Short
und Long Memory-Eigenschaften. Dazu sind spezifische Maximum-Likelihood-
Verfahren notwendig, die nun diskutiert werden. Dieser Abschnitt, gegliedert in
zwei Unterabschnitte, enthilt einen Literaturiiberblick sowohl iiber exakte und als
auch iiber approximative Maximum-Likelihood-Verfahren. Das exakte Maximum-
Likelihood- Verfahren und dessen asymptotischen Eigenschaften bilden den Inhalt
von Unterabschnitt 4.2.1. In Unterabschnitt 4.2.2 werden zwei approximative
Maximum-Likelihood-Verfahren vorgestelit: der Whittleschatzer und dessen Ap-
proximation.

Das Maximum-Likelihood-Verfahren ist eine Strategie, diejenige gemeinsame
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Dichtefunktion aus einer Vielzahl von Alternativen zu bestimmem, die der beob-
achteten Realisation einer Zeitreihe die groBte Wahrscheinlichkeit beimifit. Dies
erfordert eine Uminterpretation der gemeinsamen Dichtefunktion f(z|8, p), die,
gegeben deren Parameter 6 und g, der Realisation z einer Zeitreihe die Dichte
f(z|8, u) zuordnet. Halt man jedoch anstelle der Parameter ¢ und u die Realisa-
tion z einer Zeitreihe fest und variiert 6 und p, so gibt f die Wahrscheinlichkeit
bzw. Likelihood L(8, p|z) = f(x|6, u) an, daB gerade 6 und 4 vorliegen. L(6, p]z)
wird als Likelihoodfunktion bezeichnet.

In Abschnitt 2.1 wurde als gemeinsame Dichtefunktion die multivariate Nor-
malverteilung mit der Kovarianzmatrix (2.9) und der Dichtefunktikon (2.10) ge-
wihlt. Mit Hilfe des ARFIMA(p,d,q)-Modells kann diese nun sparsam parametri-
siert werden, indem dessen Autokovarianzen, die eindeutig durch den Parameter-
vektor 8 = (on,...,0p,d, Bi,...,0,02)"° und durch die Autokovarianzfunktion
(3.27) bestimmt sind, die Elemente der Kovarianzmatrix £(8) bilden. Die loga-
rithmierte Likelihoodfunktion eines ARFIMA (p,d,q)-Modells lautet damit

L6, p) = —g‘loan' - -12—10g det(X(8)) — %(z — )7 (8)(z — ), (4.11)

wobei wie gehabt z = (z1,...,zr) den Vektor der Realisation der Zeitreihe angibt
und g = E[z] bezeichnet. Durch Maximierung von L(0,p) erhdlt man eine
Schatzung fiir 6 und p.

Zwei prinzipielle Vorgehensweisen stehen zur Schatzung von (4.11) zur Verfii-
gung: das exakte Maximum-Likelihood-Verfahren im Zeitbereich (Time domain
exact Maximum Likelihood) und das approximative Maximum-Likelihood- Verfah-
ren im Frequenzbereich (Frequency Domain Approximative Maximum Liklihood).
Diese Methoden werden in den folgenden zwei Unterabschnitten genauer darge-
stellt.

4.2.1 Die exakte Maximum-Likelihood-Methode im Zeit-
bereich

Die Maximierung von (4.11) wird als die exakte Maximum-Likelihood-Methode im
Zeitbereich bezeichnet. Sie ist exakt, da die Likelihoodfunktion (4.11) selbst zu-
grundegelegt wird. Weil in die Likelihoodfunktion (4.11) die Autokovarianzfunk-
tion und nicht die Spektraldichte eingeht, ist die Likelihoodfunktion eine Funktion
im Zeitbereich.

9Man beachte, daB 6 auch ausschlielich zur Bezeichnung des Vektors der Parameter der
linearen Filter (ay,...,0p,d, f1,..., B,) verwendet wird. Die Art der Verwendung wird dabei
aus dem Kontext ersichtlich.
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Haufig wird anstelle einer Maximierung von (4.11) eine Minimierung von

Lg})(a, p) durchgefihrt, d.h.
0 = arg moin Lg)((),u), (4.12)

L(Tl)(ﬂ,u) ergibt sich aus (4.11) durch Multiplikation mit —2/T und der Addi-
tion einer Konstanten. Ist der Mittelwert p eines stochastischen Prozesses nicht
bekannt, wird u am einfachsten durch das arithmetische Mittel Z = YT 2T
geschatzt. Die Maximum-Likelihood-Schitzung des Parametervektors 0 ergibt
sich dann entsprechend aus

919 = arg mein L,(Tl)((),i:). (4.13)

Maximum-Likelihood-Schatzungen sind erst dann aussagekraftig, wenn zu-
mindest die asymptotische Verteilung der Parameterschatzungen bekannt ist, um
so entweder asymptotische t-Tests durchfithren oder asymptotische Konfidenzin-
tervalle berechnen zu konnen. Fiir einige Parameterkonstellationen haben ver-
schiedene Autoren die asymptotische Normalverteilung von 6() bzw. 609

VT(6 — 60) ~ N(0,W™"(60)) (4.14)

gezeigt mit

W(6) = 11;/" dlog f(w; 0) dlog f(wib) ; (4.15)

0 a6

wobei f(w; 0) die Spektraldichte (3.23) des ARFIMA(p,d,q)-Prozesses angibt. Un-
ter den Bedingungen auf 0 < d < 0.5 und p,q # 0 konnten Beran [11, 1986] und
Dahlhaus (39, 1989] die Giiltigkeit der asymptotischen Normalverteilung (4.14)
und (4.15) fiir beide Parametervschatzungen 6¢") und () zeigen. Beide Autoren
waren dariiber hinaus in der Lage, die Effizienzeigenschaft

1 [OLT(GO, pio) OL1(Bo, po)

lim = 5 5 ] = W(6o) (4.16)

nachzuweisen'®. Méhring [153, 1990] erweitert die Giiltigkeit dieser Ergebnisse
auf den Bereich negativer d.

Damit ist gezeigt, daB die exakte Maximum-Likelihood-Methode gute asym-
totische Schatzeigenschaften aufweist. Exakte Maximum-Likelihood-Schatzungen
erfordern allerdings die Kenntnis der Kovarianzmatrix, bzw. der Autokovarianz-

10Beide Ergebnisse sind nach Robinson [168, 1990, S. 34] zitiert.
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funktion eines ARFIMA-Prozesses'!. In Abschnitt 3.1 wurde gezeigt, da8 die
Autokovarianzfunktion des ARFIMA(p,d,q)-Modells (3.27) durch

b —w)|2 . X
7(7‘) = -L02/ l—ﬂ—(e—)—l—ll - e"""l"ue"”dw, T = 0, 1,. ..

2r ° J_y la(em)?

gegeben ist. Dort wird auch eine Berechnungsmethode, Gleichungen (3.30) mit
(3.33), dargestellt, mit der eine numerische Berechnung des Integrals umgangen
werden kann. Dieses Verfahren, das Sowell [178, 1992] entwickelt hat, erfordert
allerdings die numerische Approximation der hypergeometrischen Funktion (3.28),
falls p # 0.

Doch auch mit Sowells {178, 1992] Vereinfachung bleibt die Berechnung der
exakten Likelihood im Zeitbereich fiir lange Zeitreihen sehr rechenintensiv, da sie
neben der Neuberechnung der p hypergeometrischen Funktionen die Inversion der
T xT Kovarianzmatrix () erfordert. Letzteres kann bei Zeitreihen mit mehreren
hundert Beobachtungen selbst die Kapazitatsgrenze moderner PCs iiberschreiten.
Deshalb seien im nichsten Unterabschnitt approximative Likelihoodfunktionen im
Frequenzbereich dargestellt.

4.2.2 Zwei approximative Maximum-Likelihood-Metho-
den im Frequenzbereich: der Whittleschitzer und

dessen Approximation

Im vorangegangen Unterabschnitt wurde festgestellt, dafl selbst unter den heute
ginstigen Bedingungen fiir die Anwendung numerischer Verfahren die exakte
Maximum-Likelihood-Methode ein aufwendiges Schatzverfahren darstellt. Zu Be-
ginn der 50iger Jahre, als an eine numerische Maximierung der exakten Like-
lihood im Frequenzbereich iberhaupt nicht zu denken war, schlug Whittle [187,

"Die Berechnung der Kovarianzmatrix £(6) aus der Autokovarianzfunktion kann vereinfacht
werden, wenn die Toeplitzeigenschaft der Kovarianzmatrix ausgenutzt wird. Eine Toeplitzmatrix
ist eine Matrix mit konstanten Diagonalen wie beispielsweise

ug ay o Gpog
T=|® % o Gne2 ) (4.17)

Vgl. dazu Ortega [158, 1987, S. 242].

e
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1951], [188, 1953], (189, 1954] deshalb ein approximatives Maximum-Likelihood-
Verfahren fiir traditionelle ARMA-Modelle vor, das im Frequenzbereich operiert.
Fox und Taqqu [62, 1986] haben gezeigt, daB sich dieser Ansatz auch zur Schatzung
von ARFIMA(p,d,q)-Modellen eignet. Im folgenden wird dieser sogenannte Whit-
tleschitzer abgeleitet. Aber auch der Whittleschitzer wird in der Praxis haufig
angenahert, so daB auch dessen Approximation dargestellt wird.

Der Whittleschatzer

Whittle [187, 1951] selbst wihlte als Ausgangspunkt zur Ableitung des Whittle-
schatzers die exakte Likelihoodfunktion im Zeitbereich (Gleichung (4.11)). Sein
Beitrag bestand darin, die Kovarianzmatrix £(8) in der exakten Likelihoodfunk-
tion durch eine Approximation zu ersetzten. In der Darstellungsweise von Fox
und Taqqu [62, 1986] lautet diese!?

£71(6) ~ —A7(0), (4.18)

e

wobei Az(#) eine T x T Matrix mit den Elementen

(Al = a0 = 5= [ | e (4.19)

ist. Dabei bezeichnet o? die Varianz des WeiBen Rauschens und

owi0) = 25 f(wih) (4.20)

£

die mit dem Faktor 27/c? “normierte” Spektraldichtefunktion eines ARMA-Mo-
dells. Diese Approximation erscheint intuitiv plausibel, wenn man beriicksichtigt,
daB zwischen der Autokovarianzfunktion eines stationiren Prozesses und dessen

Spektraldichtefunktion durch (2.34) und (2.35) eine Eins-zu-Eins Beziehung be-
steht

1 - —twT
f@) = g TrsesT
A1) = fw)e“ dw, T=...,-1,0,1,2,....

-7

In der Tat wird die Approximation (4.18) aufgrund dieser Beziehung exakt, wenn
beide Matrizen sowohl unendlich viele Zeilen wie Spalten aufweisen®. Weiterhin

12Dje Darstellungsweise von Whittle [187, 1951] ist nicht sehr intuitiv und wird deshalb hier
nicht referiert.
13Giehe Fox und Taqqu {62, 1986].
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approximiert Whittle die Determinante der Kovarianzmatrix £ durch4
det(Z) ~ (o)T. (4.21)

Die Annaherung (4.21) impliziert, daB fiir grofe Stichproben sich die Determi-
nanten der Kovarianzmatrizen der Normalverteilung det(2(8)) und von Weiflem
Rauschen det(Z,) (2.14) angleichen.

Mit diesen beiden Schritten erhilt man folgende approximative Likelihood-
funktion

T T 1 (= = u)Ar(8)(z - u)
(2a) - 2
L:%(0,p) = ) log 27 — —2-log % =3 p . (4.22)
Durch Minimierung von (4.22) ergeben sich die Parameterschitzungen
6%) = argmin L{™)(9, u). (4.23)

Leitet man sowohl nach den p+¢ ARMA-Parametern 6; als auch nach der Varianz
des Weilen Rauschens 03 ab, erhilt man die Optimalitatsbedingungen

(z— ) AT(G)( u) =0, 1=1,...,p+gq, (4.24)
5 = (z - u)'A;(G)(I —# (4.25)

Im Gegensatz zur Maximierung der exakten Likelihoodfunktion ist die Maximie-
rung der approximativen Likelihoodfunktion (4.22) und Minimierung von (4.25)
vollig dquivalent. Die Lésung der Bedingungen erster Ordnung fiir die ARMA-
Parameter, d.h. die Losung der p + ¢ Gleichungen (4.24), liefert keine zusitz-
lichen Restriktionen zur Minimierung von Gleichung (4.25). Dies ist eine di-
rekte Konsequenz der Approximation der Determinante der Kovarianzmatrix |Z].
Multipliziert man den Zahler der rechten Seite von Gleichung (4.25) aus und
berucksxchtlgt die Definition der empirischen Autokovarianzfunktion (4.4) 4(7) =

T Z,T=1‘T (Zj4)r) — T)(z; — T), ergibt sich der Whittleschdtzer

T-1 o

LOEESY 517;-;(7) /_ T g)e_"‘"dw. (4.26)

T==T41

Der Whittleschitzer entspricht einer gewichteten Summe der empirischen Autoko-
varianzen, wobei die Gewichte gerade den Matrixelementen a.(6) aus (4.19) glei-
chen. Da man durch Minimierung des Whittleschatzers (4.26) direkt die Varianz

14Whittle [187, 1951, S. T9f. ] leitet diese Anndherung auch aus seiner approximativen Kova-
rianzmatrix ab. Vgl. FuBnote 12. Fiir eine ausfiihrliche Ableitung dieser Approximation siehe
Hannan und Deistler [92, 1988, S. 224 - 225].
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des WeiBen Rauschens o? schatat, wird der Whittleschatzer (4.26) auch manchmal
als “White Noise-Schatzer” (Schatzer fiir WeiBes Rauschen) bezeichnet.

Mit Hilfe der Definition (4.3) des Periodogramms in termini der empirischen
Autokovarianzfunktion 3(7)

1 T-1 )
hw) =5 Y, e
r=~T+1

1Bt sich der Whittleschatzer (4.26) auch auf Basis des Periodogramms formulie-

ren: " Inw)

-2 _ T\W

5%(8) ./_« PO o)dw. (4.27)
Diese Schreibweise ist in der Literatur vorherrschend. Hier wird die Varianz des
Weifen Rauschens minimiert, indem die Spektraldichte durch geeignete Wahl der
ARMA-Parameter § moglichst gut an das Periodogramm, das gelegentlich auch
als "empirische Spektraldichte bezeichnet wird, angepaft wird. Deshalb sagt

man, daf die Anpassung der ARMA-Parameter im Frequenzbereich erfolge.

Setzt man die Approximation (4.19) direkt in (4.22) ein, indem man die De-
finition des Periodogramms (4.8) beriicksichtigt, erhalt man nach Multiplikation
mit —% unter Vernachlassigung der Konstanten eine alternative Schreibweise der
approximativen Likelihoodfunktion

Ir(w)
f(w;0)
welche ebenfalls in der Literatur verwendet wird (Hannan und Deistler [92, 1988,

S. 224]). Den Whittleschitzer (4.27) erhalt man dann durch Minimierung von
(4.28).

o o
L) = - /_ log(2n (w3 0))d + 57 /_ ] dos, (4.28)

Fin Problem beider Formen des Whittleschatzers ist, daB sie ebenso wie die
exakte Likelihoodfunktion Integrationen erfordern. Die numerische Integration in
Gleichung (4.27) ist extrem aufwendig, da das Periodogramm keine glatte Funk-
tion ist, sondern iiber den Frequenzbereich von 0 bis 27 einen sehr erratischen Ver-
lauf haben kann. Wohl aus diesem Grund ist der Whittleschatzer zur Schatzung
von ARFIMA-Modellen bisher in der Praxis nicht angewendet worden.

Dagegen lassen sich die Integrale iiber die jeweiligen Kehrwerte der mit 27 /o?
“normierten” Spektraldichtefunktion g(w; 6) numerisch vergleichsweise einfach be-
stimmen, denn in (4.26) gilt fir die Integrationen qualitativ das gleiche wie fir
die Integrationen, die die Berechnung der Autokovarianzfunktion erfordern. Al-
lerdings liegt hier im Unterschied zu den Ausfihrungen in Abschnitt 3.1 das unei-
gentliche Integral fir Intermediate Prozesse, also fiir d < 0 vor, da die “normierte”
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Spektraldichte g(w; 9) in Gleichung (4.26) im Nenner steht. Damit empfiehlt sich
diese Form des Whittleschatzers als ein vielversprechendes Schatzverfahren fiir
ARFIMA(p,d,q)-Prozesse mit d 2 0, sofern man ahnlich wie bei der exakten Li-
kelihoodfunktion die Zahl der notwendigen Integrationen reduzieren kann. Im
anschlieBenden Abschnitt 4.3 wird gezeigt, daB sich Sowells [178, 1992] Methode
zur Berechnung der Autokovarianzfunktion, die in Abschnitt 3.1 referiert wurde,
auf die Berechnung des Integrals in (4.26) ibertragen 128t und damit der Whittle-
schitzer auch bei Long Memory-Prozessen empirisch anwendbar wird.

Welche asymptotischen Verteilungseigenschaften hat der Whittleschatzer?
Fiir d > 0 haben Fox und Taqqu [62, 1986] die asymptotische Normalverteilung
((4.14) und (4.15)) der Parameterschatzungen des Whittleschatzers ((4.26) oder
(4.27)) bewiesen. Dahlhaus [39, 1989] konnte dariiber hinaus fiir den gleichen Pa-
rameterbereich asymptotische Effizienz (4.16) zeigen. Cheung [29, 1990, S. 30-1]
hat eine Approximation der asymptotischen Parameterverteilung

VT(6 - 85) ~ N (o,za}(o) [Qz-g-%@b]- ) (4.29)

abgeleitet, indem die Berechnung der asymptotischen Kovarianzmatrix sehr ver-
einfacht wird. Wie Dahlhaus [38, 1988] zeigt, kann die Effizienz des Whittle-
schitzers (4.27) auf Basis des Periodogramms in begrenzten Zeitreihen verloren
gehen. Ursache hierfir ist der Leakage-Effekt bei der Schatzung des Periodo-
gramms. Aufgrund dieses Effekts iiberdecken hohe Gipfel in der Spektraldichte an
einer bestimmten Frequenz die Struktur der Spektraldichte in anderen Frequenz-
bereichen. Dies gilt insbesondere fiir Long Memory-Prozesse, da sie am Ursprung
eine unendliche Spektraldichte aufweisen. Der Leakage-Effekt selbst wird wie-
derum durch die Endlichkeit einer beobachteten Zeitreihe erzeugt!®. Die Wirkung
des Leakage-Effekts tritt auch bei der Schitzung eines einfachen AR-Prozesses
auf’®.

Dahlhaus [38, 1988] zeigt weiter, daB durch eine Modifikation der Periodo-
grammberechnung mit Hilfe eines Datentapers der Whittleschatzer (4.26) bei Vor-
liegen von stationiren ARMA-Prozessen auch bei begrenzten Zeitreihen effizient
ist. Ein Datentaper ist eine Zahlenfolge b;,t = ...,—1,0,1,... von reellen Zahlen,
mit der die beobachtete Zeitreihe X; durch Gewichtung b; X, modifiziert wird. Da-
bei 18t sich der Datentaper durch eine Funktion b, = b(t/T) beschreiben, wobei
die Funktion b(v) stetig, beschrankt und auBerhalb des Intervalls (0,1] Null ist.

15yg]. beziiglich einer genaueren Darstellung des Leakage-Effekts Schlittgen und Streitberg
(172, 1989, S. 293ff.] oder auch Koopmans (123, 1974, S. 259].

16Die Parameterschatzungen des Whittleschitzers gind im Fall eines AR-Modells mit den
Schitzungen auf Basis der Yule-Walker-Gleichungen identisch (Dzhaparidze und Yaglom [53,
1983, Example 5.1] zitiert nach Dahlhaus [38, 1988, S. 809]). Von den Yule-Walker-Schatzungen
ist bekannt, daB sie bei AR-Prozessen mit Wurzeln nahe dem Einheitskreis keine zufriedenstel-
lenden Schatzungen liefern.
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Der Datentaper wird dabei jeweils an den Enden der Zeitreihe angewandt, wobeil
der modifzierte Anteil der Beobachtungen an einem Ende gerade a entspricht. In
der empirischen Arbeit mit ARFIMA-Modellen wurden bisher folgende Datenta-

per verwendet!’:

o Trapez-Datentaper mit 0 < a <i

via 0<v<a,
_ 1 a<v<l—a,
b)={ (1-v)fa 1-a<v<l, (4.30)
sonst.
o Kosinus-Datentaper'® mit 0 < a <l
%(1 — cos(mv/a)) 0<v<a,
a<v<l—a,

b(v) = 1(1 — cos(7(1 — v)/a)) 1-a<v<l (4.31)

6 sonst.

Der Parameter a wurde dabei entweder gleich 0,1 oder 0,25 gesetzt.

Der approximative Whittleschatzer

In der empirischen Literatur wurde bisher der Whittleschatzer (4.27) durch eine
Summe iiber die Fourierfrequenzen wy = 9ru/T approximiert, um die Integration
in (4.27) oder die T Integrationen in (4.26) ganz zu umgehen. Auf diese Weise
erhilt man den approzimativen Whittleschdtzer

T-1

52(6) = 3,1’; S %“iol) (4.32)

Der approximative Whittleschatzer (4.32) ergibt sich durch die Anndherung des
Integrals in (4.27) durch eine Riemannsumme an T Integrandenwerten. Man
erhalt ihn auch, indem die diskrete Version!® der approximativen Likelihoodfunk-
tion (4.28)

u=1

L0 = L S o ) + 13 T (433)
T =T g Wy T £ f(w; 0) .

17ygl. hierzu Cheung (29, 1990]. Wird kein Datentaper verwendet, gilt: b(v) = 1.

18yg]. Koopmans [123, 1974, S. 302].

19Man beachte, daB die Funktion (4.33) keine Likelihoodfunktion mehr darstellt. Vgl. dazu
Hannan und Deistler [92, 1988, S. 225].

u=1
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minimiert wird
60 = arg main L8, p). (4.34)

Fiir den approximativen Whittleschatzer existiert dariiber hinaus eine alter-
native Ableitung, allerdings nur fir ARFIMA-Modelle mit Intermediate Memory,
da eine absolut summierbare Autokovarianzfunktion vorausgesetzt wird. Der
Ausgangspunkt hierfiir ist die asymptotische gemeinsame Verteilung der Periodo-
grammschéatzungen an den Fourierfrequenzen w,. Wie in Abschnitt 4.1 kurz skiz-
ziert, sind die Periodogrammschatzungen an den Fourierfrequenzen unter der Be-
dingung der absoluten Summierbarkeit der Autokovarianzfunktion asymptotisch
unabhingig und exponentialverteilt mit Erwartungswert f(w). Dann ist die
asymptotische gemeinsame Verteilung des Periodogramms durch

T
wllz(en, ., ror)) = T] e/ (4.35)
u=1 u

gegeben. Interpretiert man (4.35) als Likelihoodfunktion fiir das Vorliegen einer
Spektraldichtefunktion f(w;#8), so ergibt sich nach Logarithmierung?®

@) gy — 1 Ir(w)
L0 = L0 TG T 6) (4.36)

Ersetzt man die Spektraldichtefunktion f(w,;#) durch das Produkt -%—Er—) gwy; 8),
und leitet dann die Bedingung erster Ordnung fiir die Varianz des Weilen Rau-
schens o2 ab, so erhilt man gerade den approximativen Whittleschatzer (4.32).

Es bleibt anzumerken, daB die Herleitung aus der asymptotischen gemein-
samen Verteilung des Periodogramms restriktivere Annahmen erfordert, als die
urspriingliche Herleitung von Whittle. Sie kann z.B. nicht auf Long Memory-
Prozesse ausgedehnt werden kann, da diese Prozesse ja gerade dadurch definiert
sind, daB sie keine absolut summierbare Autokovarianzfunktion besitzen.

Die asymptotischen Verteilungseigenschaften des approximativen Whittle-
schatzers sind noch nicht rigoros bewiesen worden, allerdings behauptet Dahl-
haus [39, 1989], daB die Parameterschitzungen () des approximativen Whittle-
schitzers (4.32) die gleichen asymptotischen Verteilungseigenschaften (4.14) und
(4.15) wie die Parameterschatzungen des Whittleschitzers (4.27) aufweisen. Ro-
binson [168, 1990] skizziert dariiber hinaus eine Beweismoglichkeit fiir diese Be-
hauptung. Auch bei Verwendung des approximativen Whittleschitzers 1aBt sich
die Berechnung der asymptotischen Kovarianzmatrix mit Hilfe der von Cheung

20Vgl. Rice [167, 1979] oder Schlittgen und Streitberg [172, 1989, S. 280-1]



{2 M azimum-Likelihood- Verfahren 77

(29, 1990] abgeleiteten Beziehung (4.29) vereinfachen. Es ist auch beim approxi-
mativen Whittleschitzer zu erwarten, daf durch Verwendung eines Datentapers
(4.30) oder (4.31) die unerwiinschten Leakage-Effekte reduziert werden kénnen.

Die Anwendung des approximativen Whittleschatzers (4.32) impliziert im
Vergleich zum Whittleschatzer (4.27) in termini des Periodogramms einen Infor-
mationsverlust, denn das Periodogramm wird nicht an allen Frequenzen zwischen
—r und 7, so wie beim Whittleschitzer (4.27) selbst, sondern nur an den T" — 1
Fourierfrequenzen beriicksichtigt. Dieser Informationsverlust kann auch auf eine
andere Weise interpretiert werden. Geht man von der Darstellung (4.26) des
Whittleschitzers aus, die mit Hilfe der empirischen Autokovarianzfunktion for-
muliert ist, zeigt sich, daB durch die Beschrankung auf die Fourierfrequenzen die
Gewichte approximiert werden, mit denen die empirischen Autokovarianzen auf-
sumnmiert werden, denn das Integral in (4.26) wird durch die Summe

=

-1

[

m 1

T g(w; 0)

e—iruu (437)
1

u

ersetzt. Die Approximation erfolgt also vollig unabhingig von den statistischen
Eigenschaften des Periodogramms, da die Gewichte ausschlieBlich durch die “nor-
mierte” Spektraldichte g(w;§) bestimmt werden.

Bei Vorliegen von sehr langen Zeitreihen fiihren der Whittleschitzer und des-
sen Approximation zu praktisch demselben Ergebnis, da (4.37) bereits eine gute
Approximation der Integrale in (4.26) darstellt. In der Literatur wurde jedoch
auch fir relativ kurze Zeitreihen trotz des damit verbundenen Informationsver-
lustes ausschlieBlich der approximative Whittleschatzer verwendet. Wird aussch-
lieBlich ein AR-Proze geschatzt, kann immer der approximative Whittleschétzer
verwendet werden, da er mit dem Whittleschatzer identisch sind. Dies kann
durch Integration bzw. Aufsummierung unter Ausnutzung der Orthogonalitats-
eigenschaften der Kosinus- und Sinusfunktionen gezeigt werden?. Soll jedoch
auch ein MA-Teil und/oder ein Intermediate/Long Memory-Parameter geschatzt
werden, so ist fiir kurze Zeitreihen auf jeden Fall der Whittleschéatzer selbst vorzu-
ziehen. Wird zur Berechnung des Whittleschatzers (4.26) ein Integrationsalgorith-
mus verwendet, ist dies allerdings zeitaufwendig und, wie bereits erwahnt wurde,
fiir Intermediate Memory-Prozesse ungenau. Deshalb wird im anschlieBenden
Abschnitt ein Verfahren vorgeschlagen, wie diese Integrationen ganz umgangen
werden konnen.

21Vgl. zu diesen Eigenschaften Priestley [165, 1981, S. 187] und Schlittgen und Streitberg
(172, 1989, S. 405).
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4.3 Eine alternative Methode zur Berechnung

des Whittleschatzers

Im vorhergehenden Abschnitt wurde festgestellt, daB bei Vorliegen von “relativ
kurzen” Zeitreihen der approximative Whittleschétzer 52(0) (4.32) im allgemeinen
gegeniiber dem exakten Whittleschatzer (4.26)

1 o1 .
~2 - X —wwdw
B0=- Y 30 [ =5
viel Information, die sich aus der Spektraldichtefunktion ergibt, verschenkt, da das

Integral in (4.26) durch eine Summe mit relativ wenig Summanden approximiert
wird. Wird das im folgenden mit n(7)

" 1 —tTw
(1) = /-” g(w;l?)e dw (4.38)

bezeichnete Integral im Whittleschatzer (4.26) numerisch berechnet, so ist dies
nicht nur zeitaufwendig, sondern auch ungenau, wenn ein Prozef mit Intermediate
Memory vorliegt, da dann der Integrand in Gleichung (4.38) am Ursprung gegen
unendlich geht. Dies wird deutlich, wenn man die “normierte” Spektraldichte

L Jale™)P ) e
78 = Bep | (4.39)

fiir d < 0 betrachtet.

In diesem Abschnitt werden deshalb alternative Berechnungsverfahren fir
die Integrale (4.38) vorgeschlagen. Steht ein Computerprogramm zur Berech-
nung der Autokovarianzfunktion eines ARFIMA(p,d,q)-Prozesses zur Verfiigung,
lassen sich die Integrale n(r) sehr einfach berechnen. Dies wird am Ende die-
ses Abschnitts gezeigt. Ist ein derartiges Computerprogramm nicht vorhanden,
wird eine alternative Berechnungsmethode bewiesen. Zur Ableitung der entspre-
chenden Gleichungen wird die Vorgehensweise angewendet, mit der Sowell [178,
1992] ein alternatives Verfahren zur Berechnung der Autokovarianzfunktion (3.30)
mit (3.33) teilweise auf Basis der hypergeometrischen Funktion (3.28) bewiesen
hat. Das folgende Theorem faBt das alternative Berechnungsverfahren fir (4.38)
zusammen.

Theorem 2 Sei —0,5 < d < 0.5 und seien sowohl die Nullstellen des AR- wie
auch die Nullstellen des MA-Polynoms auflerhalb des Einheitskreises. Dariber
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hinaus liegen keine gemeinsamen Nullstellen dieser Polynome vor. Die Nullstel-
len des MA-Polynoms B(z) sind einfach. §&; bezeichne den Kehrwert der j-ten
Nullstelle des MA-Polynoms B(z). Dann gilt fir ¢ > 0:

] P P
n(r) =D &> anamC(d,7+n—m+4,) (4.40)
j=1 n=0 m=0
mit |
= 4.41
G 6:' H?:l(l - 6561') Hq=1,k¢j(5j - 5}:) ( )
und
Cldh6) = U F2dth) (4.42)

T +d+ AT+ dI(—d)
[6F(~d+ h,1,1 +d+h,6)+ F(~d—h,1,1 +d—h,6)—1].

Ist g = 0, so gilt

=27 ~ Y a.a r(1+2d)I(-d+7+n-—m)
s ZZ "M TA 4 AT(-d)I(1+d+7+n—m) (4.43)

n=0 m=0

Beweis:

Der Beweis folgt in der Struktur Sowell [178, 1992] und verlauft fir den Fall ¢ > 0
in drei Schritten. AnschlieBend wird der Beweis fiir den Fall ¢ = 0 gefiihrt.
Fall1: ¢> 0

1. Der erste Schritt umfaBt die Umformung der Fouriertransformierten in Glei-
chung (4.38) zu Summen:

(a) Die Fouriertransformierte des MA-Polynoms 148t sich schreiben als

1B(e™™)|? = B(e™™)B(e™).

Aufgrund des Fundamentalsatzes der Algebra?? 1aBt sich das Polynom B(z) in ein
Produkt komplexer Faktoren zerlegen

Zi

9
=1 ’]

9
1
(1-—2)
. - 23

1 1

B(z) = B, [](z = 2) = Bo(-1)*

wobei z1,...,2, die Nullstellen des Polynoms bezeichnen. Da B, = 1, ist B(0) =
B,(-1)7 [1%, z = 1. Es gilt also mit §; = 1/z;

q
-l—ﬁ—(z-i—‘;)? = H(l - 6,'6-‘“)—1(1 - 5jeiw)“l.

i=1

22Nach dem Fundamentalsatz der Algebra besitzt jede algebraische Gleichung n-ten Grades
in der Menge der komplexen Zahlen eine Produktdarstellung. Vgl. dazu z.B. Bronstein und
Semendjajew [25, 1991, S. 134] oder auch Schlittgen und Streitberg {172, 1989, S. 93], die den
Fundamentalsatz der Algebra auf ein AR-Polynom anwenden.
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Die Annahme einfacher Nullstellen erlaubt Sowell [178, 1992, S. 9] fiir dieses Pro-
dukt unter Verwendung von (4.41) eine Partialbruchzerlegung durchzufithren
1 L 87 1
——— = g 2 — 1. 4.44
Erem D SR ey i (449

i=1

(b) Die Fouriertransformierte des AR-Polynoms |a(e~*)|? kann als Doppelsumme
geschrieben werden??

la(e™™) ZZana e iwln=m), (4.45)

n=0 m=0
(c) Die Fouriertransformierte des Long Memory-Terms bleibt unverandert.
2. Werden (4.44) und (4.45) in (4.38) eingesetzt, so erhalt man

/ hijg p Za"am (4.46)

n=0 m=0

5;" _ 1 (1 _ e—iw)d(l _ eiw)de—iw(n-—m«fq«b-‘r)du)
1—§jew 1 —6lew ‘
Die Integration erfolgt dabei anstatt iiber (—, 7) zweckmaBigerweise {iber (0, 27),
da die Fouriertransformierte des Long Memory-Terms an 0 und 27 Polstellen
aufweist. Da alle Terme, die unabhingig von w sind, vor das Integral gezogen
werden konnen, 148t sich der vorhergehende Ausdruck zerlegen in (4.40) mit

C‘(d,h,&):/h[ o ! _](1-e-‘W)d(1—e"“)de—"~"du. (4.47)

1 —be—w 1= élew

3. Aus (4.47) 1aBt sich im letzten Schritt die endgiiltige Form von C(d, h, ) (4.42)
ableiten.

(a) Da |§;| < 1,7 = 1,...,q, laBt sich mit Hilfe der Formel der unendlichen
geometrischen Reihe zeigen, daB

X 1
e~ WY\ —
DY =

7=0

- ‘ 1
ky _iwyk
26 (e™)" = T —le-w’

k=1

Werden beide Ausdriicke in C(d, h, §) (4.47) eingesetzt, ergibt sich

C(d,h,6) = / 524251 e)4(1 — ev)le gy (4.48)

0

2r ©
/ Z 6k —|w eiw)de-—iw(h—k)d(u.
0

23vgl. dazu Cheung [29, 1990, S. 18].
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Nun lassen sich Integral und Summe vertauschen, da

2r ©
/ Z |6‘7(1 _ e—iw)d(l _ eiw)de—iw(h+j)|dw
(e

INA

[ teri - et - ey

=0

I

1 21 _e—iw d _ eiw d
o [ 10 - e,

denn |6| ist innerhalb des Einheitskreises und der Integrand ist zwischen den
Polstellen 0, 27 beschrankt.
(b) Jetzt kann f:"(l — e~)4(1 — e)%e~“Vdw integriert werden. Es gilt

2w

2m
(1—e™)¥(1 - e¥)le™dw = 2d/ (1 — cosw)?e™“Vdw
) )

s
2”“/ (sin z)*e™ ¥ dz.
0

Dabei wurde die Identitit sin £ = ,/1=%Z ausgenutzt, sowie z = % gesetzt. Wird
2 2 g 2 g

weiter die Integrationsformel in Erdelyi et al. [56, 1953, S. 12, (1.5.29)]

" . o ifz ™ F(] + a) ilrp
sin z)%e**dz = — 2™ Rea> -1,
/o (sin 2) 22 T(1 + =2)r(1 + 58)

verwendet, so ergibt sich fiir das Integral unter der Bedingung d > —0.5 und mit
e = (—1)Y, da y ganzzahlig ist,

T'(1+2d)
(1+d-yT(1+d+y)

21+2d/ (sin z)¥e W dz = 21rF (=1 (4.49)
0

(c) Wird das Integral (4.49) in C(d, h, §) (4.48) nach Vertauschen der Integration
und der Summation eingesetzt, ergibt dies

gy I(1 + 2d)(—1)**?
2ré™ ) & : .
4 :Z:ao Tl+d—h—-)T(1+d+h+7)

= I(1 +2d)(=1)**
+ 2”?::15 Ti+d—h+ AL +d+h—F)

C(d, h,6)

(4.50)

Mit Hilfe der Identitat Hrf(:—;‘l = r.(T_I%_l_—;TI()-_—I-)—,‘, die sich aus den Eigenschaften der

Gammafunktion (1 — z)I'(z) = 5% (Gradshteyn und Ryzhik [83, 1980, S. 936,

nnr

8.334.3)) und der Sinusfunktion sinw(z + n) = (—1)"sin7z (Bronstein und Se-
mendjajew [25, 1991, S. 179]) ergibt, lassen sich beide unendlichen Summen in




82 Kapitel {.  Schitzverfahren fiir Long Memory-Prozesse

Gleichung (4.50) umformen zu
I'(1+ 2d)(—1)*
"TA+h+dT(1+d—h)
—~T(=d+h+j/)T(1+d+h)_
2 &
§ ; m

C(d,h,6) = 2

1+d+h+j)I(—d+h)

5.

. T(—d — h+ k)[(1 +d — h)
+§F(1+d—h+k)[‘(——d—-h)

Die Erweiterungen mit I'(1 + d + k) bzw. I'(1 + d — h) erméglichen es, die un-
endlichen Summen durch die hypergeometrische Funktion F(a,b;¢;z) (3.28) zu
ersetzen. Unter Verwendung der Eigenschaft der Gammafunktion (3.6) und ge-
eigneter Substitution ergibt sich auerdem I'(1 + d — h) = WDy

° F(=d+h)(-1)" "
folgt nun die endgiiltige Formel fiir C(d, h, §) (4.42)

I(1+2d)I'(—d + &)
I(1+d+ h)(1 + d)(=d)
[62F(=d+h,1,1+d+h,6) + F(~d— h,1,1 +d — h,8) — 1].

C(d,h,8) = 2rn

Fall 2: ¢ = 0:
Die Gleichung (4.46) vereinfacht sich dann zu

14

I D 3) rees

n=0 m=0

(1 _ e-iu.l)d(l _ eiw)de—iw(n—m-(-r)dw.

Zusammen mit der Integrationsformel (4.49) und der in 3.(c) genannten Substi-
tution fir ['(1 +d — h),h = 7 + n — m ergibt sich daraus (4.43). O

Die hier vorgestellte Berechnungsmethode fiir das Integral () im Whittle-
schitzer (4.26) hat neben ihrer Exaktheit einen weiteren Vorzug. Waurde be-
reits ein Computerprogramm zur Berechnung der Autokovarianzfunktion nach So-

wells Methode geschrieben, das fiir ein ARFIMA(p,d,q)-Modell mit o, ..., ay,d,

Brs- .., By, 02 die Autokovarianz
7(7’,011,...,a,,,d,ﬂl,...,ﬂq,af) (4.51)

mit Lag  berechnet, so 1afit sich dieses Programm unmittelbar zur Berechnung
von 7(7) verwenden, da

nran,...,0pd, B, .. By =2my(—1,~B, .. ., —Bg—d,—a,...,—ap, 1)
(4.52)
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gilt. Dies laBt sich sehen, wenn das Integral 5(r) durch Einsetzen von g(w;6) zu

" lae=)P

1](T) = [ Wll - C—iw|2d6—"‘rwdw (453)

umgeformt wird. Im Vergleich zum Integral der Autokovarianzfunktion (3.27)
steht hier die Fouriertransformierte des AR-Polynoms im Zahler und die Fourier-
transformierte des MA-Polynoms im Nenner. Da sich die beiden Polynome (2.50)
und (2.45) durch die Vorzeichen vor den Parametern unterscheiden, miissen in
(4.53) die AR- und MA-Parameter mit —1 multipliziert werden. Dies gilt auch
fir den Intermediate/Long Memory-Parameter d, da die Fouriertransformierte
von 1 — B nun ebenfalls im Zahler steht. SchlieBlich geht 7 im Gegensatz zu
(3.27) negativ in den Exponenten von (4.38) ein, so daf# auch hier mit —1 mul-
tipliziert wird. Aufgrund der Achsensymmetrie der Funktion g(w; ) ist letzteres
jedoch nicht zwingend notwendig.

Damit wurde in diesem Abschnitt gezeigt, dafl die Berechnung des Whittle-
schitzers prazise und schnell erfolgen kann. Steht ein Programm zur Berechnung
der Autokovarianzfunktion mittels Sowells Methode zur Verfiigung, ist die Be-
rechnung des Whittleschitzers sehr einfach. Ansonsten muf entweder die Pro-
grammierung der Autokovarianzfunktion oder die Berechnung der Integrale im
Whittleschitzer gemif der hier vorgestellten Gleichungen erfolgen. Zusammen-
fassend 138t sich sagen, daB man bei der Schatzung von fraktional integrierten
ARMA-Prozessen aus einigen Verfahren auswihlen kann, die sich hinsichtlich ih-
res Rechenaufwands und ihrer Effizienz unterscheiden, wenn es um die Schitzung
von kurzen Zeitreihen geht. Im nachsten Kapitel werden deshalb die Schatzei-
genschaften der hier vorgestellten Schatzverfahren bei Vorliegen kurzer Zeitreihen
untersucht, um herauszufinden, wann sich der Mehraufwand lohnt.
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Kapitel 5

Eigenschaften von Long
Memory-Schitzverfahren bei

Vorliegen kurzer Zeitreihen

Im vorhergehenden Kapitel wurden Schitzverfahren fiir Long Memory-Prozesse
und deren analytisch ableitbare Eigenschaften diskutiert. Auf diese Weise konn-
ten allerdings ausschlieBlich die asymptotischen Merkmale dieser Schatzverfahren
und nicht deren Schatzeigenschaften bei einer relativ geringen Zahl von Beobach-
tungen bestimmt werden. Die Kenntnis der asymptotischen Merkmale ist jedoch
fiir eine praktische Anwendung von Schatzverfahren nicht ausreichend, da die zu
analysierenden Zeitreihen meist relativ kurz sind und keineswegs klar ist, inwie-
weit die asymptotischen Eigenschaften bei der Schitzung von kurzen Zeitreihen
ihre Giiltigkeit behalten.

Da also bisher bei einer begrenzten Beobachtungszahl mit rein theoretischen
Mitteln keine Aussagen iiber die Schatzeigenschaften von Schatzverfahren far
ARFIMA-Prozesse abgeleitet werden konnten, muB auf numerische Methoden
zuriickgegriffen werden. Die Idee hierbei ist, Wahrscheinlichkeiten durch relative
Hiufigkeiten und Erwartungswerte oder Varianzen durch arithmetische Mittel-
werte zu approximieren. Hierzu werden mit Hilfe eines Zufallsgenerators in einer
ausreichend groBen Zahl N Replikationen von Zufallsexperimenten erzeugt bzw.
simuliert und aus diesen Realisationen die entsprechenden relativen Haufigkeiten
oder arithmetischen Mittelwerte berechnet. Dabei wird die Approximation der
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Wahrscheinlichkeiten bzw. der Momente umso genauer, je grofler die Zahl der
Replikationen ist. Diese Simulationen werden im allgemeinen als Monte-Carlo-
Simulationen bezeichnet.

Werden speziell die Schitzverfahren von ARFIMA-Modellen untersucht, miis-
sen hierfiir mittels einer der in Abschnitt 3.3 dargestellten Generierungsmethoden
N Realisationen eines ARFIMA (p,d,q)-Prozesses erzeugt werden, wobei die Lange
T, der Parametervektor § = (oa,...,ap,d,B,... ,Bg)’, der Mittelwert 4 und die
White Noise-Varianz o? vorgegeben sein miissen. Anschliefend wird fiir jede Rea-
lisation einer Zeitreihe ein entsprechend spezifiziertes ARFIMA(p,d,q)-Modell mit
dem Schatzverfahren geschitzt, dessen Eigenschaften analysiert werden sollen.
Sind zur Berechnung der Schitzung numerische Optimierungsverfahren notwen-
dig, ist die Moglichkeit nichtkonvergenter Schétzungen gegeben. Dariiber hinaus
tritt bei iiberparametrisierten Modellen manchmal das Problem auf, da8 die Hes-
sematrix nicht invertierbar ist und damit keine Kovarianzmatrix berechnet werden
kann. Damit stehen zur Kalkulation der relativen Haufigkeiten oder arithmeti-
schen Mittelwerte nur noch N konvergente Schitzungen zur Verfiigung, wobei
dann N < N gilt?.

Eine Alternative zu dieser Vorgehensweise ist, die Zahl der Replikationen N
solange zu erhéhen, bis die Anzah] konvergenter Schitzungen N die urspriinglich
gewiinschte Anzahl an Replikationen erreicht. In dieser Arbeit wird jedoch die
Zahl der Replikationen N grundsatzlich konstant gehalten, da nur dann gewahr-
leistet ist, daB verschiedenen Monte-Carlo-Experimenten die gleichen Zufallszah-
len zugrundeliegen. Ist dies nicht der Fall, ist die Vergleichbarkeit verschiedener
Monte-Carlo-Ergebnisse eingeschrinkt. Allerdings impliziert das hier gewahlte
Vorgehen, daf z.B. der approximierte Erwartungswert und die approximierte Va-
rianz von 6 in verschiedenen Experimenten aus einer unterschiedlichen Anzahl N
konvergenter Schitzungen berechnet sein konnen.

Die Analyse der Schitzeigenschaften von Schitzverfahren 138t sich in zwei
Bereiche unterteilen. In dem einen Bereich geht es um die Frage, wie prizise die
stochastischen Eigenschaften einer Zeitreihe bestimmt werden kénnen, wenn die
Spezifikation des stochastischen Prozesses bekannt ist. Im Rahmen der ARFIMA
(P, d, q)-Modelle heift dies, daB der Zeitreihenanalytiker die wahre Ordnung der
AR- und MA-Polynome kennt und auBerdem weiB, ob Intermediate/Long Memory
vorhanden ist oder nicht.

In der empirischen Anwendung von ARFIMA-Modellen ist dies typischerweise
nicht der Fall, da es gerade darum geht herauszufinden, ob Intermediate oder Long

INicht fiir alle Kriterien ist die Kenntnis der Kovarianzmatrix Voraussetzung zu deren Be-
rechnung. Ein Beispiel hierfiir ist die Parameterverzerrung. Um auch hier die Vergleichbarkeit
zu sichern, werden nur die Schétzungen herangezogen, deren Kovarianzmatrix existiert.
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Memory in einer beobachteten Zeitreihe eine Rolle spielt. Dies rickt die Frage
in den Mittelpunkt, wie zuverlassig die wahre Spezifikation des stochastischen
Prozesses, von dem eine Realisation beobachtet wird, identifiziert werden kann.
Dieser zweite Bereich umfat also die Frage der korrekten Modellselektion.

In diesem Kapitel werden beide Bereiche analysiert. In den beiden ersten Ab-
schnitten 5.1 und 5.2 geht es um die Untersuchung der Schatzeigenschaften, wenn
die wahre Spezifikation des stochastischen Prozesses bekannt ist. Abschnitt 5.1
faBt dabei als erstes die Ergebnisse aus der Literatur zusammen und korrigiert
diese in einem Fall. Zweitens werden die Schatzeigenschaften des Whittleschitzers
mittels eigens durchgefiihrter Monte-Carlo-Simulationen bestimmt und mit den
Schitzeigenschaften der bislang untersuchten Schitzverfahren verglichen. In Ab-
schnitt 5.2 werden anschliefend die Faktoren abgeleitet, die die Verzerrung der
Schitzung des Intermediate/Long Memory-Parameters beeinflussen. Dies ist bis-
her in der Literatur nicht zufriedenstellend geschehen.

Die Problematik einer korrekten Modellselektion von reinen Long Memory-
wie auch von ARFIMA(p, d, ¢)-Prozessen wird in Abschnitt 5.3 behandelt. Mit
Hilfe umfangreicher Monte-Carlo-Simulationen werden verschiedene Selektions-
kriterien auf ihre Selektionseigenschaften von fraktional differenziertem Rauschen
und ARFIMA(p, d, ¢)-Prozessen untersucht. Damit die Rechenzeiten in vertret-
barem Rahmen gehalten werden konnten, wird in diesen Analysen ausschlieBlich
der approximative Whittleschatzer verwendet, der die Maximierung einer appro-
ximativen Likelihoodfunktion im Frequenzbereich erfordert. Das Ergebnis wird
hierbei nicht nur von den Eigenschaften des Schitzverfahrens, sondern auch von
den Eigenschaften des verwendeten Selektionskriteriums beeinflufit.

Das zentrale Ergebnis dieses Kapitels ist, daff die Schatzung und Identifika-
tion von Long Memory-Prozessen und schwachen Intermediate Memory-Prozessen
problematisch sind, wenn nicht mehr als 100 Beobachtungen von einer Zeitreihe
zur Verfiigung stehen und der zugrundeliegende stochastische Prozef schwaches
Long Memory aufweist. Ubersteigt die Zahl der Beobachtungen 200 und liegt frak-
tional differenziertes Rauschen vor, besteht bei Long Memory-Prozessen eine gute
und bei Intermediate Memory sogar eine sehr gute Chance, den korrekten Pro-
zeB zu selektieren, wenn das Schwarz-Kriterium verwendet wird. Erschwert wird
die statistische Absicherung von schwachem Long Memory durch die Verzerrung
der t-Werte, die hauptsachlich auf verzerrte Parameterschitzungen zuriickgefihrt
werden kann, so daB Signifikanztests nicht fir alle Parameterwerte auf einer stati-
stisch verlaBlichen Basis stehen. Da die Richtung der Verzerrung von der Parame-
terkonstellation des ARFIMA-Prozesses abhangt, 138t sich keine allgemeingiltige
Korrektur der t-Werte vornehmen.

Ist ein stochastischer Prozef gleichzeitig von Short und Long Memory-Kompo-
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nenten gepragt, so kann sich bei einer geringen Anzahl von Beobachtungen die
Selektion des wahren Modells als unmdglich herausstellen. In Abschnitt 5.3 wird
weiter deutlich, daB nunmehr das “Akaike Information Criterion” anstelle des
Schwarz-Kriteriums die besten Selektionseigenschaften zeigt. Unter diesen Um-
stinden sind Parameterverzerrungen und deren mittlere quadratische Abweichun-
gen umso grofler, je dhnlicher oder gegensatzlicher die Basisprozesse eines ARFI-
MA(p, d, q)-Prozesses sind. Dies ist das zentrale Ergebnis des Abschnitts 5.2,
in dem das Konzept des Basisprozesses auch im Detail eingefiihrt wird. Deu-
ten die Parameterschitzungen auf einen derartigen Extremfall hin, empfiehlt es
sich, falls dies nicht bereits geschehen ist, den Whittleschatzer zu verwenden,
der unter den sieben analysierten Schatzverfahren dann die besten Schatzeigen-
schaften aufweisen kann. Ist der Mittelwert des stochastischen Prozesses dariiber
hinaus bekannt und ist die beobachtete Zeitreihe nicht zu lang, erzielt man mit
der exakten Maximum-Likelihood-Methode die besten Resultate. In allen ande-
ren Fallen ist man mit der Anwendung der Approximation des Whittleschatzers
gut beraten. Grundsatzlich gilt, dafl alle Maximum-Likelihood-Methoden zu einer
Unterschatzung des Intermediate/Long Memory-Parameters fiihren.

5.1 Eigenschaften von Long Memory-Schétzver-

fahren bei kurzen Zeitreihen und korrekter
Modellspezifikation

Eigenschaften von Long Memory-Schétzverfahren bei kurzen Zeitreihen und kor-
rekter Modellspezifikation

Dieser Abschnitt beschreibt die Qualitit aller Schitzmethoden, die in Kapitel
4 dargestellt wurden, wenn die betrachtete Zeitreihe kurz ist und die Spezifikation
des wahren Prozesses bekannt ist. Die sieben Schitzverfahren sind im einzelnen®:

1. das Geweke/Porter-Hudak-Regressionsverfahren (4.5)

2. das exakte Maximum-Likelihood-Verfahren im Zeitbereich (4.12), wenn der
Erwartungswert p bekannt ist,

3. das exakte Maximum-Likelihood- Verfahren im Zejtbereich (4.13), wenn der
Erwartungswert g durch das arithmetische Mittel z = EtT=1 z4/T geschitzt
wird,

2Alle Programme wurden in der Programmiersprache GAUSS geschrieben. Zur Minimierung
der Likelihoodfunktionen wurde dabei der Algorithmus von Broyden/Fletcher/Goldfarb/Shanno
verwendet wurde, der in der Library OPTMUM in der Programmiersprache GAUSS zur
Verfiigung steht.
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4. das approximative Maximum-Likelihood-Verfahren im Frequenzbereich in
Form des approximativen Whittleschatzers (4.32),

5. der approximative Whittleschéatzer (4.32) mit einem Kosinus-Datentaper
(4.31),

6. der approximative Whittleschatzer (4.32) mit einem Trapez-Datentaper (4.30),
7. der Whittleschatzer (4.26).

Die Beurteilung dieser Schitzverfahren erfolgt anhand von drei Kriterien, die im
folgenden Unterabschnitt 5.3.1 definiert und diskutiert werden. Die Kriterien
umfassen die Verzerrung, die mittlere quadratische Abweichung und die Macht
eines Schitzverfahrens, wobei die Macht beziiglich der Nullhypothese von Weifiem
Rauschen analysiert wird.

Die Analyse der Qualitdt der einzelnen Schitzverfahren wird in zwei Un-
terabschnitte unterteilt. Im zweiten Unterabschnitt 5.1.2 konzentriert sich die
Untersuchung auf die Eigenschaften der Schitzung von fraktional differenziertem
Rauschen. Verschiedene Long Memory-Prozesse mit Short Memory-Komponenten
werden im dritten Unterabschnitt 5.1.3 analysiert. Beide Unterabschnitte liefern
sunichst einen kritischen Literaturiiberblick, wobei einige Ergebnisse mit eigenen
Monte-Carlo-Simulationen tberpriift und korrigiert werden. Die Literatur zur
Untersuchung der Schatzeigenschaften der ersten sechs Schitzverfahren bei Vor-
liegen kurzer Zeitreihen umfafit Arbeiten von Cheung [29, 1990], Sowell [178, 1992]
sowie Cheung und Diebold [31, 1993]. Anschliefend werden mit eigenen Monte-
Carlo-Simulationen die Schitzeigenschaften des Whittleschatzers untersucht und
mit den Schitzeigenschaften der bislang in der Literatur analysierten Schétzer
verglichen.

5.1.1 Kriterien zur Beurteilung von Schitzverfahren

Die Beurteilung der verschiedenen Schitzverfahren im Rahmen dieses Abschnitts
erfolgt mitA Hilfe von drei Kriterien. Dabei bezeichnet ; den wahren Parameter-
wert und §; dessen Schatzung:

Verzerrung: B = E[0:] - 6;
Mittlere quadratische Abweichung: MSE = E[(6; - 6,)%]

Macht: Die Macht eines Tests entspricht der Wahrscheinlichkeit, mit der die
Nullhypothese eines Tests abgelehnt wird, wenn sie tatsichlich abgelehnt
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werden sollte. Optimal wire demnach eine Macht von Eins®. Zur Berech-
nung der Macht eines Tests ist also ein Kriterium erforderlich, gemi8i dessen
heurteilt werden kann, ob die Null- oder die Alternativhypothese vorliegt.
Da in Kapitel 4 gezeigt wurde, da die Parameterschitzungen aller darge-
stellten Schitzverfahren asymptotisch normalverteilt sind, ist es moglich,
als Testgrofle (asymptotisch korrekte) t-Werte zu verwenden. Die Nullhy-
pothese wird dann abgelehnt, wenn der Absolutbetrag des t-Wertes einen
kritischen Wert, der entsprechend dem gewiinschtem Signifikanzniveau der
t-Verteilung zu entnehmen ist, Gbersteigt. Der geschitzte t-Wert fiir die
Nullhypothese 6, = 85, ist dabei durch

i= M’_ (5.1)

Var[é;]

bestimmt, wobei Var[f;] die geschitzte Varianz der Parameterschitzung 0
angibt. Die Macht bezeichnet also die Wahrscheinlichkeit, mit der der t-
Wert den kritischen Wert iibersteigt. Da es im allgemeinen darum geht
herauszufinden, ob ein Parameter von Null verschieden ist, ist in dieser
Arbeit die Nullhypothese durch 6y; = 0 und die Alternative durch 8y # 0
definiert.

Die numerische Vorgehensweise erfordert, wie bereits angesprochen, daff die
Erwartungswerte der Verzerrung sowie der mittleren quadratischen Abweichung
durch ihre arithmetischen Mittel und die Macht durch die relative Haufigkeit, mit
der die Nullhypothese korrekterweise verworfen wird, approximiert werden*. Um
zuverlassige statistische Ergebnisse zu erhalten, ist deshalb eine ausreichend hohe
Zahl an Wiederholungen notwendig. Den Monte-Carlo-Simulationen in diesem
Abschnitt liegen daher N = 500 Replikationen zugrunde. Die Zahl der Repli-
kationen wird auf 500 begrenzt, da, um die Vergleichbarkeit der Ergebnisse fiir
verschiedene Schitzverfahren zu gewihrleisten, die Anzahl der Replikationen fiir
alle durchgefiihrten Monte-Carlo-Simulationen identisch sein sollte und aufgrund
des hoheren Rechenaufwands 500 Replikationen fiir die Monte-Carlo-Simulationen
zur Analyse des Whittleschitzers eine Obergrenze bilden.

Beziiglich der Aussagekraft der einzelnen Kriterien ist zu beachten, dafl die
Ergebnisse fiir die drei Kriterien interdependent sind. So existiert zum einen

3DeGroot [41, 1989, S. 438- 9] definiert aligemeiner eine Machtfunktion (“Power Function”),
die zusitzlich zu der gegebenen Definition von Macht auch die Wahrscheinlichkeit beriicksichtigt,
mit der die Nullhypothese nicht verworfen wird, wenn sie tatsichlich vorliegt. Im Optimalfall
wiren dann die Funktionswerte der Machtfunktion 0, wenn die Nullhypothese vorliegt und 1
im Fall der Alternative. Die Spezifikation einer oberen Grenze der Machtfunktion bei Vorliegen
der Nullhypothese definiert das Signifikanzniveau eines Tests beziiglich der Nullhypothese. Das
Maximum der Machtfunktion bei Vorliegen der Nullhypothese wird als GroBe (“Size”) eines
Tests bezeichnet.

4Aus diesem Grund verwendet Cheung [29, 1990] den Ausdruck ’empirische Macht’.
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swischen der mittleren quadratischen Abweichung und der Verzerrung einer Pa-
rameterschitzung folgender Zusammenhang®

E[(6:—6)% = (E[6:] - 6;)* + Var[f] bzw. (5.2)
MSE = B+ Varlfy,

so daB bei konstanter mittlerer quadratischer Abweichung eine groflere Verzerrung
eine geringere Varianz impliziert. Ein Vergleich zweier Schatzverfahren ausschlie-
lich hinsichtlich ihrer Verzerrung ware also unvollstandig.

Zum anderen wird bei konstanter Varianz der Parameterschitzung Var[f;]
und gegebenem wahrem Parameterwert §; die Macht eines Tests umso grofler, je
grofer der Absolutwert der Summe aus der erwarteten Verzerrung B und dem
wahren Wert 6;, d.h. von E[f;] wird. Dieser Zusammenhang ist bisher in der
Literatur nicht dargestellt worden und wird deshalb im folgenden belegt. Gemaf
obiger Definition gibt die Macht eines Testverfahrens die Wahrscheinlichkeit an,
mit der die Nullhypothese 8o; = 0 korrekt verworfen wird, d.h. der t-Wert

a

. 0;
&=

- \/ Var[by)

iiber bzw. unter dem kritischen Wert liegt, wenn in der Tat 6o; # 0 ist. Die Macht
eines Tests ist damit umso grofler, je grofier im Durchschnitt die t-Werte £; sind,
da dann die Wahrscheinlichkeit ansteigt, daB ein t-Wert im Absolutbetrag den
kritischen Wert fibertrifft. Die Bedingung dafir ist, daf der Absolutbetrag des
Erwartungswertes der Parameterschitzung |E[;]] ansteigt. Daraus folgt, da8 fiir
einen gegebenen wahren Parameterwert 6; die Macht eines Tests umso groBer ist,
je grofer der Absolutwert der Summe aus der erwarteten Verzerrung B und dem
wahren Wert 8; wird.

Mit anderen Worten, ist der wahre Parameter 9; positiv, fiilhrt eine Steigerung
der absoluten Verzerrung |B| nur dann zu einem Riickgang der Macht, wenn sich
|B| innerhalb von —8; < B <0 erhoht. Ist hingegen die Verzerrung ebenfalls
positiv oder gilt |B| > 8, kommt es durch eine Steigerung von B zu einem Anstieg
der Macht. Diese Argumentation verdeutlicht, daB die empirisch ermittelte Macht
eines Tests alleine keine zuverlassige Beurteilung der Schitzeigenschaften eines
Schatzverfahrens erlaubt, da sowohl eine grofie wie auch eine kleine empirische
Macht ausschlieBlich das Ergebnis einer Verzerrung sein kann.

SEine Ableitung dieses Zusammenhangs ergibt sich aus
E[(6; - 6:)%] - (El6:) - 6:)°
E[6? — 26:6; + 67) — (E[6:))* - 20, E[6:] + 67)
E[6?) - (E6:))*

1]

Var[é;]

Dieser Zusammenhang wird auch von Cheung und Diebold [31, 1993, S. 10] verwendet.
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5.1.2 Schitzeigenschaften bei Vorliegen von fraktional

differenziertem Rauschen

Wie gut eignen sich nun die sieben genannten Schatzverfahren, die zu Beginn des
Abschnitts genannt wurden, zum Schéitzen von fraktional! differenziertem Rau-
schen? In der Literatur sind bisher weder alle Schitzverfahren noch alle Kriterien
analysiert worden. Cheung und Diebold (31, 1993] beschrinken sich auf die zwei
exakten Maximum-Likelihood-Verfahren und die drei Versionen des approximati-
ven Whittleschatzers. Auch betrachten sie nur die Verzerrung und die mittlere
quadratische Abweichung der Parameterschatzungen. Cheung [29, 1990] beriick-
sichtigt zusatzlich das Geweke/ Porter-Hudak- Verfahren und die modifizierte R/S-
Statistik®, die im folgenden jedoch keine Rolle spielt, da sie sich im Gegensatz zum
Geweke/Porter-Hudak-Verfahren lediglich zum Testen auf Long Memory, jedoch
nicht zum Schitzen eignet. Dariiber hinaus berechnet er jeweils die empirische
Macht eines Verfahrens beziiglich der Nullhypothese fo; = 0. Beiden Analysen
ist dabei die Generierungssmethode zur Simulation von fraktional differenziertem
Rauschen von McLeod und Hipel {147, 1978] gemein, die als zweite Methode in
Abschnitt 3.3 vorgestellt wird.

Der wichtigste Bestandteil dieses Abschnitts ist damit die Analyse der Schitz-
eigenschaften des Whittleschatzers, dessen Schatzeigenschaften bisher im Rahmen
der ARFIMA-Prozesse nicht bekannt sind, sowie ein Vergleich der Schatzeigen-
schaften des Whittleschitzers mit den bereits in der Literatur dargestellten Er-
gebnissen. Als Grundlage hierfiir werden deshalb als erstes die in der Literatur
vorhandenen Forschungsergebnisse dargestellt und, wie in einem Fall nétig, korri-
giert.

Cheung und Diebold [31, 1993] untersuchen fiir Zeitreihenlingen von T =
50,100, 300,500 jeweils Verzerrung und mittlere quadratische Abweichung der
Schiatzung d fiir fiinf verschiedene Intermediate Memory-Modelle (d = —0,45,
—0.35,...,—0.05) und fiinf verschiedene Long Memory-Modelle (d = 0,05,0,15,
...,0,45). Thr bemerkenswertestes Ergebnis ist, dafi die Verwendung der exakten
Likelihoodfunktion mit geschitztem Mittelwert im Vergleich zu den drei appro-
ximativen Whittleschitzern weder die Verzerrung, noch die mittlere quadratische
Abweichung wesentlich reduziert. Insbesondere bei Vorliegen von Long Memory
entsprechen sich die mittleren quadratischen Abweichungen der genannten fiinf
Maximum- Likelihood-Schatzverfahren. Ist hingegen der Mittelwert der Zeitreihe
bekannt, so erhilt man mit der exakten Likelihoodfunktion die weitaus gering-
ste Verzerrung und die geringste mittlere quadratische Abweichung. Fiir alle
Maximum-Likelihood- Verfahren gilt, daB die Verzerrung immer negativ ist, d.h.
daB das wahre d systematisch unterschatzt wird.

6Vgl. hierzu einige Bemerkungen in Kapitel 4.
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Hinsichtlich der Variation der Verzerrung bei variierendem d bestehen je-
doch Unterschiede zwischen den Maximum-Likelihood-Verfahren im Zeit- und
Frequenzbereich. Bei Verwendung der approximativen Likelihoodfunktion im Fre-
quenzbereich weisen weder Verzerrung noch mittlere quadratische Abweichung
systematische Anderungen fiir ansteigende d’s auf. Lediglich fiir grofle positive d
fiihrt die Verwendung eines Datentapers’, entsprechend den theoretisch begriinde-
ten Erwartungen in Abschnitt 4.2.1, zu einer Reduktion sowohl der Verzerrung
als auch der mittleren quadratischen Abweichung.

Schitzt man hingegen mittels der exakten Likelihoodfunktion und ist der Mit-
telwert bekannt, so sinkt die mittlere quadratische Abweichung mit zunehmendem
d, obwohl die Verzerrung ansteigt. Mufl der Mittelwert dagegen geschatzt werden,
so steigen sowohl die mittlere quadratische Abweichung als auch die Verzerrung
an. Cheung und Diebold [31, 1993] begriinden dies mit Hilfe des Zusammenhangs
(5.2) zwischen Verzerrung, Varianz des Schétzers und mittlerer quadratischer Ab-
weichung folgendermafen: Mit ansteigendem d nimmt die Varianz des generierten
ARFIMA(0,d,0)-Prozesses zu und damit die Varianz Var[f;] des Schatzers von d
ab. Im Fall des exakten Likelihoodschitzers mit bekanntem Mittelwert fibertrifft
dieser Riickgang den mit einem ansteigendem d verbundenen Anstieg in der qua-
drierten Verzerrung B? = (E[6;] — 6;)? und fithrt damit zu einem Riickgang der
mittleren quadratischen Abweichung. Ist der Mittelwert dagegen nicht bekannt,
ist dies nicht der Fall.

Die Arbeit von Cheung [29, 1990] untersucht ausschlielich das Long Memory-
ProzeBspektrum, aber erweitert die Analyse um das Geweke/ Porter-Hudak- Ver-
fahren und gibt dariiber hinaus die empirische Macht der jeweiligen Schatzver-
fahren an. Beziiglich des Geweke/Porter-Hudak-Verfahrens stellt Cheung [29,
1990] fest, daf dessen mittlere quadratische Abweichung um das bis zu Acht-
fache iiber der des approximativen Whittleschatzers liegt. Dies impliziert eine
relativ grofe Wahrscheinlichkeit, da die Schitzung von d nicht im stationiren
und invertierbaren Parameterbereich —0,5 < d < 0,5 liegt, obwohl dies fiir das
wahre d gilt. Gleichzeitig ist die Verzerrung der Geweke/Porter-Hudak-Schétzung
teilweise geringer als die der exakten Likelihoodfunktion bei bekanntem Mittel-
wert und im Gegensatz zu allen Maximum-Likelihood-Schatzungen positiv. Bei
einem Vergleich der Macht des Geweke/Porter-Hudak-Verfahrens, der zwel ex-
akten Maximum-Likelihood-Verfahren und den drei Varianten des approximati-
ven Whittleschitzers kommt Cheung [29, 1990] zu dem Ergebnis, daB die drei
approximativen Whittleschatzer unabhangig von der Kenntnis des Mittelwertes
die grofBte empirische Macht aufweisen. Im Fall eines ARFIMA(0,d,0)-Prozesses
mit d = 0,05 ist die empirische Macht der approximativen Whittleschatzer so-
gar nahezu viermal groBer als die des exakten Likelihoodschatzers bei bekanntem
Mittelwert.

7Vgl. dazu die Gleichungen (4.30) und (4.31) in Abschnitt 4.2.2.
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Das Ergebnis hinsichtlich der vergleichsweise grofen Macht der approximati-
ven Whittleschitzer erscheint unplausibel. Um diese Vermutung zu tberpriifen,
werden fiir den ARFIMA(0,d,0)-Proze mit d = 0,05 mit dem approximativen
Whittleschitzer eigene Monte-Carlo-Simulationen mit 500 Replikationen durch-
gefiihrt. Die Simulationsergebnisse bestatigen, da Cheung die Macht der appro-
ximativen Whittleschitzer zu hoch angibt.

Ein Vergleich der eigenen Simulationsergebnisse mit denen von Cheung [29,
1990] erfolgt fiir diesen schwachen Long Memory-ProzeB in Tabelle 5.1. Die
Tabelle 5.1 enthalt dariiber hinaus die Simulationsergebnisse fir den Whittle-
schatzer, die weiter unten besprochen werden. Dabei sind in Tabelle 5.1 die
eigenen Simulationsergebnisse jeweils in der zweiten Zeile beziiglich eines Kri-
teriums angegeben. Betrachtet man nun die von Cheung berechnete Macht der

Tabelle 5.1: EIGENSCHAFTEN VERSCHIEDENER SCHATZVERFAHREN BEI VOR-
LIEGEN EINES ARFIMA(0,d,0)-PROZESSES DER LANGE T = 100 MIT d = 0,05

Schatzverfahren
Geweke/ exakte ML approximative ML
Porter- N u approximativer Whittleschatzer | Whittle-
Hudak bekannt | unbekannt Datentaper schatzer
Verf. Kosinus Trapez
Verzerrung  0,0041 -0,0110 -0,0434 -0,0467  -0,0470 - 0,0471
0,0159¢ -0,0446° -0,0405
MSE 0,0876 0,0062  0,0094 0,0102 0,0111 0,0124
0,0939¢ 0,0103¢ 0,0095¢
Macht 0,0620 0,1240  0,0610 0,4650 0,4520 0,4590
0,0621¢ 0,0561° 0,0541¢

Alle Werte, die mit ° versehen sind, basieren auf eigenen Monte-Carlo-Simulationen mit 500
Replikationen unter der Verwendung der Generierungsmethode 2. Alle anderen Werte sind den
Tabellen 4.2.A, 4.3.A, 44.A, 45.A, 46.A und 4.7.A von Cheung [29, 1990] entnommen. Sie
basieren auf 1000 Simulationen.

heiden Schitzverfahren, ergibt sich 0,1240 fiir das exakte Maximum-Likelihood-
Verfahren bei Kenntnis des Mittelwertes und 0,4650 fiir die Macht des appro-
ximativen Whittleschitzers, einem viermal so groBen Wert. Die mittels eige-
ner Monte-Carlo-Simulationen berechnete Macht des approximativen Whittle-
schatzers betragt hingegen gerade 0,0561 und ist damit ungefahr so gro wie die
des exakten Maximum-Likelihood-Verfahrens bei geschatztem Mittelwert.

Das Ergebnis der eigenen Monte-Carlo-Simulationen, dem zufolge im Ver-
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gleich zum exakten Maximum-Likelihood-Schatzer bei Kenntnis des Mittelwertes
der approximative Whittleschatzer eine geringere Macht aufweist, ist theoretisch
plausibel, wenn man den in Unterabschnitt 5.1.1 abgeleiteten Zusammenhang
zwischen der Macht und der Verzerrung eines Schitzverfahrens beriicksichtigt.
Demnach gilt, daB bei konstanter Varianz der Parameterschitzung und gegebe-
nem wahrem Parameterwert 8; die Macht eines Tests umso grofer ist, je grofer der
Absolutwert der Summe aus der erwarteten Verzerrung B und dem wahren Wert
9, wird. Diese Summe ist jedoch bei Verwendung der exakten Likelihoodfunktion
groBer als bei Anwendung des approximativen Whittleschatzers, da der Absolutbe-
trag der Verzerrung bei Anwendung des approximativen Verfahrens kleiner d, aber
groBer als der Absolutbetrag der Verzerrung der exakten Maximum-Likelihood-
Schitzung ist. Damit muB die Macht des approximativen Verfahrens geringer
seln.

Dariiber hinaus sind die t-Werte der eigenen Monte-Carlo-Simulationen nicht
durch eine verzerrte Schitzung der Parametervarianz beeinflufit, da die tatsachli-
che Varianz Var|d], die mittels Beziehung (5.2) aus der Verzerrung und der mitt-
leren quadratischen Abweichung errechnet werden kann, mit 0,0080 nahezu dem
Mittelwert der geschitzten Varianzen Var[cf] in Hohe von 0,0079 entspricht.

Unter dieser Voraussetzung existiert ein weiterer Grund fiir eine geringere
Macht des approximativen Whittleschitzers, als sie von Cheung (29, 1990] an-
gegeben wird. Denn dann gilt, daB die geschitzte Varianz des approximativen
Whittleschitzers groer ist als die des exakten Verfahrens bei Kenntnis des Mittel-
wertes. Unter Beriicksichtigung von Beziehung (5.2) ergibt sich fiir die tatsichliche
Parametervarianz der exakten Maximum-Likelihood-Methode bei Kenntnis des
Mittelwertes 0,0075 im Vergleich zu 0,0080 bei Verwendung des approximativen
Whittleschitzers. Das bedeutet, daB die t-Werte des approximativen Whittle-
schitzers kleiner sind als die des exakten Verfahrens bei Kenntnis des Mittelwer-
tes, da der Nenner in der Definition des t-Wertes (5.1) durchschnittlich grofler ist,
und damit ceteris paribus eine geringere Wahrscheinlichkeit besitzen, den kriti-
schen Wert im Absolutbetrag zu iibertreffen. Aufgrund dieser Uberlegungen ist
davon auszugehen, dal Cheungs Angaben iiber die Macht der approximativen
Whittleschiatzer, die in Tabelle 5.1 enthalten sind, falsch sind.

Damit entspricht die Macht der approximativen Whittleschatzer ungefahr
der Macht der exakten Maximum-Likelihood-Schitzung bei Unkenntnis des Mit-
telwerts. Diese Tatsache legt den SchluB nahe, dafl die Kenntnis des Mittelwertes
die Macht eines Schitzverfahrens entscheidend beeinflufit. Dies gilt auch fiir das
AusmaB der Verzerrung und die mittlere quadratische Abweichung. Ein Problem
aller Schitzverfahren ist, daB sie bei Vorliegen von schwachem Long Memory und
100 Beobachtungen keine Macht besitzen, die Nullhypothese von Weilem Rau-
schen zu verwerfen, denn wie aus Tabelle 5.1 zu ersehen ist, erreicht die Macht des
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besten Verfahrens 0,1240. Auch bei 500 Beobachtungen erhoht sich die Macht der
exakten Likelihoodschitzung bei Kenntnis des Mittelwertes nur auf 0,395 (Cheung
[29, 1990, S. 92, Table 4.3.A]). Ist der Mittelwert nicht bekannt und soll der hohe
Rechenaufwand durch die Invertierung der Kovarianzmatrix vermieden werden,
so ergibt sich bei Verwendung des approximativen Whittleschitzers selbst bei 800
Beobachtungen lediglich eine Macht von nur 0.3247. Dies macht deutlich, daf§
Tests auf das Vorliegen von schwachem Long Memory eine wesentlich grofiere
Anzahl an Beobachtungen erfordern als Tests auf das Vorliegen einfacher Short
Memory-Prozesse. Steigt d an, erhoht sich die Macht bei Verwendung des exakten
Maximum-Likelihood-Schatzers und bekanntem Mittelwert rasch, denn schon fiir
d = 0,15 erreicht die Macht bei 100 Beobachtungen 0,5680 und bei 200 Beobach-
tungen bereits 0,8210 (Cheung [29, 1990, S. 92, Table 4.3.B)).

Nach dieser kritischen Zusammenfassung der in der Literatur vorhandenen
Forschungsergebnisse, stellt sich die Frage, wie im Vergleich zu diesen Schatzver-

fahren der Whittleschitzer (4.26)

T-1

abschneidet. Wie in Abschnitt 4.2.2 gezeigt wurde, zeichnet sich dieses Schatz-
verfahren dadurch aus, dafl schlechtere Schatzeigenschaften aufgrund des Infor-
mationsverlustes, der durch die Approximation des Whittleschitzers bei kurzen
Zeitreihen entsteht, vermieden werden. Der Informationsverlust ergibt sich aus der
Approximation des Integrals im Whittleschatzer (4.26) durch die Summe (4.37)

7§ g:’[ 1 e—iru
T g(w.;0)

Um die Vergleichbarkeit mit den bisherigen Ergebnissen zu gewihrleisten, wur-
den 500 Realisationen des ARFIMA(0,d,0)-Prozesses mit d = 0,05 generiert
und geschitzt. Die Schétzeigenschaften des Whittleschitzers sind in der letz-
ten Spalte in Tabelle 5.1 enthalten. Es zeigt sich, dal im Vergleich zu den ei-
genen Schitzungen mit dem approximativen Whittleschitzer die Verzerrung um
13,9%, die mittlere quadratische Abweichung um 7,7%, aber auch die Macht um
3,8% zuriickgehen®. Damit bleibt die empirische Macht in der Gréfenordnung
des approximativen Whittleschatzers. Hingegen werden Verzerrung und mittlere
quadratische Abweichung reduziert. Aufgrund von Beziehung (5.2) gilt dies auch
fir die tatsichliche Parametervarianz. Dieses Muster ergibt sich ebenso bei ei-

8Die geringere Macht ist damit zu erkliren, daB der Riickgang der Macht durch die Reduktion
der Verzerrung gemaB der Argumentation in Unterabschnitt 5.1.1 den Anstieg der Macht auf-
grund einer geringeren Parametervarianz iibertrifft. Ein Riickgang der Macht bedeutet deshalb
nicht, da der Whittleschitzer schlechter ist.
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nem Vergleich des Whittleschatzers mit der exakten Likelihood bei Unkenntnis
des Mittelwertes®.

Als Resumée 1aBt sich iiber den Whittleschitzer sagen, daB der Whittle-
schitzer, abgesehen von der empirischen Macht, die besten Schitzeigenschaften fiir
sich verbuchen kann, wenn es um die Schitzung von ARFIMA(0,d,0)-Prozessen im
Fall einer vergleichsweise geringen Anzahl von 100 oder 200 Beobachtungen geht
und der Mittelwert geschitzt werden mufl. Insbesondere fiihrt dessen Verwendung
zu einer nennenswerten Reduktion in der Verzerrung, so dafi man sich unter diesen
Bedingungen nicht mit der Schitzqualitdt des approximativen Whittleschdtzer
zufrieden geben sollte.

5.1.3 Schitzeigenschaften bei Vorliegen von ARFIMA

(p,d,q)-Prozessen

In der empirischen Arbeit ist davon auszugehen, dafi Short und Long Memory in
einem stochastischen Proze gemeinsam vorliegen. Deshalb ist es notwendig, vor
der empirischen Anwendung der genannten Verfahren deren Schatzeigenschaften
fir ARFIMA(p,d,q)-Prozesse mit p und/oder ¢ ungleich Null zu betrachten. Wie
im vorhergehenden Abschnitt iiber die Schatzeigenschaften bei Vorliegen von frak-
tional differenziertem Rauschen wird zunichst der Stand der Literatur kritisch
dargestellt. AnschlieBend werden die Schitzeigenschaften des Whittleschatzers
analysiert und mit den existierenden Ergebnissen verglichen.

Die Eigenschaften bei Vorliegen kurzer bzw. begrenzter Zeitreihen von Schatz-
verfahren fiir ARFIMA-Prozesse wurden bisher von zwei Forschern untersucht.
Die ausfiihrlichste Studie stammt von Cheung [29, 1990], da er abgesehen vom
Whittleschitzer alle Schatzverfahren beriicksichtigt, die zu Beginn des Abschnitts
5.1 aufgefithrt wurden. Insgesamt liegen seinen Ergebnissen zwolf verschiedene
ARFIMA (p,d,q)-Prozesse mit folgenden Parameterspezifikationen zugrunde:

e ARFIMA(1,d,0)-Prozesse mit 8 = (0,3;0,15), (0,7;0,15), (0,3;0,35), (0,7;0,35),

o ARFIMA(0,d,1)-Prozesse mit 6 = (0,15;0,3), (0,15;0,7), (0,35;0,3), (0,35;0,7),

e ARFIMA(1,d,1)-Prozesse mit 6 = (0,3;0,15;0,3), (0,7;0,15;0,7), (0,3;0,35;0,3),
(0,7;0,35;0,7).

9Quantitative Aussagen wiren hier moglicherweise irrefiihrend, da die zugrundeliegenden
Werte der Schitzeigenschaften nicht aus den gleichen Zufallszahlen abgeleitet wurden.
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Alle Prozesse werden jeweils mit Hilfe von Methode 4 aus Abschnitt 3.3 fiir fiinf
verschiedene Zeitreihenlingen T = 100,200, ...,500 generiert.

Sowell [178, 1992] analysiert sechzehn Intermediate/Long Memory-Prozesse
folgender Form:

o ARFIMA(1,d,0)-Prozesse mit § = (—0,7; —0,3), (—0,2; —0,3), (0,3; —0,3),
(05 87 _07 3)7

o ARFIMA(1,d,0)-Prozesse mit 6§ = (-0,7;0,3), (—0,2;0,3), (0,3;0,3),
(0,8:0,3),

¢ ARFIMA(0,d,1)-Prozesse mit 6 = (—0,3; -0, 8), (—0,3; -0, 3), (—0,3;0,5),
(_01 31 Ov 9)7

¢ ARFIMA(0,d,q)-Prozesse mit § = (0,3;-0,8), (0,3;-0,3), (0,3;0,5),
(0,3;0,9).

Bei den Schéitzverfahren beschrankt er sich auf das Geweke/Porter-Hudak-Ver-
fahren, das exakte Maximum-Likelihood-Verfahren bei Kenntnis des Mittelwertes
und den approximativen Whittleschitzer. Auch verzichtet er darauf, die Macht
der einzelnen Schatzverfahren zu berechnen.

Cheung [29, 1990, S. 73f.] stellt allgemein fiir alle Maximum-Likelihood-
Verfahren fest, da die gleichzeitige Existenz von Short und Long Memory ihre
Verzerrung und ihre mittlere quadratische Abweichung erhéht und deren Macht
senkt. Cheung beobachtet weiter fiir alle Maximum-Likelihood- Verfahren, da bei
Long Memory-Prozessen mit einem AR-Parameter der Anstieg sowohl in der Ver-
zerrung als auch in der mittleren quadratischen Abweichung gréfer ist als bei Long
Memory-Prozessen mit einem MA-Parameter. Dariiber hinaus haben alle Maxi-
mum-Likelihood- Verfahren eine gréfere Macht, Long Memory aufzudecken als das
Geweke/Porter-Hudak-Verfahren und weisen im Gegensatz zu diesem Schatzver-
fahren eine negative Verzerrung auf.

Im einzelnen kommt Cheung (29, 1990, S. 69f.] zu dem Ergebnis, daB bei
gleichzeitiger Existenz von Short und Long Memory und Kenntnis des Mittelwerts
die exakte Maximum-Likelihood-Methode das im Vergleich zu allen anderen Ver-
fahren beste Schatzverfahren ist, da es die geringste Verzerrung und die geringste
mittlere quadratische Abweichung aufweist. MuB jedoch der Mittelwert geschitzt
werden, so zeigt sich, daB die Schitzungen der exakten Likelihoodfunktion zwar
eine grofiere Verzerrung als die drei Schitzvarianten der approximativen Whittle-
schitzer zeigen, aber eine kleinere mittlere quadratische Abweichung, sofern nicht



5.1.  Eigenschaften bei korrekter Parameterspezifikation 99

d groB und der AR-Parameter ungleich N ull sind. Die Verwendung eines Daten-
tapers wirkt wie bei fraktional differenziertem Rauschen, d.h. die Schatzqualitat
verbessert sich, wenn d positiv und gro8 ist.

Cheungs [29, 1990, S. 69f.] Beurteilung des exakten Maximum-Likelihood-
Verfahrens bei Kenntnis des Mittelwertes als das beste aller Schatzverfahren mufl
allerdings eingeschrankt werden, da die drei Versionen des approximativen Whittle-
schitzers in einigen Fillen eine wesentlich hohere Macht aufweisen als das ex-
akte Maximum-Likelihood-Verfahren bei bekanntem . Dies sei anhand von ei-
nem ARFIMA(1,d,0)- und einem ARFIMA(1,d,1)-ProzeB mit den Parametern
o = 0,3, d=0,15und § = 0,3 verdeutlicht. Die Schitzeigenschaften der
sechs analysierten Schatzverfahren bei Vorliegen dieser Prozesse finden sich in
den Tabellen 5.2 und 5.3, die im Aufbau Tabelle 5.1 entsprechen und eben-
falls die Ergebnisse aus eigenen Monte-Carlo-Simulationen enthalten, die mit dem
Geweke/Porter-Hudak-Verfahren, dem approximativen Whittleschitzer und dem
Whittleschitzer durchgefiihrt wurden. Die Zeitreihen wurden wie bisher mit der
Methode von McLeod und Hipel (Methode 2 in Abschnitt 3.3) generiert.

Tabelle 5.2: EIGENSCHAFTEN VERSCHIEDENER SCHATZVERFAHREN BEI VOR-
LIEGEN EINES ARFIMA(1,d,0)-PROZESSES DER LANGE T =100 MIT oy = 0,3
UND d = 0,15

Schatzverfahren
Geweke/ exakte ML approximative ML
Porter- I Y approximativer Whittleschatzer Whittle-
Hudak | bekannt | unbekannt Datentaper schatzer
Verf. Kosinus [ Trapez
Verzerrung 0,0371 -0,1191  -0,3019 -0,3147  -0,3250 -0,3116
0,0627¢ - 0,3294° -0,2643°
MSE 0,0855 0,0661 0,1492 0,1761 0,1865 0,1821
0,1015°% 0,1986° 0,1450°¢
Macht 0,1370 0,2292 0,0710 0,2852 0,2756  0,2902
0,1202¢ 0,3580° 0,2278¢

Zur Ermittlung der Werte, die mit ° b ¢ versehen sind, wurden in eigenen Monte-Carlo-
Simulationen 500 Replikationen mit Generierungsmethode 2 durchgefithrt. Bei den mit b be-
zeichneten Werten konvergierten davon 487 Simulationen und bei den mit ¢ bezeichneten Wer-
ten 440. Alle anderen Werte sind den Tabellen 4.2.F, 43F, 44.F, 45 F, 4.6.F und 4.7.F von
Cheung [29, 1990] entnommen. Sie basieren auf 1000 Simulationen. Cheung macht keine Anga-
ben dariiber, ob sich die Zahl der Simulationen auf die Zahl der konvergenten Replikationen N
oder auf die Anzahl tatsichlich durchgefiihrter Replikationen N bezieht.

Auch hier sind in der jeweils zweiten Zeile die eigenen Monte-Carlo-Berech-
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nungen auf Basis des approximativen Whittleschitzers angegeben. Wie aus der
jeweils vierten Spalte zu ersehen ist, {ibertreffen alle drei Kriterien die von Cheung
in den Tabellen 4.5.F und 4.5.N angegebenen Werte, bestitigen aber qualitativ
Cheungs Ergebnisse.

In quantitativer Hinsicht weichen jedoch die eigenen Monte-Carlo-Ergebnisse
von Cheungs Monte-Carlo-Resultaten ab, wie aus den Tabellen 5.2 und 5.3 zu er-
sehen ist. Dies gilt insbesondere fiir die Schatzeigenschaften des approximativen
Whittleschatzers. Als Ursache fiir diese Abweichungen kommen potentiell zwei
Faktoren in Betracht. Erstens unterscheiden sich die in den beiden Monte-Carlo-
Studien verwendeten Generierungsmethoden. Cheung nutzt die approximative
ARMA-Methode, die als vierte Methode in Abschnitt 3.2 vorgestellt wurde. Die
eigenen Monte-Carlo-Simulationen basieren hingegen auf der in Abschnitt 3.2 dis-
kutierten, exakten Generierungsmethode von McLeod und Hipel. Zum zweiten
liegen Cheungs Untersuchungen doppelt so viele Replikationen zugrunde. Dabei
macht Cheung allerdings keine Angaben dariiber, ob sich die 1000 Replikationen

Tabelle 5.3: EIGENSCHAFTEN VERSCHIEDENER SCHATZVERFAHREN BEI VOR-
LIEGEN EINES ARFIMA(1,d,1)-PROZESSES DER LANGE T = 100 MIT o; =0,3,
d=0,15UND 3, =0,3

Schétzverfahren
Geweke/ exakte ML approximative ML
Porter- [ n approximativer Whittleschitzer | Whittle-
Hudak | bekannt | unbekannt Datentaper schitzer
Verf. Kosinus [ Trapez
Verzerrung  0,0625 -0,1206 -0,3224 -0,3214  -0,3692 -0,3518
0,0460° - 0,4638° -0,3662°
MSE 0,0857 0,0726 0,1731 0,1922 0,2259  0,2139
0,1007¢ - 0,3406° 0,2402¢
Macht 0,1670 0,2470 0,0851 0,3114 0,2553 0,2724
0,1162¢ -0,4631° 0,3280°¢

Zur Ermittlung der Werte, die mit ® * ¢ versehen sind, wurden in eigenen Monte-Carlo-
Simulationen N = 500 Replikationen mit Generierungsmethode 2 durchgefiihrt. Bei den mit
bezeichneten Werten konvergierten davon 498 Simulationen und bei den mit markierten Er-
gebnissen 434 Simulationen. Alle anderen Werte sind den Tabellen 4.2.N, 43.N, 44.N, 45.N,
4.6.N und 4.7.N von Cheung [29, 1990] entnommen. Sie basieren auf 1000 Simulationen. Cheung
macht keine Angaben dariiber, ob sich die Zahi der Simulationen auf die Zahl der konvergenten
Replikationen N oder auf die Anzahl tatsichlich durchgefiihrter Replikationen N bezieht.

auf die Zah! der konvergenten Wiederholungen N oder der insgesamt durchgefiihr-
ten Replikationen N bezieht.
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Es stellt sich an dieser Stelle die Frage, weshalb nicht alle Schitzungen auf der
Basis des approximativen Whittleschitzers konvergieren. Verantwortlich hierfir
ist das Verhalten des Whittleschitzers bzw. von dessen Approximation, wenn eine
Realisation eines ARFIMA-Prozesses geschitzt wird, die keine oder nur eine sehr
schwache stochastische Struktur aufweist. Abgesehen von erratischen Schwankun-
gen, zeigt dann das Periodogramm dieser Realisation als empirisches Analogon
zur Spektraldichte tendenziell einen waagrechten Verlauf'°. Berechnet man den
approximativen Whittleschatzer an 1000 Fourierfrequenzen w; unter der Voraus-
setzung eines waagrechten Periodogramms I(w) = 1 {iber ein Gitter von variieren-
den AR(1)- und MA(1)-Parameter fiir einen festen Intermediate/Long Memory-
Parameter d = 0,15, erhalt man Abbildung 5.1. Sowohl a; als auch B, variieren
dabei von -0,5 bis 0,5 in Schritten von 0,1. Abbildung 5.1 macht deutlich, daf§
es bei einer Minimierung der abgebildeten Funktion zu einem gegenseitigen Auf-
schaukeln des AR(1)- und des MA(1)-Parameters kommen kann, wobei der eine
Parameter gegen unendlich, der andere Parameter gegen minus unendlich strebt,
so daB es dann zu keiner Konvergenz in der Nihe der wahren Parameterwerte
kommt!'!. Aufgrund dieser Uberlegungen ist davon auszugehen, daff in Cheungs
(29, 1990] Monte-Carlo-Experimenten ebenfalls nichtkonvergierende Schatzungen
aufgetreten sind, die jedoch nicht genannt werden.

Die im Vergleich zur exakten Maximum-Likelihood-Methode gréfere Macht
des approximativen Whittleschitzers bei Kenntnis des Mittelwertes, wie sie aus
den Tabellen 5.2 und 5.3 ersichtlich wird, ist mit dem Zusammenhang zwischen
Macht und Verzerrung zu erkliren, der im Unterabschnitt 5.1.1 iiber die Kriterien
zur Beurteilung von Schitzeigenschaften dargestellt wurde. In beiden Fillen be-
wirkt ceteris paribus der Anstieg der Verzerrung iber d hinaus einen Anstieg
der Macht. Dieser positiv wirkende Einflu wird allerdings vom Anstieg der
tatsichlichen Parametervarianz von 0,0519 auf 0,0771 im Fall des ARFIMA(1,d,0)-
Prozesses bzw. von 0,0581 auf 0,0889 im Fall des ARFIMA(1,d,1)-Prozesses abge-
schwicht, aber nicht zum Verschwinden gebracht'?. Diese Ergebnisse hinsichtlich
der Macht zweier Schitzverfahren machen abermals deutlich, daf§ die Macht eines
Tests alleine keine zuverlassige Beurteilung eines Schitzverfahrens erlaubt, da eine
kleine wie eine groBe Macht hauptsichlich vom Ausmafl der Verzerrung abhingen
kann. Konsequenterweise sollten t-Werte zumindest dann mit Vorsicht interpre-
tiert werden, wenn “wenig”, also 100 oder 200 Beobachtungen zur Verfiigung
stehen.

19ygl. hierzu die Spektraldichte des Weifien Rauschens (2.40).

11Das Problem nichtkonvergenter Schitzungen tritt auch auf, wenn ein Modell iberparame-
trisiert wird. Fiir die Klasse der ARMA-Modelle liefern Deistler, Dunsmuir und Hannan [42,
1978] eine theoretische Analyse der Auswirkungen von Uberparametrisierung. Vgl. dazu auch
Abschnitt 5.3.

12Genaugenommen ist die Verinderung der geschitzten Parametervarianz entscheidend. Da
iiber sie keine Information vorliegt, wird sie durch die tatsachliche Parametervarianz angenihert.
Damit die Vergleichbarkeit gewahrleistet ist, werden fiir den approximativen Whittleschatzer die
Ergebnisse von Cheung [29, 1990] herangezogen.
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Verhalten des approximativen Whittleschaetzers

(wy) = 1 fuer alle w,
d = 015

-
a3
-

Abbildung 5.1: VERHALTEN DES APPROXIMATIVEN WHITTLESCHATZERS

Sowell {178, 1992] analysiert die Verzerrung und die Wurzel der mittleren qua-
dratischen Abweichung des Geweke/Porter-Hudak-Verfahrens, des exakten Likeli-
hood-Verfahrens bei Kenntnis des Mittelwerts und den approximativen Whittle-
schdtzer. Dabei bestitigt er Cheungs Ergebnis, demzufolge bei Anwendung der
exakten Likelihoodfunktion sowohl Verzerrung als auch mittlere quadratische Ab-
weichung am geringsten sind. Im Gegensatz zu Cheung {29, 1990] beriicksichtigt
Sowell [178, 1992]) in den ausgewahlten ARFIMA(1,d,0)- und ARFIMA(0,d,1)-
Prozessen mit Long Memory auch negative Short Memory-Parameter. Deshalb
werden in Tabelle 5.4 Sowells [178, 1992, Table 2 und 3] Ergebnisse fiir die bei-
den Maximum-Likelihood-Methoden zusammengefafit, die sich bei der Schitzung
der am Anfang dieses Abschnitts genannten ARFIMA-Prozesse ergaben!®. Seine
Monte-Carlo-Ergebnisse basieren auf 100 Replikationen bei einer Zeitreihenlinge
von 100. Uber die Generierungsmethode macht Sowell [178, 1992] keine Angaben.

13Seine Ergebnisse fiir gemischte Intermediate und Short Memory-Prozesse werden dabei nicht
angegeben.
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Tabelle 5.4: SCHATZEIGENSCHAFTEN DES EXAKTEN MAXIMUM-LIKELIHOOD-
VERFAHRENS BEI KENNTNIS VON g UND DES APPROXIMATIVEN WHITTLE-
SCHATZERS BEI VORLIEGEN VERSCHIEDENER ARFIMA(1,d,0)- uND ARFI-
MA(0,d,1)-PROZESSE MIT T = 100

Parameter exakte ML mit approximativer
bekanntem y Whittleschitzer

o d b Verz. VMSE Verz. VMSE
08 03 00 -0033 0,089 -0,073 0,103

03 03 00 -0026 0,096 -0,109 0,240
02 03 00 -0096 0,197 -0,521 0,303
07 03 00 -0137 0,155 -0,154 0,147
00 03 -08 -0,180 0245 -0,515 0,277
0,0 03 -03 -0064 0,142 -0,178 0,185
00 03 05 -0012 0,088 -0,050 0,117
0,0 03 09 -0,007 0,065 -0,043 0,096

Die Ergebnisse fiir die ARFIMA(1,d,0)- und ARFIMA(0,d,1)-Prozesse sind den Tabellen 4 und
Table 5 in Sowell [178, 1992] entnommen. Die Zahl der Beobachtungen ist jeweils 100. Allen
Ergebnissen liegen 100 Replikationen zugrunde. Man beachte, daB bei Sowell das AR-Polynom
&(B) = l+a,B+ayB2+.. .+a,BP definiert wird, so daB die Vorzeichen bei den AR-Parametern
vertauscht wurden, um Konsistenz mit der hier verwendeten Definition (2.50) zu gewahrleisten.
Uber die Generierungsmethode macht Sowell [178, 1992] keine Angaben.

Eine Betrachtung von Tabelle 5.4 verdeutlicht, dafB die grofiten Verzerrungen
und mittleren quadratischen Abweichungen bei Vorliegen eines ARFIMA(1,d,0)-
Prozesses mit a; = 0,2 und d = 0,3 bzw. eines ARFIMA(0,d,1)-Prozesses mit
d=0,3 und B = —0,8 auftreten. Damit ist Cheungs (29, 1990] SchluBfolgerung
nicht korrekt, derzufolge bei Long Memory-Prozessen mit einem AR-Parameter
der Anstieg der Verzerrung und der mittleren quadratischen Abweichung grofier
ist als bei Long Memory-Prozessen mit einem MA-Parameter.

Um auszuschlieBen, daB Sowells Ergebnisse auf die geringe Zahl an Repli-
kationen zuriickzufithren sind, werden mit dem approximativen Whittleschatzer
eigene Monte-Carlo-Simulationen mit N = 500 Replikationen durchgefiihrt, wobei
die AR- bzw. MA-Parameter so verandert werden, daB die Absolutbetrige der Pa-
rameterwerte fiir negative wie positive Werte identisch sind*. AuBlerdem wird wie

14Fine Abweichung von Sowells [178, 1992] Short Memory-Parameterwerten erfolgt, um in
Abschnitt 5.2 die aus den Tabellen 5.4 und 5.5 ersichtliche Struktur der Entwicklung der Schatz-
kriterien in Abhangigkeit des simulierten Prozesses besser erkliren zu konnen.
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in den bisherigen Studien auch die mittlere quadratische Abweichung verwendet.
Die Ergebnisse sind in Tabelle 5.5 enthalten, die auerdem die entsprechenden
Ergebnisse fiir den Whittleschatzer angibt. Zusatzlich wird die Macht eines jeden
Schatzverfahrens beziiglich der Nullhypothese d = 0 berechnet. Sowells Ergeb-
nisse werden durch die in den Spalten acht und neun angegebenen Resultate aus
den eigenen Monte-Carlo-Simulationen bestitigt.

In den Spalten sieben und elf wird dariiber hinaus die Zahl der konvergen-
ten Schitzungen N angegeben, aus denen jeweils die Schitzkriterien berechnet
werden. Auffallend ist hier der ARFIMA(0,d,q)-ProzeB, der eine vergleichsweise
geringe Konvergenzhaufigkeit besitzt. Wie sich zeigen wird, fiihrt diese Para-
metrisierung mit zu den grofiten Verzerrungen innerhalb der zweiparametrigen
ARFIMA-Modelle. Inwieweit zwischen dieser Tatsache und dem auffillig schlech-
ten Konvergenzverhalten ein Zusammenhang besteht, kann allerdings gegenwirtig
nicht geklart werden.

Tabelle 5.5: SCHATZEIGENSCHAFTEN DES WHITTLESCHATZERS UND DES-
SEN APPROXIMATION BEI VORLIEGEN VERSCHIEDENER ARFIMA(1,4,0)-,
ARFIMA(0,d,1)- unD ARFIMA(1,d,1)-PROZESSE MIT T = 100

Parameter Whittleschitzer approx. Whittleschitzer

or d B Verz. MSE Macht N  Verzz. MSE Macht N

08 03 00 -0,0659 00162 0,6767 498 -0,0660 10,0173 0,6626 498
-03 03 00 -0,1116 0,0438 04251 494 -0,1047 0,0404 10,4327 483
03 03 00 -02572 01354 0,1756 444 -0,2964 0,1709 10,2176 432
08 03 00 -00571 0,0261 0,1471 476 -0,0606 0,0265 0,1603 468
00 03 -08 -0,2260 0,1100 0,1539 247 -0,2922 10,1493 0,1293 232
00 03 -0,3 -0,1437 0,0493 0,0858 466 -0,1456 0,0532 10,0891 460
00 03 03 -00769 00223 05150 499 -0,0765 0,0238 10,5110 499
00 03 08 -0,0556 0,0143 0,7084 463 -0,0505 0,0148 0,7186 498
03 03 10,3 -0,4003 02798 10,3157 415
-03 03 -03 -0,1670 10,0788 10,0773 466

Alle ARFIMA-Prozesse wurden mit Generierungsmethode 2 erzeugt. Es wurden 500 Replika-
tionen durchgefiihrt. Zur Berechnung der Verzerrung, der mittleren quadratischen Abweichung
und der Macht wurden nur die Schétzungen herangezogen, deren Hessematrix invertierbar war.
Deren Anzahl N ist jeweils in der letzten Spalte angegeben.

Um die Wirkung von zwei Short Memory-Parametern auf die Schétzeigen-
schaften des approximativen Whittleschitzers hin zu untersuchen, werden zwei
ARFIMA(1,d,1)-Prozesse simuliert. Als Grundlage dienen zwei ARF IMA(1,d,0)-
Prozesse, denen jeweils ein im Wert identischer MA-Parameter hinzugefiigt wurde.
Dazu gehéren die Parameterkonstellation a; = 0,3 und d = 0,3, die unter den
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ARFIMA(1,d,0)-Prozessen die schlechtesten Schitzeigenschaften aufweist und die
Konstellation mit &y = —0,3. Wie aus Tabelle 5.5 zu ersehen ist, erhéhen sich in
beiden Fillen im Vergleich zu den jeweiligen ARFIMA(1,d,0)-Prozessen Verzer-
rung und mittlere quadratische Abweichung nochmals betrachtlich.

Damit lassen die Ergebnisse auf Grundlage von ARFIMA(p,d,q)-Prozessen
keinen Zusammenhang zwischen AR- sowie MA-Parametern und Long Memory-
Parameter erkennen, der das jeweilige AusmaB von Verzerrung und mittlerer qua-
dratischer Abweichung erkliren kann. Ein derartiger Zusammenhang existiert
jedoch und wird in Abschnitt 5.2 erortert.

Lassen sich durch Verwendung des Whittleschatzers (4.26) die Schatzeigen-
schaften bei Vorliegen von mehrparametrigen Long Memory-Prozessen verbes-
sern? Nach einem Vergleich der Spalten acht und fiinf in den Tabellen 5.2 und
5.3, kommt man hinsichtlich dieser Frage zu einem positiven Ergebnis, denn wie
bereits ausgefithrt wurde, ist die vergleichsweise groBe Macht des approximativen
Whittleschitzers auf dessen grofie Verzerrung zuriickzufithren. In diesen Tabel-
len sind die Schitzeigenschaften aller sieben Schatzverfahren bei Vorliegen eines
ARFIMA(1,d,0)-Prozesses mit a; = 0,3 und d = 0,15 und eines ARFIMA(1,d,1)-
Prozesses mit a; = 0,3, d = 0,15 und B; = 0,3 enthalten. Da Cheungs {29,
1990] Studie andere Zufallszahlen zugrundeliegen, ist ein Vergleich des Whittle-
schitzers mit den exakten Likelihoodschatzern weniger aussagekriftig. Doch auch
hier schneidet der Whittleschitzer zumindest fiir den ARFIMA(1,d,0)-Proze8 sehr
gut ab, sofern der Mittelwert geschatzt werden muf.

Werden allerdings die Ergebnisse aus Tabelle 5.5 mitberiicksichtigt, so mufl
diese Aussage eingeschrankt werden, denn es zeigt sich, daB die Verwendung des
Whittleschitzers nur dann die Verzerrung und mittlere quadratische Abweichung
reduziert, wenn ARFIMA(p,d,q)-Prozesse geschitzt werden sollen, die bei Verwen-
dung des approximativen Whittleschatzers besonders schlechte Schitzeigenschaf-
ten aufweisen. Zu dieser Kategorie gehoren auch die beiden ARFIMA-Prozesse,
die den Ergebnissen in den Tabellen 5.2 und 5.3 zugrundeliegen. In diesen Fallen
verbessern sich die Schitzeigenschaften betrachtlich. Wie aus Tabelle 5.2 zu erse-
hen ist, reduzieren sich im Vergleich zur Verwendung des approximativen Whittle-
schatzers im Fall des ARFIMA(1,d,0)-Prozesses die Verzerrung um 19,8% und die
mittlere quadratische Abweichung um 27,0%, wenn jeweils die eigenen Monte-
Carlo-Simulationen herangezogen werden. Liegt der ARFIMA(1,d,1)-Prozef vor,
so geht, wie aus Tabelle 5.3 ersichtlich ist, die Verzerrung um 25,0% zuriick und
die mittlere quadratische Abweichung um 30,2%. Betrachtet man Tabelle 5.5,
die nur Prozesse mit d = 0,3 enthilt, zeigt sich, daB fiir groBere d die Verbesse-
rung der Schitzeigenschaften bei Verwendung des Whittleschatzers etwas weniger
gravierend, aber immer noch nennenswert ist.
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Damit ergibt sich abschlieBend fiir die Schitzung von ARF IMA(p,d,q)-Prozes-
sen bei 100 Beobachtungen folgendes Bild. Ist der Mittelwert bekannt, werden
mittels der exakten Maximum-Likelihood-Methode mit Abstand die besten Er-
gebnisse erzielt. MuB der Mittelwert dagegen geschitzt werden, ist das Bild nicht
einheitlich. Ist ein ARFIMA-ProzeB zu schitzen, der eine groBe Verzerrung und
mittlere quadratische Abweichung induziert, so lassen sich diese betrichtlich re-
duzieren, wenn der Whittleschitzer verwendet wird. In diesen Fillen macht sich
bemerkbar, da der Whittleschitzer die verfiigbare Information besser ausnut-
zen kann und die in Abschnitt 4.2.2 geiuBerten Erwartungen erfiillt. Ansonsten
unterscheiden sich die Schatzeigenschaften vom Whittleschitzer und dessen Ap-
proximation kaum. Vergleicht man die Schitzeigenschaften des approximativen
Whittleschatzers und der exakten Likelihoodfunktion, 148t sich kein eindeutiges
Urteil fillen, da je nach GréSe von d das eine oder das andere Verfahren die
besseren Schitzeigenschaften aufweist.

Dariiber hinaus machen die verschiedenen Monte-Carlo-Simulationen deut-
lich, daf8 bei 100 Beobachtungen t-Werte zum Testen auf Vorliegen von Weilem
Rauschen mit Vorsicht verwendet werden sollten, da diese héufig durch stark
verzerrte Parameterschatzungen ebenfalls stark verzerrt sind und so leicht eine
nichtvorhandene Signifikanz vortiuschen kénnen. Speziell wurde argumentiert,
dafl die Macht eines Tests auf Vorliegen der Nullhypotheses d = 0 umso grofler
ist, je groBer der Absolutwert der Summe aus der erwarteten Parameterverzerrung
und dem wahren Parameterwert, bzw. der Absolutwert von E[6,] ist. Auch muf
festgestellt werden, daf§ die statistische Absicherung der Existenz von schwachem
Long Memory bei einer Zahl von 100 Beobachtungen im allgemeinen problema-
tisch ist, da die Macht aller Verfahren im Durchschnitt gering ist, zumindest
wenn der Mittelwert geschitzt werden muB. SchlieBlich ist bei der Schitzung von
ARFIMA-Spezifikationen zu beachten, daB bei 100 oder 200 Beobachtungen in
einer Zeitreihe die Parameterschitzung von d wegen der Verzerrung haufig im Be-
reich von Intermediate Memory liegt, obwohl schwaches Long Memory in einem
ARFIMA(p,d,q)-Proze8 vorliegt. Wie in Abschnitt 3.1 gezeigt wurde, zeichnen
sich jedoch Intermediate Memory-Prozesse mit negativem d im Vergleich zu Long
Memory-Prozessen mit positivem d durch einen vollig anderen Verlauf der Spek-
traldichte aus.

Damit ist die Beschreibung der Schatzeigenschaften der verschiedenen Schitz-
verfahren abgeschlossen. Eine Identifikation der Faktoren, die Verzerrung und
mittlere quadratische Abweichung hauptsichlich beeinflussen, erfolgte dabei nicht.
Da deren Kenntnis fiir die empirische Arbeit hilfreich sein kann, werden im fol-
genden Abschnitt 5.2 die Faktoren analysiert, die das Ausmaf der Verzerrung der
Parameterschitzung von d beeinflussen.
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5.2 Determinanten der Verzerrung des Inter-
mediate/Long Memory- Parameters bei der

Schatzung von ARFIMA-Modellen

Dieser Abschnitt untersucht die Faktoren, die die Schatzung des Intermediate/Long
Memory-Parameters d verzerren, aus zwei unterschiedlichen Perspektiven. Zum
einen wird in Unterabschnitt 5.2.1 gefragt, inwieweit die beobachteten Verzerrun-
gen von der a priori verfiigbaren Information iiber die zu analysierende Zeitreihe
abhingen, die unabhingig von der Spezifikation des ARFIMA (p,d,q)-Modells ist.
Zum anderen wird in Unterabschnitt 5.2.2 analysiert, inwieweit die Spezifikation
der Parameter von ARFIMA(1,d,0)- und ARFIMA(0,d,1)-Prozessen das AusmaB
der Verzerrungen beeinflufit.

5.2.1 EinfluB der a priori verfiigbaren Information

Um das sehr unterschiedliche AusmaB von Verzerrung und mittlerer quadrati-
scher Abweichung verstehen zu kdnnen, ist es notwendig, die Arbeitsweise des
Whittleschatzers (4.26) und dessen Approximation (4.32) genauer zu betrachten.
Drei Faktoren bestimmen Verzerrung und mittlere quadratische Abweichung bei
Anwendung des approximativen Whittleschatzers, wobei zwei Faktoren auch bei
Verwendung des Whittleschatzers Verzerrungen auslosen konnen. Alle drei Fak-
toren sind leicht zu benennen, wenn man die Schreibweise des Whittleschatzers

T-1
1 | ;

~2 — ot —tTw
67(0) = fz_ETH 2—;7(7) /-1 __g(w;O)e dw (4.26)

auf Basis der empirischen Autokovarianzfunktion 4(7) zugrundelegt:

Faktor (A) ergibt sich aus der Approximation der exakten Likelihoodfunktion
(4.11) durch (4.22), die wie in Abschnitt 4.2.2 beschrieben, durch die Appro-
ximation der Determinante und durch Vereinfachung der Kovarianzmatrix
in (4.11) entsteht,

Faktor (B) bezeichnet potentielle Verzerrungen, die bei der Schatzung der em-
pirischen Autokovarianzfunktion ¥(7) entstehen,
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Faktor (C) gibt die Verzerrungen an, die sich aus der Approximation des Whittle-
schitzers ergeben, bei der das Integral in (4.26) durch die Summe (4.37)

ersetzt wird.

In diesem Abschnitt wird nun versucht zu kliren, welcher Anteil der beobachteten
Verzerrungen bei der Schétzung des Intermediate/ Long Memory-Parameters den
einzelnen Faktoren (A) bis (C) zuzuordnen ist. Eine Analyse dieser Einflufifak-
toren auf die GréBe der mittleren quadratischen Abweichung kann dann auf den
in diesem Abschnitt erzielten Ergebnissen aufbauen. Eine solche Untersuchung
findet allerdings im Rahmen dieser Arbeit nicht statt.

Analysiert man als erstes die Verzerrungen durch die Approximation der ex-
akten Likelihood (Faktor (A)), stellt man fest, dafi diese klein sind. Zu die-
sem Ergebnis gelangt man, indem man den Whittleschitzer (4.26) direkt auf
die theoretische Autokovarianzfunktion 7(7) eines ARFIMA-Modells anwendet,
d.h. %(1) = 4(7) voraussetzt. Die theoretische Autokovarianzfunktion ~(7) 148t
sich dabei mit einem der in Abschnitt 3.1 beschriebenen Verfahren berechnen.
Bei der Analyse von Tabelle 5.5 im vorhergehenden Abschnitt wurde festgestellt,
daB die Verzerrung der Parameterschitzung von d unabhingig vom verwende-
ten Schétzverfahren sehr durch die Short Memory-Komponente einer Zeitreihe
beeinfluft wird. Um herauszufinden, inwieweit diese Tatsache durch die Ap-
proximation der Likelihoodfunktion verursacht wird, werden alle in Tabelle 5.5
analysierten ARF IMA(p,d,q)-Modelle nochmals unter der oben getroffenen Vor-
aussetzung ¥(7) = +(7) geschitzt. Die sich dabei ergebenden Verzerrungen sind
in Tabelle 5.6 in der vierten Spalte enthalten. In der siebten Spalte dieser Ta-
belle sind zum Vergleich die Verzerrungen des Whittleschitzers (4.26) und dessen
Approximation (4.32), die bei den Monte-Carlo-Studien beobachtet und bereits
in Tabelle 5.5 dargestellt sind, angegeben. Vergleicht man beide Spalten, so zeigt
sich, daB die Verzerrungen bei der Verwendung des Whittleschitzers nur zu einem
geringen Teil aus der Approximation der Likelihoodfunktion resultieren kénnen.
Daraus folgt, daB der groBte Anteil der Verzerrungen bei Verwendung des Whittle-
schatzers auf die verzerrte Schitzung der empirischen Autokovarianzfunktion 4(r)
(Faktor (B)) entfllt.

Im folgenden werden deshalb die Determinanten der Verzerrungen, die bei
der Schétzung von (r) entstehen, genauer untersucht. Dazu ist es hilfreich, den
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Erwartungswert der empirischen Autokovarianzfunktion ¥(7) zu betrachten'®

|7l

Ef3(r)) = (1 = T)(3(r) = Varfa]). (5.4)

Aus Gleichung (5.4) wird ersichtlich, da der Erwartungswert fiir endliche T' ver-
zerrt ist. Drei Faktoren spielen hier eine Rolle:

Faktor (B.a): die Zahl der Beobachtungen T,
Faktor (B.b): die GroBe des Lags 7,

Faktor (B.c): die Grofle der Varianz der Schatzung des Mittelwertes der Zeit-
reihe Var[z].

Da, wie aus Gleichung (7.2) weiter unten zu sehen ist, Var(z] mit T — oo gegen
Null geht, wird die Verzerrung fiir ansteigendes T' kleiner, so daB die Wirkung
von Faktor (B.a) nicht weiter untersucht werden mufi. Der letzte Faktor (B.c),
d.h. die Varianz der Mittelwertschitzung Var[z], ist nur bei Verwendung der
exakten Maximum-Likelihood-Methode relevant, da fiir sie eine Schitzung des
Mittelwertes y erforderlich ist. Die Berechnung des Whittleschatzer und dessen
Approximation ist hingegen unabhingig von der Grofle des Mittelwertes. Dies
1aBt sich sehen, wenn der Whittleschitzer auf Basis des Periodogramms (4.27)
betrachtet wird, da fiir Frequenzen ungleich Null das Periodogramm unabhéngig
vom Mittelwert'® und der Wert des Integrals in (4.27) unabhéngig von I7(0) ist.

15Djese Beziehung ergibt sich, indem der Erwartungswert der unverzerrten Schitzung der
Autokovarianzfunktion 5* (1) = 7271 Tiai " (0 — £)(zu417| = Z) (vel. Priestley [165, 1081, S.
322, (5.3.12)])

E[3*(7)] = y(r) - Var[z] (53)

und die Beziehung zwischen der verzerrten und unverzerrten Schdtzung der Autokovarianzfunk-
tion

T¥(r) = (T - |77 (7)

bei der Bildung des Erwartungswertes von ¥(7) beriicksichtigt werden.

6Djes 1Bt sich folgendermaBen zeigen. Wird in die Definition des Periodogramms (4.3)
die empirische Autokovarianzfunktion (4.4) eingesetzt und werden die Indices substituiert und
umgeformt, erhdlt man

[T ' T T
Ir(w) = 3 Z E 2(s)z(m)e M — iz.t(s)e_"“’ Z et (5.5)
= m=1

s=1m=1 s=1
T

xT
T . T . . T .
- Z z(m)etmw Ze—uw + 532 E eimw Ze—xaw .
m=1 s=1 m s=1

=1

Beriicksichtigt man nun, daB 23;.:1 efmy = ZT Le”i =0 fiir w # 0 gilt, fallen in (5.5) die

3

Terme mit # heraus. Vgl. hierzu auch Brockwellzund Davis [24, 1991, S. 334].
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Tabelle 5.6: AUSMASS DER VERZERRUNGEN BEI ANWENDUNG DES WHITTLE-
SCHATZERS UND DESSEN APPROXIMATION UNTER VERSCHIEDENEN INFOR-
MATIONSANNAHMEN BEI VORLIEGEN VERSCHIEDENER ARFIMA(1,4,0)- uND
ARFIMA(0,d,1)-PROZESSE

Parameter Whittleschitzer

approximativer
o d B | v7r) E[F(M), MC MC
-0,8 0,3 0,0 0,0086 -0,0090 -0,0659 -0,0660
-0,3 03 0,0 0,0104 0,0150 -0,1116 -0,1047
03 03 00 0,018 0,0191 -0,2572  -0,2964
08 03 0,0 0,0143 -0,0624 -0,0571  -0,0606
00 03 -08 0,0095 -0,0161 -0,2260 -0,2922
00 03 -0,3 0,0201 0,0185 -0,1437 -0,1456
0,0 03 0,3 0,0009 00149 -0,0769 -0,0765
00 03 08 00073 0,0129 -0,0556  -0,0505

Die Verzerrungen der Schitzung von d, die sich bei den Monte-Carlo-Simulationen ergaben, sind
der vierten und achten Spalte der Tabelle 5.5 im vorhergehenden Abschnitt entnommen.

Damit bleibt ausschlieflich die Wirkung von Faktor (B.b) zur Analyse ibrig.
Aus Gleichung (5.4) ergibt sich, daB fiir gegebenes 7' mit zunehmendem Lag 7 die
theoretischen Autokovarianzen stirker unterschitzt werden. Dies ist eine direkte
Konsequenz aus der Tatsache, daB die Zahl der Beobachtungen fiir die Schitzung
von ¥(7) fiir 7 — T — 1 gegen Eins geht, aber in der Gleichung der empirischen
Autokovarianzfunktion (4.4) die daraus resultierende Summe trotzdem durch T
dividiert wird. Um den Einflu von Faktor (B.b) auf die Verzerrung der Parame-
terschdtzung von d zu bestimmen, wird der Whittleschitzer auf den Erwartungs-
wert der empirischen Autokovarianzen gemiB (5.4) angewandt, wobei jeglicher
Einflu durch die Schitzung des Mittelwertes (Faktor (B.c)) aufgrund obiger Ar-
gumentation ausgeschlossen werden kann, indem Var[z] = 0 gesetzt wird. Die
Ergebnisse sind in der fiinften Spalte in Tabelle 5.6 enthalten. Wie sich auf der
Basis dieser Analyse zeigt, sind die durch den Faktor (B.b) verursachten Verzer-
rungen &hnlich gering wie die Verzerrungen durch Faktor (A).

Es ist also weder die Approximation der Likelihoodfunktion, noch die Ver-
wendung der verzerrten Autokovarianzfunktion, noch die Varianz der Mittel-
wertschétzung fir die Erklarung des Verzerrungsverhaltens des Whittleschitzers
entscheidend. Umgekehrt 1afit sich daraus schlieflen, daB die Verwendung der exak-
ten Maximum-Likelihood-Methode nur dann eine nennenswerte Reduzierung der

Parameterverzerrungen impliziert, wenn der Mittelwert einer Zeitreihe bekannt
ist.
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Welche Grofen sind dann fiir die beobachteten Parameterverzerrungen des
Whittleschitzers in Spalte sechs in Tabelle 5.6 verantwortlich? Ein vielverspre-
chender, wenngleich bisher nicht betrachteter Faktor ist die Parameterstruktur des
wahren ARFIMA (p, d, ¢)-Prozesses. Bevor deshalb diese Grofle in Unterabschnitt
5.2.2 analysiert wird, soll jedoch noch der EinfluB der Approximation (4.32) des
Whittleschiatzers auf die GroSe der Verzerrungen (Faktor (C)) betrachtet wer-
den. Vergleicht man in Tabelle 5.6 den empirisch bestimmten Erwartungswert
der Verzerrung des Whittleschitzers (4.26) in Spalte sechs und das Analogon
des approximativen Whittleschatzers (4.32) in Spalte sieben, wird deutlich, daB
durch die Approximation des Whittle schatzers dann eine weitere Erhohung der
Verzerrungen verursacht wird, wenn die Verzerrungen bereits bei Verwendung des
Whittleschitzers besonders grof sind. Im Fall des ARFIMA(0,d,1)-Prozesses mit
d = 0,3 und B; = 0,3 steigt die Verzerrung der Schatzung von d um 13,2% an, im
Fall des ARFIMA(0,d,1)-Prozesses mit d = 0,3 und B = —0,8 um 29,3%. Dies
ist nicht iiberraschend, da sich der Informationsverlust durch die Approximation
gerade bei schwierig zu schatzenden Prozessen besonders bemerkbar macht. In
solchen Fallen sollte also auf alle Fille der Whittleschitzer verwendet und die
hohere Rechenzeit in Kauf genommen werden.

Im Gegensatz zum Whittleschétzer ist fiir dessen Approximation es jedoch
nicht sinnvoll, die Auswirkungen verschiedener Informationsannahmen zu unter-
suchen. So kann die Vorgabe der wahren Autokovarianzfunktion zu negativen
Periodogrammwerten fithren. Dies liegt daran, daB dann die Schatzung der Spek-
traldichte durch das Periodogramm insofern verzerrt ist, als da zwar fiir die Zahl
der Beobachtungen die Autokovarianzen genauer bekannt sind, aber weiterhin alle
Autokovarianzen mit 7 > T bei der Schitzung der Spektraldichte vernachlassigt
werden. Eine Schitzung mittels des approximativen Whittleschétzers auf Basis
des Periodogramms (4.32)

. o1 <= Ir(w.)
o1(0) = = ; g(Twu;B)

ist dann nicht durchfihrbar.

5.2.2 EinfluB der Parameterspezifikation auf das Ausmaf}
der Verzerrungen
Betrachtet man die Verzerrungen sowohl bei Verwendung des Whittleschatzers

(4.26) als auch dessen Approximation (4.32) im einzelnen, stellt man fest, daf das
AusmaB der Verzerrungen in beiden Fillen sehr von der Art des Short Memory-
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Prozesses abhangt. Dabei zeigt sich, daf die Verzerrungen keineswegs proportio-
nal! zur Stirke des Short Memory des analysierten Prozesses sind, weil z.B. der
ARFIMA(0,d,1)-Proze mit d = 0,3 und 8, = —0, 8, der unter den untersuchten
Prozessen das kleinste Short Memory aufweist, mit die gré8te Verzerrung impli-
ziert. Um fir die empirische Arbeit eine zuverlassigere Beurteilung von potentiell
verzerrten Schitzergebnissen zu ermdglichen, wird im folgenden auf einer intuiti-
ven Ebene gezeigt, dafl das Muster der beobachteten Verzerrungen durch folgende
zwei Faktoren erklart werden kann:

Faktor (A): die Ahnlichkeit der Basisprozesse, aus denen der ARFIMA(p,d,q)-
ProzeB zusammengesetzt ist.

Faktor (B): die Gegensatzlichkeit der Basisprozesse, aus denen der ARFIMA
(p.d,q)-ProzeB zusammengesetzt ist

Zunichst ist zu definieren, was unter einem BasisprozeB verstanden werden soll.
Als BasisprozeB eines ARFIMA(p,d,q)-Prozesses werden im folgenden der AR(p)-,
der ARFIMA(0,d,0)- und der MA(q)-ProzeB bezeichnet, aus denen sich der ARFI-
MA(p,d,q)-Proze zusammensetzt. Zwei Basisprozesse werden dabei als umso
dhnlicher bezeichnet, je eher ein Basisprozel den anderen BasisprozeB approximie-
ren kann. Aus Abschnitt 3.1 ist nun bekannt, da§ der ARFIMA(0,d,0)-Basisproze8
sowohl eine AR(oco)- (3.15) als auch eine MA(oo)-Reprisentation (3.8) besitzt
und damit sowohl durch einen AR(p)- als auch durch einen MA(g)-ProzeB ap-
proximiert werden kann. Die Approximation ist dabei umso genauer, je eher die
Parameter des AR(p)- oder des MA(qg)-Prozesses den ersten p bzw. ¢ Parametern
der AR(o0)- bzw. MA(o00)-Repriasentation entsprechen. Im einfachsten Fall eines
ARFIMA(1,d,0)-Prozesses heit das dann, daB sich die Basisprozesse AR(1) und
ARFIMA(0,d,0) am &hnlichsten sind, wenn a; = d ist!”.

Dariiber hinaus gilt, daB ein AR(p)-ProzeB einen ARFIMA(0,d,0)-Proze8 im-
mer besser approximieren kann als ein MA(g)-ProzeB gleicher Ordnung, d.h. p = ¢,
da die Autokovarianzen des AR(p)-Prozesses auch fiir Lags grofier p nicht Null
sind und deshalb der AR(p)-Prozef§ eher die Autokovarianzfunktion eines ARFI-
MA(0,d,0)-Prozesses annahern kann.

Es ist nun zu erwarten, daf die Verzerrungen der Parameterschitzungen
umso gréfler sind, je dhnlicher die Basisprozesse eines ARFIMA(p,d,q)-Prozesses

"Der Grad an Ahnlichkeit kénnte auch iiber die Autokovarianzfunktion der einzelnen Pro-
zesse definiert werden. Allerdings ist dann nicht klar, wie die einzelnen Autokovarianzen fiir
verschiedene Lags gewichtet werden soliten. Diese Definition wurde deshalb nicht gewahlt. Das
heifit allerdings nicht, daB die Autokovarianzfunktion als weitere Determinante zur Bestimmung
des Ahnlichkeitsgrades nicht hilfreich ware.
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sind. Der Grund hierfiir ist, daf die in einer Zeitreihe vorgefundene stochasti-
sche Struktur nicht eindeutig den einzelnen Basisprozessen zugewiesen werden
kann. Die Folge ist, daB der eine Basisproze die tatsachlich vorliegende Struktur
iiberschitzen kann, weil diese Uberschatzung dann gleichzeitig durch die anderen
Basisprozesse wieder ausgeglichen werden kann.

Analysiert man jetzt die Ahnlichkeit der Basisprozesse aller der in Tabelle
5.6 untersuchten ARFIMA(p,d,q)-Prozesse, folgt aus dieser Argumentation, daff
sich die Basisprozesse des ARFIMA(1,d,0)-Modells mit a; = 0,3 und d = 0,3
am ahnlichsten sind. Deshalb sollte dieser ARFIMA(1,d,0)-ProzeB gemafl obiger
Argumentation die vergleichsweise groBten Verzerrungen aufweisen. Neben dem
ARFIMA(0,d,1)-Proze mit d = 0,3 und B; = —0,8 zeigt dieser Prozef} in der
Tat die groBten Verzerrungen.

Das Schitzverhalten bei Vorliegen des ARFIMA(0,d,1)-Prozesses mit d=0,3
und B; = —0,8 kann allerdings nicht mit der Ahnlichkeit der Basisprozesse (Fak-
tor (A)) erklart werden, denn dessen Basisprozesse weisen die geringste Ahnlich-
keit aller analysierten ARFIMA(p,d,q) Prozesse auf. In diesem Fall ist die starke
Gegensatzlichkeit der Basisprozesse (Faktor (B)) fiir das Auftreten der grofien
Verzerrungen verantwortlich. Zwei Basisprozesse werden als umso gegensatzlicher
bezeichnet, je starker ein Basisproze$ zu einer Ausloschung der Wirkung des ande-
ren Basisprozesses fithrt. Betrachtet man einen ARFIMA(0,d,1)-ProzeB, so sind
alle Autokovarianzen des MA(1)-Basisprozesses mit 7 > 1 gleich Null, die Au-
tokovarianzfunktion des ARFIMA(0,d,0)-Prozesses klingt hingegen nach (3.13)
hyperbolisch ab. Fiihrt eine Mischung beider Basisprozesse nun dazu, dafi die
Autokovarianzfunktion des ARFIMA(0,d,1)-Prozesses nur sehr kleine Autokova-
rianzen fiir Lags groBer Eins aufweist, so ist zu erwarten, daf§ die Schitzung des
Intermediate/Long Memory-Parameters stark verzerrt sein wird.

Um den Grad der Ausléschung des ARFIMA(0,d,0)-Basisprozesses festzu-
stellen, ist es hilfreich, zunachst von zwei stationiren Prozessen {X:} und {Y:}
auszugehen, fiir die gilt

X = 6(B)Ys,

wobei 0(B) einen linearen Filter bezeichnet. Zwischen den Autokovarianzfunktio-
nen dieser Prozesse vx (7) und 7y () gilt dann die Beziehung'®

vx(7) = 8(B)8(B™ vy (7). (5.6)
Da der stationire ARFIMA(0,d,1)-ProzeB {X:} (d <0,5)
(1 = B)*X, = B(B)e.

als MA-Proze
X; = B(B)Y, (5.7)

18Vgl. zur Ableitung dieser Beziehung beispielsweise Priestley [165, 1981, S. 280f., (4.12.58b)].
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eines fraktional differenzierten Rauschens Y; = (1— B)~?e, aufgefaBt werden kann,
beschreibt die Beziehung (5.6) den Zusammenhang zwischen der Autokovarianz-
funktion des ARFIMA(0,d,1)-Prozesses und des ARFIMA(0,d,0)-Basisprozesses

(1) = Biyy (1 = 1) + (1 + By (1) + Brw (7 + 1). (5.8)
Man sieht nun in (5.8), daB die Autokovarianzen des ARFIMA(0,d,1)-Prozesses
umso kleiner werden, je kleiner 8; wird. Setzt man fiir d = 0,3, fir 8, = —0,8 und

fir o, = 1, so ist yx(10) = 0,0081 und damit im Vergleich zu 4y (10) = 0, 2274 ca.
28-mal kleiner. Der stark negative MA(1)-Basisproze$ 16scht also die Wirkung des
ARFIMA(0,d,0)-Prozesses nahezu aus. Dies ist der Grund, weshalb die Verzer-
rungen bei der Schitzung des ARFIMA(0,d,1)-Prozesses mit diesen Parametern
so groB sind.

Es bleibt nun nur noch zu klaren, weshalb bei der Schitzung des ARFIMA
(1,d,0)-Prozesses mit & = —0,8 und d = 0,3 nicht Ahnliches passiert. Dies
liegt daran, da der AR(1)-Basisprozef keine ausléschende Wirkung aufweist, da
der AR(1)-ProzeB einen unendlichen MA-Prozef reprasentiert, dessen Parameter
mit Hilfe von (2.53) berechnet werden kénnen. So entspricht die Autokovarianz-
funktion des ARFIMA(1,d,0)-Prozesses nach (5.8) einer unendlichen Summe aus
den Autokovarianzen des fraktional differenzierten Prozesses. Als Folge davon ist
7x(10) des ARFIMA(1,d,0)-Prozesses mit a; = —0,8 gleich 0,2661, also 33-mal
so grofl wie die entsprechende Autokovarianz des ARF IMA(0,d,1)-Prozesses.

Fiir die empirische Arbeit ist nun entscheidend, daf die Ahnlichkeit der Ba-
sisprozesse umso grofer ist, je weniger gegensitzlich die Basisprozesse sind und
umgekehrt. Das bedeutet, daB bei der Schatzung des Intermediate/Long Memory-
Parameters d die Verzerrungen umso grofer werden, Je starker sich das Verhaltnis
der Basisprozesse einem der beiden Extreme nahert, d.h. die Basisprozesse ent-
weder besonders dhnlich oder besonders gegensitzlich werden. Dabei sei noch
einmal in Erinnerung gerufen, da8 dies nur fiir den Fall gilt, daB8 der Mittelwert
einer Zeitreihe geschitzt werden muB.

FaBt man die Analyse der Schatzeigenschaften der verschiedenen Maximum-
Likelihood-Methoden in kiirzeren Zeitreihen zusammen, ergibt sich folgendes Bild.
Ist der Mittelwert der Zeitreihe bekannt, sollte unbedingt die exakte Maximum-
Likelihood-Methode verwendet werden. Ist der Mittelwert nicht gegeben, kann
durch Verwendung des Whitleschitzers die Invertierung der Kovarianzmatrix ver-
mieden werden, ohne daff es zu nennenswerten EinbuBen in der Schétzqualitat
kommt. Sind dariiber hinaus die Basisprozesse weder sehr ahnlich, noch sehr
gegensatzlich, kann durch Inkaufnahme einer marginalen Erhdhung von Verzer-
rung und mittlerer quadratischer Abweichung sogar die Approximation des Whitt-
leschatzers verwendet werden. Bei groBer Gegensitzlichkeit oder Ahnlichkeit
der Basisprozesse erzielt man hingegen mit dem Whittleschitzer die relativ be-
sten Ergebnisse, wenngleich dann unabhangig von der Wahl des Schitzverfahrens
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die Schatzung des Intermediate/Long Memory-Parameters wie auch der Short
Memory-Parameter grundsitzlich starker verzerrt sind.

5.3 Identifikation von fraktional differenziertem

Rauschen

In den bisherigen Analysen iiber die Zuverlassigkeit der Schatzung von Long Me-
mory wird immer vorausgesetzt, dafi die zugrundeliegende stochastische Struktur
korrekt spezifiziert ist. Gerade diese Voraussetzung ist aber in der empirischen Ar-
beit selten erfiillt. In diesem Abschnitt wird deshalb diese Annahme aufgehoben.
Dabei zeigt sich, daB die Schatzung des Intermediate/Long Memory-Parameters
d sehr empfindlich auf die vorgegebene Ordnung der AR- und MA-Polynome,
d.h. die Spezifikation des ARFIMA(p,d,q)-Modells reagiert. Zur Nlustration die-
ser Tatsache sind in Tabelle 5.7 die Mittelwerte der Parameterschitzungen eines
ARFIMA(0,d,0)-Prozesses mit d = 0,1 und T' = 200 mittels des approximativen
Whittleschitzers (4.32) fiir 17 verschiedene ARFIMA(p,d,q)-Spezifikationen ange-
geben. Dabei werden alle AR- und MA-Polynome der Ordnung zwei oder kleiner
beriicksichtigt. In der letzten Spalte von Tabelle 5.7 ist die Zahl der tatsichlich
konvergenten Replikationen N angegeben. Dabei wird deutlich, dal mit steigen-
der Uberparametrisierung die Konvergenzhaufigkeit N zuriickgeht. Dies gilt ins-
besonders fir ARFIMA-Spezifikationen mit gleicher AR- und MA-Ordnung. Die
Ursache hierfiir ist das gegenseitige Aufschaukeln der Parameterschatzungen, das
anhand von Abbildung 5.1 in Unterabschnitt 5.1.3 beschrieben wurde. Wie aus
Tabelle 5.7 ersichtlich wird, ist die Haufigkeit des gegenseitigen Aufschaukelns be-
sonders dann hoch, wenn die ARFIMA-Spezifikation die Moglichkeit gemeinsamer
Waurzeln von AR- und MA-Polynom zulafit. Betrachtet man nun in Tabelle 5.7 die
Mittelwerte der Schitzungen des Intermediate/Long Memory-Parameters d, zeigt
sich, daf die Mittelwerte innerhalb eines grofien Bereichs von (-0,347;0,074) lie-
gen, wobei das Ergebnis von 0,074 fiir die korrekte Spezifikation dem wahren Wert
d = 0,1 am nachsten kommt. Vor allem Spezifikationen mit mehreren ARMA-
Parametern fithren dabei im Durchschnitt zur Schitzung von negativen Mittel-
werten. Die Wahl einer derartigen Spezifikation wiirde also irrtiimlicherweise die
Existenz von Intermediate Memory mit einer Spektraldichte am Ursprung von
Null suggerieren, obwohl tatsichlich Long Memory mit einer am Ursprung gegen
Unendlich gehenden Spektraldichte vorliegt.

Bei der Schitzung von ARFIMA(p,d,q)-Modellen ist es dariiber hinaus im
Gegensatz zu einigen ARMA-Modellen nicht maglich, daB ein gegebener Prozef
durch verschiedene Spezifikationen mit einer dhnlichen Anzahl von Parametern,
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Tabelle 5.7: MITTELWERTE DER PARAMETERSCHATZUNGEN EINES ARFI-
MA(0,d,0)-PROZESSES MIT d = 0,1 yND T = 200 FUR 17 VERSCHIEDENE
ARFIMA (p,d,q)-SPEZIFIKATIONEN

Parameterschitzungen
Modellspezif. oy ay d By B2 N
A(0,0,1) 0,092 500
A(0,0,2) 0,095 0,043 500
A(0,d,0) 0,073 500
A(0,d,1) 0,040 0,051 500
A(0,d,2) 0,011 0,079 0,041 500
A(1,0,0) 0,098 500
A(1,0,1) 0,192 -0,098 408
A(1,0,2) 0,134 -0,040 0,049 384
A(1,d,0) 0,097 -0,007 496
A(ld,1) 0,159 -0,140 0,065 413
A(1,d,2) 0,206 -0,223 0,100 0,038 397
A(2,0,0) 0,095 0,033 500
A(2,0,1) 0,130 0,039 -0,037 385
A(2,0,2) 0,143 -0,019 -0,036 0,019 222
A(2,d,0) 0,234 0,006 -0,150 491
A(2,d,1) 0,179 0,058 -0,217 0,117 365
A(2,d,2) 0264 -0,044 -0,396 0,214 0,161 223

Allen Ergebnissen liegen 500 durchgefiihrte Replikationen zugrunde. In der letzten Spalte ist
die Zahl der konvergenten Schitzungen N angegeben, aus denen die Mittelwerte berechnet
wurden. Zur Generierung der Daten wurde Methode 2 verwendet. Die Schitzung erfolgt mit
dem approximativen Whittleschitzer (4.32).

aber unterschiedlichen Parameterwerten erfafit werden kann, denn wie mit Glei-
chung (3.13) in Abschnitt 3.1 gezeigt wurde, wird der Intermediate oder Long
Memory-Charakter eines stochastischen Prozesses ausschlieBlich durch den Para-
meter d bestimmt - aufler die Ordnung des AR- oder MA-Teils wire sehr groB, so
dafl eine Approximation der AR(o0)-Reprasentation (3.15) des ARFIMA(p,d,g)-
Modells geschitzt werden wiirde. Damit ist dje Méglichkeit dhnlicher Spezifikatio-
nen ausgeschlossen, sobald der einer Zeitreihe zugrundeliegende ProzeB zusatzlich
durch eine Long Memory-Struktur gekennzeichnet ist. Dies gilt natiirlich auch fiir
reine Long Memory-Prozesse.

Einer korrekten Modellselektion kommt deshalb bei Vorliegen von Long Me-
mory eine entscheidende Bedeutung zu. Im Rahmen der traditionellen ARMA-
Modelle erfolgt die Modellselektion, indem verschiedene ARMA(p,q)-Modelle mit
unterschiedlichen Kombinationen von p und ¢ geschitzt werden und diese Mo-
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delle dann mit Hilfe geeigneter Auswahl- oder Selektionskriterien bewertet wer-
den. Das Modell mit den besten Bewertungen wird dann gewihlt. Zur Selektion
von Short Memory-Prozessen sind verschiedene Selektionskriterien in der Litera-
tur vorgeschlagen und theoretisch begriindet worden. Zwei dieser Kriterien, das
AIC und das Schwarz-Kriterium wurden auch zur Selektion der besten ARFIMA-
Alternative herangezogen'®. Ihre Anwendung wurde bisher jedoch weder durch
theoretische Uberlegungen noch durch Monte-Carlo-Simulationen gerechtfertigt.
In diesem Abschnitt wird deshalb versucht, die méglichen Effekte verschiedener
Selektionskriterien im Rahmen einer Monte-Carlo-Studie zu untersuchen®. In
dem Bestreben, in einem ersten Schritt unnétige Komplikationen durch die Mi-
schung von Short und Long Memory zu vermeiden, wird der Schwerpunkt dabei
auf die Selektion von fraktional differenziertem Rauschen gelegt. Um potentiell
falsche SchluBfolgerungen aufgrund dieser Beschrankung zu vermeiden, werden
auferdem zwei ausgewihlte ARFIMA(1,d,1)-Prozesse analysiert. Dabei wird sich
zeigen, daff das Schwarz-Kriterium am besten geeignet ist, reine ARFIMA(0,d,0)-
Prozesse zu identifizieren, hingegen bei gemischten Short- und Long Memory-
Prozessen offensichtlich leicht versagen kann. In diesem Fall ist das AIC-Kriterium
das geeignetere Kriterium. Ist Long Memory nur schwach ausgepragt, ist die Se-
lektion des korrekten Modells méglicherweise problematisch.

5.3.1 Selektionskriterien

Die Notwendigkeit fiir die Verwendung von Selektionskriterien ergibt sich aus
der Tatsache, da das Maximum der Likelihoodfunktion (4.11), das sich bei der
Schitzung einer Modellspezifikation ergibt, grundsatzlich mit der Zahl der zu
schitzenden Modellparameter zunimmt und so die Kenntnis der maximalen Like-
lihood alleine nicht ausreichend fiir eine korrekte Modellselektion ist. Eine Uber-
parametrisierung eines stochastischen Prozesses erhoht somit zwar den Wert der
Likelihoodfunktion, verbessert aber nicht die Modellierung des wahren Prozesses.
Deshalb bewerten alle Selektionskriterien den Nutzen einer zunehmenden Likeli-
hood im Verhiltnis zu den Kosten einer wachsenden Parameterzahl. Die Unter-
schiede zwischen den Selektionskriterien finden sich dabei gerade in der Gewich-

19Sowell [179, 1992] verwendet sowohl das AIC als auch das Schwarz-Kriterium. Cheung (29,
1990] zieht ausschlieBlich ersteres heran.

20F{ir ARMA-Modelle hat Sneek [176, 1984] eine ausfiihrliche Monte-Carlo-Studie iiber die
Selektionseigenschaften verschiedener Selektionskriterien durchgefiihrt. Ein wesentlicher Be-
standteil seiner Arbeit ist dabei, ein eindimensionales DistanzmaR einzufiihren, gemag dessen
die verschiedenen Modellspezifikationen beurteilt und miteinander verglichen werden kénnen.
Auf die Einfilhrung eines solchen MaBstabs kann in der vorliegenden Arbeit verzichtet wer-
den, da, wie bereits ausgefiihrt, fiir die Darstellung des Intermediate/Long Memory-Parts keine
alternative ARMA-Darstellung mit endlichem p und ¢ existiert.
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tung von Kosten und Nutzen?!. In dieser Studie werden finf Selektionskriterien
verwendet. Da bei Verwendung des Whittleschitzer (4.26) oder dessen Appro-
ximation (4.32) die Maximierung der Likelihoodfunktion (4.11) der Minimierung
der Varianz des Weiflen Rauschens o? entspricht??, sind alle Selektionskriterien
in Abhéangigkeit von der geschitzten Varianz des WeiBen Rauschens 42 angege-
ben. Dies impliziert, daB die gewichtete Zahl der Parameter addiert und diejenige
Modellspezifikation gewahlt wird, deren Selektionskriterium den kleinsten Wert
annimmt.

Bezeichnet man die Anzahl der Parameter im ARFIMA(p,0,q)-Fall mit & =
p+q und im ARFIMA(p,d,q)-Fall mit k = p+1+g¢, so lassen sich die verwendeten
Selektionskriterien als Funktion der geschatzten Varianz des WeiBlen Rauschens 62,
der Anzahl der Beobachtungen T, der Anzahl der Parameter k und der geschitzten
Varianz des Prozesses 4y ausdriicken. Die Selektionskriterien sind im einzelnen:

AIC (vgl. Schlittgen und Streitberg [172, 1989, S. 248])%:

AIC = T1n(&?) + 2k (5.9)

AICc (vgl. Hurvich, Shumway, Tsai [117, 1990, S.709])%*:

. 1+ k/T
— 2 -
AICC“TIH(U‘)—‘-TI—(k—}—?)/T (5.10)
(modified) BIC (vgl. Akaike (4, 1978)):
Té: 2
BIC:(T—k)lnT_k+aln(T70—T0'6)-alna (5.11)

T
mit §o = ELI(X: - —ZETL‘E)z/T und a = k in der Originalversion. In dieser

Studie gilt jedoch a = 1, da der vorgeschlagene Wert a = k in den durch-
gefithrten Monte-Carlo-Studien sehr unbefriedigende Ergebnisse lieferte.

#INicht alle Verfahren zur Modellselektion folgen diesem Prinzip. Beispiele hierfiir sind Han-
nan und Rissanen [94, 1982], Tuan [184, 1988] oder das Likelihood-Dominanz-Kriterium von
Pollak und Wales {162, 1991]. Einen umfassenden Uberblicksaufsatz iiber verschiedene Verfah-
ren, die Ordnung eines ARMA(p,q)-Prozesses zu bestimmen, haben Gooijer, Abraham, Gould
und Robinson [82, 1985] geschrieben.

22Vgl. dazu Abschnitt 4.2.2.

8Das Akaike Information Criterion (AIC) hat Akaike in mehreren Aufsitzen in die Literatur
eingefiihrt (z.B. (5, 1974] oder [6, 1981]).

*Diese Modifikation des AIC ist keineswegs die einzige. Hurvich, Shumway und Tsai [117,
1990] fiihren ein weitere AIC Modifikation ein, die allerdings komplizierter in der Anwendung
ist. Potscher [161, 1990] schligt eine weitere Modifikation vor.
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Schwarz-Kriterium (vgl. Schlittgen und Streitberg [172, 1989, S. 248])%5:

SC = TIn(6?) + klnT (5.12)

Hannan-Quinn-Kriterium :
HQ = Tln(6?) + 2kcln(In(T)),  ¢>1 (5.13)

wobei Schlittgen und Streitberg {172, 1989, p. 248] ¢ = 1,0001 vorschlagen?.

5.3.2 Aufbau der Monte-Carlo-Studie

Die Monte-Carlo-Studie ist wie folgt aufgebaut. Fir verschiedene Werte von d
werden Zeitreihen unterschiedlicher Lange generiert. Zur Erzeugung der Zeit-
reihen wird die in Abschnitt 3.3 dargestellte Methode von McLeod und Hipel
(Methode 2) verwendet, da sie zusammen mit der dquivalenten Methode von Hos-
king (Methode 3) theoretisch die besten Eigenschaften besitzt. Obwohl wie im
vorhergehenden Abschnitt 5.1festgestellt, der Whittleschatzer (4.26) in den be-
trachteten Beispielen im allgemeinen den geringsten Bias und die geringste mitt-
lere quadratische Abweichung auch im Vergleich zu den Schatzungen der exakten
Likelihoodfunktion aufweist, sofern der Mittelwert der Zeitreihe geschatzt werden
muB, ist er trotzdem fiir die hier durchgefiihrte Studie nicht geeignet, da seine
Berechnung sehr rechenintensiv sein kann. Deshalb wird hier der approximative
Whittleschatzer (4.32) verwendet. Da aus den im vorangegangenen Abschnitt
Ztierten Monte-Carlo-Studien bekannt ist, daf ein Datentaper nur bei grofien,
positiven d-Werten bessere Schatzeigenschaften aufweist, ansonsten aber durch-
aus schlechtere Resultate liefern kann, werden lediglich Long Memory-Prozesse
mit verschiedenen Datentaper geschétzt.

I einzelnen werden sechs Experimente durchgefiihrt. Fiir die ersten beiden
Experimente werden jeweils neun ARFIMA(0,d,0)-Prozesse mit 100 bzw. 200 Be-
obachtungen erzeugt, wobel d von -0,4 bis 0,4 in Schritten von 0,1 varilert wird.
Der Unterschied zwischen beiden Experimenten liegt in der Anzahl der alterna-
tiven Spezifikationen, die jeweils beriicksichtigt werden. Im ersten Experiment

werden insgesamt sieben Modelle geschatzt: ARFIMA(0,0,1), ARFIMA(0,d,0),

25])jeses Kriterium geht auf Schwarz {173, 1978) zuriick. Ein Vergleich des AIC und des
Schwarz-Kriteriums auf der Basis statistischer Theorie findet sich in Chow [35, 1981} oder Stone
(180, 1979]. Die asymptotischen Eigenschaften dieser Kriterien bei Vorliegen eines ARMA-
Modells analysiert Hannan [91, 1980]. Koehler und Murphree [122, 1988] vergleichen die Se-
lektionseigenschaften beider Kriterien hinsichtlich der Prognoseeigenschaften der selektierten
Prozesse.

26])ieses Kriterium wurde urspriinglich von Hannan und Quinn [93, 1979] vorgeschlagen.
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.. ARFIMA(1,d,1). Das zweite Experiment umfaBt insgesamt siebzehn verschie-
dene Modellspezifikationen, wobei alle ARMA(p,q)- und ARFIMA (p,d,q)-Modelle
beriicksichtigt werden, deren AR- oder MA-Polynome maximal zweiter Ordnung
sind. Um die Auswirkung langerer Zeitreihen abschitzen zu kénnen, wurde auBer-
dem ein ARFIMA(0,d,0)-ProzeB mit d = 0,2 der Linge 300 generiert und mit
siebzehn Modellalternativen geschitzt.

Die Wirkung verschiedener Datentaper wird anhand von vier Long Memory-
Prozessen der Lange 100 mit Werten fiir d von 0,1, 0,2, 0,3, 0,4 untersucht. Das
finfte Experiment umfaft die Generierung zweier AR(1)-Prozesse mit o, = 0,1
und oy = 0,9. SchlieBlich werden zwei

ARFIMA(1,d,1)-Prozesse der Linge 100 mit den Parametern a; = 0,3,d =
0,158y = 0,3 und a3 = —0,3, d = 0,15 und 3, = —0,3 analysiert. Bei allen
Experimenten werden N = 500 Replikationen durchgefiihrt.

5.3.3 [Ergebnisse der einzelnen Monte-Carlo-Experimente

Wie groff sind die relativen Haufigkeiten, mit denen die fiinf verschiedenen Se-
lektionskriterien in den jeweiligen Experimenten den wahren ProzeB auswihlen?
In den Tabellen 5.8 und 5.9 finden sich die relativen Selektionshaufigkeiten fiir
die beiden ersten Experimente. Dabei sind jedem Selektionskriterium jeweils zwei
Spalten zugeordnet. In der jeweils ersten Spalte sind die relativen Haufigkeiten auf
der Grundlage der sieben Modellalternativen ARFIMA(0,0,1) ARFIMA(1,0,0),
ARFIMA(0,d,0),..., ARFIMA(1,1,1) des ersten Experiments enthalten. Die Er-
gebnisse des zweiten Experiments, bei dem das wahre Modell aus ingesamt sieb-
zehn verschiedenen Modellalternativen auszuwihlen ist, sind in der jeweils zwei-
ten Spalte angegeben. Dabei werden alle ARFIMA(p,d,q)-Modelle beriicksichtigt,
deren AR- und/oder MA-Polynome maximal zweiter Ordnung sind. Alle rela-
tiven Selektionshaufigkeiten wurden so ermittelt, dafl bei einer nichtkonvergen-
ten Schitzung den dazugehorigen Selektionskriterien der Wert 1'% zugeordnet
wurde. Der Fall einer nichtkonvergierenden Likelihoodfunktion ist dann aufge-
treten, wenn eine hoéherparametrisierte ARFIMA(p,d,q)-Spezifikation geschitzt
wurde, der wahre Prozefl jedoch nur schwaches Long Memory aufwies.

Ein haufiges Problem in der praktischen Arbeit mit Skonomischen Zeitrei-
hen ist die geringe Zahl an Beobachtungen. Wie allerdings die Analyse der
Schétzeigenschaften verschiedener ARFIMA-Schitzverfahren im vorhergehenden
Abschnitt gezeigt hat, stellen 100 Beobachtungen die Untergrenze fiir eine zu-
verlassige Schitzung von Long Memory-Prozessen dar. Inwieweit gilt dies auch
fir die Selektion des wahren Modells? Betrachtet man in Tabelle 5.8 die re-
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lativen Selektionshiufigkeiten von einfachem fraktionalem Rauschen bei insge-
samt sieben Modellalternativen und 100 Beobachtungen, zeigt sich, daf Inter-
mediate Prozesse generell eine grofere relative Selektionshaufigkeit aufweisen als
Long Memory-Prozesse und zwar unabhéngig von der Wahl des Selektionskriteri-
ums. Weiterhin gilt, da sich die relativen Selektionshaufigkeiten von Intermediate

Tabelle 5.8: SELEKTIONSHAUFIGKEITEN VON SELEKTIONSKRITERIEN FURT =
100

Selektionskriterien

AIC AICC BIC sC HQ

d 7 17 7 17 7 17 7 17 7 17
04 580 446 604 488 454 226 742 736 676 64,6
03 558 418 574 466 438 216 700 688 64,2 60,2
02 502 388 524 432 356 194 668 656 604 56,6
0,1 408 316 430 348 296 184 552 540 49,8 46,6

0,1 324 220 164 244 284 222 386 36,8 368 33,2

02 340 258 350 272 246 166 43,0 406 404 370
0,3 334 252 340 274 178 12,2 482 462 43,0 390
04 294 242 322 274 126 92 516 494 43,2 39,6

Die Bewertung eines jeden Selektionskriteriums erfolgt jeweils in zwei Spalten, indem die Haufig-
keit angegeben wird, mit der unter einer jeweils gegebenen Anzahl von alternativen Spezifikatio-
nen die vorgegebene Spezifikation eines ARFIMA(0,d,0)-Modells gewihlt wird. Die jeweils erste
Spalte enthilt die Ergebnisse bei einer Anzahl von sieben Spezifikationen: ARFIMA(0,0,1)
ARFIMA(1,0,0), ARFIMA(0,d,0),.. ., ARFIMA(1,d,1). Die Ergebnisse des zweiten Experi-
ments, bei dem das wahre Modell aus ingesamt siebzehn verschiedenen Modellalternativen aus-
zuwihlen ist, sind in der jeweils zweiten Spalte angegeben. Dabei werden alle ARFIMA(p,d,q)-
Modelle beriicksichtigt, deren AR- und/oder MA-Polynome maximal zweiter Ordnung sind.
In beiden Experimenten betrigt die Zahl der durchgefiihrten Replikationen N = 500. Alle
Selektionshaufigkeiten sind in Prozent angegeben und werden so ermittelt, daB bei einer nicht-
konvergenten Schitzung den dazugehorigen Selektionskriterien der Wert 1e1%° zugeordnet wird.
Alle Zeitreihen werden mit Methode 2 aus Abschnitt 3.3 erzeugt.

Memory-Prozessen verringern, je schwécher die Memory-Struktur des generierten
Prozesses ist. Bei Long Memory-Prozessen ist der Riickgang der relativen Se-
lektionshaufigkeit mit schwiacher werdender Memory-Struktur hingegen nur fiir
das Schwarz- und das Hannan-Quinn-Kriterium zu beobachten. Bei den beiden
AIC Kriterien hingegen ist die relative Selektionshaufigkeit vom AusmaB des Long
Memory nahezu unabhangig.

Vergleicht man die relativen Selektionshaufigkeiten der fiinf Selektionskrite-
rien, stellt man fest, daB das Schwarz-Kriterium, gefolgt vom Hannan-Quinn-
Kriterium, die besten Resultate erzielt. Die weitere Reihenfolge ist: modifiziertes
AIC, AIC, BIC. Dabei ist anzumerken, daf alle drei verbleibenden Kriterien merk-
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lich schlechter abschneiden, wobei insbesondere das BIC Kriterium offensichtlich
fir die Identifikation von Intermediate oder Long Memory-Prozessen nicht geeig-
net ist. Es wird deshalb im folgenden nicht mehr explizit angesprochen.

Diese Aussagen bleiben qualitativ erhalten, wenn die Zahl der Modellalterna-
tiven auf siebzehn erhoht wird. Dabei ist bemerkenswert, daB die relativen Selekti-
onshéaufigkeiten sowohl bei Verwendung des Schwarz- als auch bei Verwendung des
Hannan-Quinn-Kriteriums nicht wesentlich abnehmen, wie aus der jeweils zweiten
Spalte in Tabelle 5.8 zu ersehen ist. So betrigt die relative Selektionshiufigkeit
des Schwarz-Kriteriums immerhin noch 38,6%, wenn d = 0,1 gilt.

Tabelle 5.9: SELEKTIONSHAUFIGKEITEN VON SELEKTIONSKRITERIEN FUR T =
200

Selektionskriterien

AlC AICC BIC N HQ
d 7 17 7 17 7 17 7 17 7 17
-04 670 538 676 546 526 298 91,0 898 81,2 74,2
-03 646 504 650 51,8 506 30,2 884 868 798 720
-0,2 614 472 622 492 472 286 86,0 848 76,2 694
-0,1 526 394 534 420 398 260 752 750 654 61,2
0,1 386 294 392 30,2 310 224 47,2 458 442 408
0,2 432 348 452 368 278 184 622 60,2 580 528
0,3 440 384 452 398 1266 178 70,0 682 61,6 582
0,4 434 372 442 388 252 148 76,0 74,2 61,8 59,0

Fiir diese Tabelle gelten die bereits auf Seite 121 zu Tabelle 5.8 gemachten Bemerkungen.

Welchen Effekt auf die relativen Selektionshaufigkeiten hat nun die Verdop-
pelung der Zahl der Beobachtungen? Wie die Ergebnisse in Tabelle 5.9 deutlich
machen, bleiben die bereits getroffenen Aussagen in qualitativer Hinsicht giiltig.
Beachtlich ist allerdings der Anstieg der relativen Selektionshaufigkeiten unab-
héngig von der Art des Selektionskriteriums. Die Identifikation von starken In-
termediate Memory-Prozessen ist bei 200 Beobachtungen und der Verwendung
des Schwarz-Kriteriums eine verlifiliche Angelegenheit. Doch auch starke Long
Memory-Prozesse werden bei siebzehn Alternativen in knapp drei Viertel aller
Falle korrekt identifiziert, wenn das Schwarz-Kriterium Anwendung findet. Selbst
fraktional differenziertes Rauschen mit d = 0,1 wird in fast der Halfte aller Fille
vom Schwarz-Kriterium korrekt gewahlt. Auffallend ist, daB bei den beiden AIC
Kriterien der Anstieg der relativen Haufigkeiten aufgrund der Verdoppelung der
Beobachtungszahl wesentlich geringer ausfillt.

Dreihundert Beobachtungen eines ARFIMA(0,d,0)-Prozesses mit d = 0,2
liegen dem dritten Experiment zugrunde. Um einen besseren Vergleich der Aus-
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wirkungen unterschiedlicher Zeitreihenldngen zu ermdglichen, sind in Tabelle 5.10
die Selektionshaufigkeiten fiir diesen ProzeB fiir T = 100,200,300 zusammenge-
faft. Dabei wird deutlich, daB bei einer Erhohung der Beobachtungszahl von 200
auf 300 zwar der Anstieg der Selektionshaufigkeiten prozentual insgesamt geringer
ausfillt, aber die Identifikation bei Verwendung des Schwarz-Kriteriums in mehr
als 70% aller Fille korrekt ist. Das legt den SchluB nahe, da man bei einer weiter
ansteigenden Zeitreihenlinge von einer recht zuverlassigen Selektion des wahren
Prozesses ausgehen kann, sofern dieser fraktional differenziertem Rauschen ent-

spricht.

Tabelle 5.10: SELEKTIONSHAUFIGKEITEN EINES ARFIMA(0,d,0)-MODELLS
MIT d = 0,2 FUR ANSTEIGENDE T

Selektionskriterien

AIC AICC BIC sC HQ
T 7 17 7 17 7 17 7 17 7 17
100 34,0 258 350 27,2 246 166 43,0 406 404 370
200 432 348 452 368 278 184 622 60,2 58,0 528
300 464 40,0 472 414 31,6 210 70,2 69,6 636 60,0

Fiir diese Tabelle gelten die bereits auf Seite 121 zu Tabelle 5.8 gemachten Bemerkungen.

Tabelle 5.11: SELEKTIONSHAUFIGKEITEN VERSCHIEDENER ARFIMA(0,d,0)-
MODELLE BE] VERWENDUNG VERSCHIEDENER DATENTAPER MIT VERSCHIE-
DENEN a’S MITTELS DES SCHWARZ-KRITERIUMS FUR T = 100 UND 17 ALTER-

NATIVEN SPEZIFIKATIONEN

Datentaper

ohne Trapez  Kosinus
Aa O 0,1 0,1 025
d =0,1 36,8 37,2 36,8 322
0,2 406 39,8 394 384
0,3 46,2 454 456 464
0,4 494 498 49,2 514

Fiir diese Tabelle gelten die bereits auf Seite 121 zu Tabelle 5.8 gemachten Bemerkungen. Die
Verwendung der Datentaper basiert auf den Gleichungen (4.30) und (4.31), die in Abschnitt
4.2.2 diskutiert werden.

Wie in Abschnitt 5.1 angesprochen, verbessern sich durch Anwendung eines
Datentapers die Schatzeigenschaften bei Vorliegen von starkem Long Memory.



124 Kapitel 5. Schdtzeigenschaften bei kurzen Zeitreihen

Die Frage ist nun, inwieweit sich diese Eigenschaft auch auf die relativen Selek-
tionshdufigkeiten auswirkt. In diesem Experiment werden zum einen der Trapez-
Datentaper (4.30) mit @ = 0,1 und zum anderen der Kosinus-Datentaper (4.31)
mit a = 0,1 und a = 0,25 beriicksichtigt. Beide Datentaper wurden in Abschnitt
4.2.2 eingefiihrt. Betrachtet man Tabelle 5.11, in der die Selektionshaufigkeiten
der vier Long Memory-Prozesse mit T = 100 bei Verwendung der verschiedenen
Datentaper und des Schwarz-Kriteriums angegeben sind, zeigt sich, da durch An-
wendung eines Datentapers die Selektionshiufigkeiten im allgemeinen nicht erhGht
werden kénnen. Eine Ausnahme hierzu bildet lediglich der Kosinus-Datentaper
mit @ = 0,25, der fiir starkes Long Memory die Selektionshaufigkeit leicht erhéht.

Auch wenn die relativen Selektionshaufigkeien bei Zeitreihen mit 200 und
mehr Beobachtungen vor allem bei Intermediate und starken Long Memory-Pro-
zessen durchaus akzeptable Werte aufweisen, so ist es doch notwendig zu wissen,
welche Fehlspezifikationen am hiufigsten auftreten und wie gravierend der da-
durch entstandene Identifikationsfehler ist. In den Spalten zwei bis neun in Tabelle
5.12 sind deshalb die relativen Selektionshiufigkeiten der vier generierten Long
Memory-Prozesse aller siebzehn Spezifikationen des zweiten Experiments bei An-
wendung des Schwarz-Kriteriums angegeben. Die Spalten zehn und elf dieser Ta-
belle enthalten Ergebnisse des fiinften Experiments, das weiter unten besprochen
wird. Die Wahl des Schwarz-Kriteriums begriindet sich in dessen relativ bestem
Abschneiden verglichen mit den vier weiteren Selektionskriterien. Stehen nur 100
Beobachtungen eines schwachen Long Memory-Prozesses zur Verfiigung, ist den
Spalten zwei und drei zu entnehmen, daB filschlicherweise am haufigsten AR(1)-
und MA(1)-Prozesse selektiert werden. Die ARFIMA(1,d,0)-, ARFIMA(2,d,0)-
und AR(2)-Spezifikationen spielen lediglich bei 100 Beobachtungen eine nennens-
werte Rolle. Wird das Long Memory stirker, konzentriert sich die Fehlselektion
immer mehr auf den AR(1)-ProzeB. Da das Schwarz-Kriterium im Vergleich zum
AIC niedrig parametrisierte Modelle bevorzugt, ist bei der Interpretation von Ta-
belle 5.12 zu beachten, daB die Fehlselektion bei Verwendung des AIC haufiger
auch hoherparametrisierte Spezifikationen enthalten wiirde. Ist beispielsweise ein
ARFIMA(0,d,0)-ProzeB mit d = 0,1 und 100 Beobachtungen gegeben, wird vom
AIC die ARFIMA(2,d,0)-Spezifikation in 16,4%, vom Schwarz-Kriterium hinge-
gen in nur 4,6% aller Falle selektiert, wobei das zweite Ergebnis aus Tabelle 5.12
entnommen ist.

Die Ergebnisse der Fehlselektion des Schwarz-Kriteriums sind plausibel. Das
Schwarz-Kriterium ist dafiir bekannt, daB es im Vergleich zum AIC eher Spezifi-
kationen mit einer geringen Parameterzahl selektiert. Da der wahre ProzeB nur
einen Parameter hat, vermeidet man bei Verwendung des Schwarz-Kriteriums in
der Tat zuverlassig die irrtiimliche Selektion héherparametrisierter Prozesse, sieht
man von d = 0,1 bei T = 100 ab. Die mit steigendem d abnehmende Bedeutung
des MA(1)-Prozesses ist ein Zeichen dafiir, daBl im Fall einer Fehlselektion ein Mo-
dell gewéhlt wird, daB dem wahren ProzeB méglichst ahnlich ist. Bereits im vor-
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Tabelle 5.12: SELEKTIONSHAUFIGKEITEN VERSCHIEDENER ARFIMA(0,d,0)-
UND AR(1)-PROZESSE MITTELS DES SCHWARZ-KRITERIUMS

gesch.Mod. generierte Modelle

ARFIMA(0,d,0) AR(1)
T =100 [ T = 200 T = 100

01 02 03 04 01 02 03 04 01 09
A(0.01) 226 168 106 38 212 72 22 06 246 00
A002) 18 14 10 04 06 12 06 04 18 00
A(0,d,0) 368 406 462 494 458 602 682 742 282 26
A(0d,1) 06 04 00 02 04 02 00 00 26 04
A(0d2) 00 00 00 00 00 00 02 02 00 00
A(1,00) 222 282 330 362 268 262 224 174 216 902
A(101) 00 02 04 16 00 04 16 26 00 00
A(102) 00 02 02 02 00 00 00 00 00 02
A(1,d0) 96 62 24 26 34 28 18 10 130 02
A(l,d1) 00 00 00 00 00 00 00 00 02 00
A(1d2) 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00
A(200) 12 14 18 26 10 16 28 36 10 26
A(2,01) 00 00 00 00 02 00 00 00 00 00
A(202) 00 00 00 02 00 00 00 00 00 00
A(2,d0) 46 40 38 26 06 02 02 00 62 32
A(2d1) 04 04 02 00 00 00 00 00 04 04
A(2d2) 02 02 04 02 00 00 00 00 04 02

Diese Tabelle gibt an, wie hiufig - gegeben verschiedene ARFIMA(0,d,0)- und AR(1)-Prozesse
unterschiedlicher Lange - die jeweiligen Spezifikationen der siebzehn Alternativen gewahlt wer-
den. Dabei werden alle ARFIMA(p,d.q)-Modelle beriicksichtigt, deren AR- und/oder MA-
Polynome maximal zweiter Ordnung sind. Die Zahl der Replikationen betragt 500. Alle Se-
lektionshiufigkeiten sind in Prozent angegeben und werden so ermittelt, daB bei einer nicht-
konvergenten Schitzung den dazugehrigen Selektionskriterien der Wert 1190 zugeordnet wird.
Alle Zeitreihen werden mit Methode 2 aus Abschnitt 3.3 erzeugt.
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hergehenden Abschnitt wurde argumentiert, daB bei gleicher Parametergrofle ein
AR(1)-Proze einem ARFIMA(0,d,0)-ProzeB dhnlicher ist als ein MA(1)-Proze8,
da der AR(1)-Prozef eine unendliche Autokovarianzfunktion hat, der MA(1)-
Prozefl dagegen nicht. Dies erklart, weshalb fiir groBe d die MA(1)-Spezifikation
kaum eine Rolle spielt. Ist d hingegen nahe dem Ursprung, so wirkt sich die un-
endliche Autokovarianzfunktion praktisch nicht aus und die AR(1)- bzw. MA(1)-
Prozesse sind nahezu identisch, so daB ein Teil der Fehlselektion, die sonst das
AR(1)-Modell betrifft, auch das MA(1)-Modell umfaBt. Zur Verdeutlichung der
starken Ahnlichkeit von AR(1)- und MA(1)-Modell bei Parametern nahe dem Ur-
sprung sind in Tabelle 5.13 einige Autokovarianzen eines ARFIMA(0,d,0)-Modells
mit d = 0,1, eines AR(1)-Modells mit @; = 0,1 und eines MA(1)-Modells mit §; =
0,1 angegeben. Es zeigt sich, daB bei dieser Parameterkonstellation der AR(1)-
und der MA(1)-Prozef nahezu identische Autokovarianzfunktionen besitzen. Die
Autokovarianzfunktion des ARFIMA(0,d,0)-Prozesses weicht dagegen deutlich ab.

Tabelle 5.13: AUTOKOVARIANZEN VERSCHIEDENER ARFIMA (p,d,q)-MODELLE
MIT oy =d=,=0,1

Autokovarianzen
Proze 7(1) 7(2) 7(3) 7(4) 7(100)
ARFIMA(0,d,0) 0,113302 0,065602 0,04750’,2 0,03780?2 0,0029:&2
AR(1) 0,101062 0,0101¢2 0,00100? 0,000162 ©
MA(1) 0,102 0 0 0 0

Die Berechnung der Autokovarianzen erfolgt mit den Gleichungen (3.12) fiir den ARFI-
MA(0,d,0)-ProzeB, (2.54), (2.55) fiir den AR(1)-ProzeB und (2.47) fiir den MA(1)-Proze8.

Eine hohe relative Selektionshaufigkeit des wahren fraktionalen differenzier-
ten Rauschens ist nicht das einzige Kriterium, nach dem die Qualitit eines Selekti-
onskriteriums beurteilt werden sollte. Wesentlich ist auch die Wahrscheinlichkeit,
gemas der ein Intermediate/Long Memory-Modell selektiert wird, obwohl nur ein
Short Memory-ProzeB vorliegt. Um auch derartige Wahrscheinlichkeiten durch
relative Haufigkeiten zu bestimmen, werden im fiinften Experiment zwei AR(1)-
Prozesse mit a; = 0,1 bzw. oy = 0,9 generiert. Der erste Proze8 wird gewihlt,
weil sich die Autokovarianzfunktion des AR(1)-Prozesses dann von der Autokova-
rianzfunktion eines ARFIMA(0,d,0)-Prozesses, wie sich aus Tabelle 5.13 ersehen
1aBt, relativ wenig unterscheidet und so zu erwarten ist, daB haufig irrtiimlich ein
ARFIMA(0,d,0)-Modell selektiert wird. Bei a; = 0,9 sollte dies jedoch nicht der
Fall sein.

Betrachtet man die Spalten zehn und elf in Tabelle 5.12, werden diese Vermu-
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tungen bestatigt. Die relative Haufigkeit von 28,2%, mit der dem AR(1)-Prozef
mit oy = 0,1 ein ARFIMA(0,d,0)-ProzeB zugeordnet wird, ist groler als die re-
lative Haufigkeit von 21,6%, mit der der wahre ProzeB selektiert wird, sofern
man nicht die relative Selektionshaufigkeit des MA(1)-Prozesses von 24,6% zu der
relativen Selektionshaufigkeit des AR(1)-Prozesses hinzuaddiert. Letzteres ist auf-
grund der grofien Ahnlichkeit beider Prozesse, die auf der Basis von Tabelle 5.13
begriindet wurde, durchaus gerechtfertigt. Steigt o auf 0,9, betragt die Selektion
des wahren AR(1)-Modells dagegen 90%.

Vergleicht man in den Spalten zehn und zwei in Tabelle 5.12 die relativen
Haufigkeiten, mit denen ein AR(1)-Prozef mit oy = 0,1 bzw. ein ARFIMA(0,d,0)-
Proze8 mit d = 0,1 von den verschiedenen ARFIMA (p,d,q)-Alternativen selektiert
wird, wird deutlich, dafi die Selektion eines ARFIMA(0,d,0)-Modells bei 100 Be-
obachtungen mit einer hohen Wahrscheinlichkeit aus der Fehlidentifikation eines
AR(1)-Prozesses resultieren kann, da letztere 28,2% betragt. Die SchluBfolgerung
hieraus ist, daB weder die korrekte Selektion eines AR(1)-Modells noch die ei-
nes ARFIMA(0,d,0)-Modells eine zuverlassige Angelegenheit darstellt, wenn die
Parameter nahe Null sind und “nur” 100 Beobachtungen vorliegen.

Einen Vergleich der Selektionshaufigkeiten der wahren AR(1)-Prozesse bei
Verwendung des Schwarz-Kriteriums mit den relativen Selektionshiufigkeiten, die
aus der Benutzung der vier anderen Kriterien resultieren, enthilt Tabelle 5.14.
Auch hier gilt, daB das Schwarz-Kriterium die besten Selektionsergebnisse erzielt.

Tabelle 5.14: SELEKTIONSHAUFIGKEITEN VON AR(1)-PROZESSEN DER LANGE
T =100 BEI 17 MODELLALTERNATIVEN

Selektionskriterien

ay AIC AICC BIC SC HQ
01 92 108 86 216 156
09 616 654 34,2 90,2 76,2

Siehe die Bemerkungen zu Tabelle 5.8 auf Seite 121.
Dies deckt sich mit den Ergebnissen aus den ersten beiden Experimenten®’.

Das sechste und letzte Experiment umfaBt die Analyse der relativen Selekti-
onshaufigkeiten von zwei ARFIMA(1,d,1)-Prozessen mit jeweils 100 Beobachtun-
gen. Die Parameterwahl erfolgt mit der Absicht, eine korrekte Modellselektion
unter schwierigen Bedingungen zu untersuchen. Deshalb wird fiir beide Modelle

27Eine quantitative Beurteilung der Selektionshaufigkeiten des AR(1)-Prozesses mit a; =0, 1
ist allerdings ohne die Betrachtung der Haufigkeiten, mit der der MA(1)-Prozefi gewahlt wird,
in gewissem Sinne unvollstindig.
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der Long Memory-Parameter d = 0,15 gesetzt, da fiir positive d nahe Null die Se-
lektion am unsichersten ist*®. Die Parameter des AR- und des MA-Basisprozesses
werden so gewéhlt, daf die Short Memory-Komponente im ersten Fall die nied-
rigen Frequenzen und im zweiten Fall die hohen Frequenzen betont. Im ersten
Fall wird a; = 8, = 0,3 gesetzt, da, wie im vorhergehenden Abschnitt 5.2 gezeigt
wurde, die Verzerrung der Schiatzung von d dann besonders gro8 ist, wenn a; nahe
dist. Dann ist zu erwarten, daB auch die Selektion des wahren Modells problema-
tisch sein konnte. Weiter ist zu erwarten, daB eine korrekte Selektion durch die
Gleichsetzung des AR- und des MA-Parameters zusatzlich erschwert wird, weil
sich dann die zwei Short Memory-Basisprozesse am dhnlichsten sind?°.

Wie in Abschnitt 5.2 anhand des ARFIMA(0,d,1)-Prozesses mit d = 0,3 und
B = -0,8 gezeigt wird, reduzieren negative ARMA-Parameter die Wirkung des
Long Memory-Parameters. Durch die Wahl von a; = ) = -0,3 im zweiten Fall
wird also das bereits schwache Long Memory weiter reduziert, so daB wiederum
zu erwarten ist, daB die Identifikation einer Long Memory-Komponente proble-
matisch ist.

Tabelle 5.15: SELEKTIONSHAUFIGKEITEN VON ARFIMA(1,d,1)-PROZESSEN
MIT d = 0,15 DER LANGE T = 100 BEI 17 MODELLALTERNATIVEN

Selektionskriterien

AIC AICC BIC SC HQ
=6 =03 122 122 98 20 88
ar=fh=-03 28 26 58 02 08

Siehe die Bemerkungen zu Tabelle 5.8 auf Seite 121.

Die Ergebnisse in Tabelle 5.15 bestitigen diese Erwartungen. Bei Verwen-
dung des AIC wird der erste ARFIMA(1,d,1)-Proze mit d = 0,15 und o, = 8; =
0,3 lediglich in 12,2% aller Fille, der zweite ARFIMA(1,d,1)-ProzeB mit gleichem
dund o; = 81 = -0,3 nur in 2,8% aller Fille korrekt selektiert. Mit der Ausnahme
des BIC im zweiten Fall schneiden alle anderen Selektionskriterien schlechter ab.
Daraus folgt einerseits, daB die korrekte Selektion komplizierter ARFIMA (p,d,q)-
Prozesse bei einer geringen Anzahl von Beobachtungen duflerst problematisch sein
kann, andererseits, dafi das Schwarz-Kriterium zur Selektion komplizierter mehr-
parametriger Prozesse nicht geeignet ist, da es zur Unterparametrisierung neigt.
Allerdings sei an dieser Stelle noch einmal darauf hingewiesen, daf die Auswahl
der ARFIMA(1,d,1)-Prozesse mit dem Ziel erfolgte, diese moglichst schwer identi-
fizierbar zu machen, so dafl die Ergebnisse des sechsten Experiments den schwie-

28Vgl. dazu die Ergebnisse der Experimente Eins und Zwei.
2Man vergleiche hierzu die Argumentation in Abschnitt 5.2,
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rigsten Fall dokumentieren, im allgemeinen aber eine grofiere Selektionshaufigkeit
su erwarten ist. Das Auftreten von Selektionsproblemen ist jedoch keine Be-
sonderheit von fraktional integrierten ARMA-Modellen. So schreibt Sneek [176,
1984, S. 257], der eine ausfiihrliche Monte-Carlo-Studie iber die Selektion von
ARMA-Modellen durchgefithrt hat:

“From our simulation results it follows that in empirical work one will
seldomly be able to detect the correct model for the given process,
even for T = 100. (...) Obviously this finding casts some doubt on
the validity of the order of a selected model if both the AR and the
MA part have order two or more, unless perhaps the roots on one side
are very much apart from the roots on the other side or unless the
number of observations is very large (several hundreds).”

Welche Spezifikationen werden dann stattdessen gewahlt? Tabelle 5.16, die
entsprechend Tabelle 5.12 aufgebaut ist, gibt hieriber Auskunft. Im ARFIMA
(1,d,1)-ProzeB mit positiven Short Memory-Parametern wird anstelle des wah-
ren Modells vom AIC das ARMA(1,1)-Modell und vom Schwarz-Kriterium das
AR(1)-Modell am haufigsten gewahit. Sind die Short Memory-Parameter hinge-
gen negativ, wihlen beide Kriterien das AR(1)-Modell am haufigsten. Es zeigt
sich also, daB beide Kriterien zu einer Unterparametrisierung neigen, die aller-
dings beim Schwarz-Kriterium starker ausgepragt ist3°. AuBerdem enthilt keine
der haufiger gewahlten Fehlspezifikationen Long Memory. Dies ist ein deutliches
Indiz dafiir, daB schwaches Long Memory in “kurzen” Zeitreihen bei gleichzeitiger
Prisenz von Short Memory auflerst schwer zu identifizieren ist.

Damit ist die Analyse der Ergebnisse der sechs Monte-Carlo-Experimente ab-
geschlossen. Die Ergebnisse der ersten fiinf Experimente iiber die Identifikation
von fraktional differenziertem Rauschen lassen sich folgendermafien zusammen-
fassen: Insgesamt schneidet von den analysierten Selektionskriterien das Schwarz-
Kriterium am besten ab. Die Selektion von Long Memory-Prozessen erfolgt damit
bei Vorliegen von “kurzen” Zeitreihen mit 100 Beobachtungen in hochstens der
Hilfte aller Fille korrekt. Fiir die Selektion von Intermediate Memory gilt dies
ausschlieBlich fiir d’s nahe Null. Mit groSer werdendem Long Memory steigt die
relative Selektionshiufigkeit an. Bei einem entsprechenden Anstieg von Interme-
diate Memory kommt es sogar zu einem drastischen Anstieg der Selektionshaufig-
keit. Ein groBere Anzahl an Beobachtungen fiihrt ebenfalls zu einer betrachtlichen
Erhéhung der Selektionshaufigkeiten. Die Wahrscheinlichkeit einer irrtiimlichen

30])ies deckt sich mit den Ergebnissen aus der Analyse der Selektionseigenschaften dieser Kri-
terien im Rahmen der ARMA-Modelle, denen zufolge bei Verwendung des Schwarz-Kriteriums
eine grofere Wahrscheinlichkeit besteht, ein unterparametrisiertes Modell zu selektieren. Vgl
hierzu Sneek [176, 1984, S. 271-2].
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Tabelle 5.16: SELEKTIONSHAUFIGKEITEN VON ZWEI ARFIMA(1,d,1)-PROZES-
SEN

gesch.Mod. d=0,15

©=5=03]ai=p=-03
AIC Schwarz AIC Schwarz

A(0,0,1) 04 20 68 16,6
A(0,02) 44 52 116 4.2
A(0,d0) 00 0,0 02 04
A(0d1) 58 68 18 00
A(0d2) 10 02 44 08
A(1,00) 90 435 417 758
A(1,01) 176 194 12 04
A(102) 108 18 34 08
A(1,d0) 00 00 50 06
A(ld1) 122 20 28 02
A(Ld2) 42 00 86 0,0
A(2,00) 148 178 34 02
A201) 18 00 12 00
A(202) 14 00 10 00
A(2,d0) 68 1,0 32 00
A(2d1) 84 02 26 0,0
A(2d2 12 00 10 00

Diese Tabelle gibt an, wie hiufig, gegeben zwei verschiedene ARFIMA(1,d,1)-Prozesse, die
Jjeweiligen Spezifikationen der siebzehn Alternativen gewdhlt werden. Dabei werden alle
ARFIMA(p,d.q)-Modelle beriicksichtigt, deren AR- und/oder MA-Polynome maximal zweiter
Ordnung sind. Die Zahl der Replikationen betrigt 500. Alle Selektionshiufigkeiten sind in
Prozent angegeben und werden so ermittelt, da8 bei einer nichtkonvergenten Schitzung den
dazugehorigen Selektionskriterien der Wert 1% zugeordnet wird. Alle Zeitreihen werden mit
Methode 2 aus Abschnitt 3.3 erzeugt.

Selektion von ARFIMA(p, d, q)-Prozessen ist bei schwachen AR(1)-Prozessen nen-
nenswert. Die Benutzung von Datentapern fithrt nur bei starkem Long Memory
zu einem Anstieg der Selektionshiufigkeiten.

Geht es jedoch um die Selektion von gemischten Short und Long Memory-
Prozessen, zeigen die Ergebnisse des sechsten Experiments bei Vorliegen “kurzer”
Zeitreihen deutlich die Grenzen einer zuverlassigen Selektion von ARFIMA(p,d,q)-
Prozessen auf, wenn die Basisprozesse des ARFIMA(1,d,1)-Prozesses sehr dhnlich
sind oder die Long Memory-Struktur durch die Short Memory-Komponenten na-
hezu ausgeléscht wird. Dies gilt insbesondere fiir den Fall eines schwach aus-
gepragten Long Memory-Prozesses, denn dann bestiinde kaum eine Chance auf
eine korrekte Modellidentifikation. Selbst die Identifikation von Long Memory mit
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einer falsch spezifizierten Ordnung des AR- oder des MA-Polynoms gestaltet sich
in dieser Situation als duflerst unzuverlassig. SchlieSlich werden friihere Ergebnisse
aus der Analyse der Selektionskriterien im Rahmen der ARMA-Modelle bestitigt,
gemaB denen das Schwarz-Kriterium zu einer Unterparametrisierung neigt. Fir
die empirische Arbeit mit ARFIMA(p,d,q)-Modellen empfiehlt es sich daher, so-
wohl das AIC als auch das Schwarz-Kriterium zu verwenden. Ersteres ist das beste
Kriterium fiir hoherparametrisierte Prozesse mit schwachem Long Memory, letzte-
res zeigt seine Starke in der Identifikation einparametriger Prozesse. Wiirde man
sich in der empirischen Arbeit auf das Schwarz-Kriterium beschrianken, besteht
eine relativ groBe Wahrscheinlichkeit, daB ein unterparametrisiertes Modell selek-
tiert wird. Wird zusitzlich das AIC verwendet und stimmen das AIC und das
Schwarz-Kriterium in der Modellselektion iiberein, ist diese Wahrscheinlichkeit
betrichtlich geringer, da das AIC selbst zu der Wahl von héherparametrisierten
Modellen neigt. Unterscheiden sich beide Kriterien hinsichtlich ihrer Modellse-
lektion, so ist alleine auf Basis der Selektionskriterien keine zuverlassige Model-
lidentifikation moglich. Weitere Kriterien wie das Signifikanzniveau der Parame-
terschitzungen oder das Prognoseverhalten der selektierten Modelle sind dann fiir
die Auswahl der Modellspezifikation heranzuziehen.

Damit sind die Eigenschaften von Schatzverfahren zur Schatzung von ARFI-
MA(p,d,q)-Modellen hinreichend analysiert, um im Kapitel 7 verschiedene Zeit-
reihen von Wechselkursen auf die Existenz von Long und auch Short Memory
zuverlassig zu untersuchen.






Kapitel 6

Wechselkurstheorie und Long
Memory

In diesem Kapitel steht die Frage im Mittelpunkt, ob und wie im Rahmen der
Wechselkurstheorie die Existenz von Long Memory in Wechselkursinderungen
erklart werden kann. Dabei wird auch untersucht, inwieweit die einzelnen Er-
klirungsansitze mit effizienten Devisenmarkten vereinbar sind. Ein weiteres An-
liegen dieses Kapitels ist eine knappe Einordnung der im folgenden Kapitel 7
durchgefiihrten empirischen Analysen in die theoretische und empirische Wech-
selkursliteratur. Dies schlieBt die Zusammenfassung bereits in der Literatur vor-
handener Evidenz iiber die Existenz von Long Memory in den Wechselkursen mit
ein.

Im einzelnen werden zwei unterschiedliche Erklarungshypothesen diskutiert.
Zum einen wird untersucht, wie das Prognoseverhalten irrationaler Wirtschafts-
subjekte zu Wechselkursen mit Long Memory fithren kann. Dabei wird darauf
hingewiesen, daB dieser Erklirungsansatz Marktineffizienz impliziert. Zum ande-
ren wird analysiert, unter welchen Bedingungen sich Long Memory in den Wech-
selkursen durch Ubertragung aus anderen Mirkten ergeben kann. Dabei wird in
diesem Kapitel versucht, dieser Erklarungshypothese von Cheung [29, 1990] eine
formale Gestalt zu geben, indem zwei verschiedene, in der Literatur weit verbrei-
tete, theoretische Wechselkursmodelle dargestellt und adiquat erweitert werden.
Auf diese Weise soll eine Briicke zwischen der Wechselkurstheorie und der bisher
in der Literatur vorhandenen Evidenz von Long Memory auf dem Devisenmarkt
geschlagen werden.
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Den Beginn dieses Kapitels bildet Abschnitt 6.1 mit einem kurzen Uberblick
iiber theoretische Wechselkursmodelle. Anschlieflend wird in Abschnitt 6.2 die
Bedeutung von empirischen Wechselkursmodellen fiir die Weiterentwicklung der
Wechselkurstheorie erortert und in diesem Zusammenhang die Rolle des fraktional
integrierten ARMA-Modells diskutiert. Abschnitt 6.3 untersucht die Bedeutung
von irrationalen Spekulanten als Ursache fiir die Existenz von Long Memory auf
dem Devisenmarkt. Im vorletzten Abschnitt 6.4 wird auf Basis eines modifizierten
allgemeinen Gleichgewichtsmodells von Lucas [138, 1982] gezeigt, daB in einer
Welt von risikoaversen Wirtschaftssubjekten mit rationalen Erwartungen Long
Memory die Entwicklung der Kassakurse dann kennzeichnet, wenn andere Markte
durch Long Memory charakterisiert sind. Eine besondere Rolle kommt dabei
dem Geldmarkt zu. Dieses Ergebnis bleibt auch giltig, wenn stattdessen ein
modifiziertes Finanzmarktmodell zugrunde gelegt wird. Dessen Darstellung und

Ableitung in Abschnitt 6.5 bilden den Abschlufl dieses Kapitels.

6.1 Theoretische Wechselkursmodelle

Die 6konomische Analyse der Wechselkursbildung und -entwicklung hat sich in den
letzten Jahren zu einem sehr intensiv analysierten Bereich der Volkswirtschafts-
lehre entwickelt. Dafiir gibt es sowohl volkswirtschaftliche als auch betriebswirt-
schaftliche Griinde. Aus betriebswirtschaftlicher Sicht ist einerseits die Progno-
stizierbarkeit, andererseits die Volatilitat der Wechselkursentwicklung von Bedeu-
tung, da dies entscheidende Determinanten fiir die Rentabilitit und das Risiko
von Investitionen in Finanz- oder Sachanlagen sind. Die Entwicklung der Wechsel-
kurse beeinfluBt einerseits die Absatzmoglichkeiten auf auslindischen Giitermark-
ten und die Konkurrenzfiahigkeit von Importgiitern auf den Inlandsmirkten, an-
dererseits die Repatriierungsmoglichkeiten von Gewinnen aus auslindischen Inve-
stitionen.

Die effiziente Allokation von Ressourcen steht im Vordergrund der Volkswirt-
schaftslehre. In Marktwirtschaften iibernehmen dabei die Preise die entscheidende
Allokationsfunktion. Eine effiziente Allokation von Giitern und Dienstleistungen
erfordert deshalb die Existenz eines effizienten Preismechanismus. Der Definition
von Fama [58, 1970] folgend, werden im allgemeinen Marktpreise dann als effizient
bezeichnet, wenn sie die verfiigbare Information “vollstindig” reprasentieren, da
sie dann die Aufgabe der Aggregation der im Markt vorhandenen Information
vollstindig iibernehmen. Froot und Thaler [73, 1990, S. 181] schreiben:

“The debate about whether exchange rates are “correctly priced” is
particularly important (in comparison to similar debates about the
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pricing of other assets) since the exchange rate simultaneously affects
the prices of all foreign assets, goods, and factors of production.”

Waren Devisenmarkte ineffizient, konnte es demnach zu sehr grofBen Fehlallokatio-
nen kommen, da dann Entscheidungen im gesamten internationalen Handel sowohl
von Giitern und Dienstleistungen als auch von Finanzanlagen die vorhandenen In-
formationen unvollstindig beriicksichtigen wiirden. Wohlfahrtsverluste in grofier
Hohe wiren unvermeidlich, bzw. kénnten nur reduziert werden, wenn geeignete
internationale wirtschaftspolitische Mafinahmen getroffen werden wiirden. Da-
mit ist eine Analyse der Effizienz von Devisenmérkten von zentraler Bedeutung.
Die Frage der Effizienz von Devisenmérkten ist dabei nicht eingeschrankt auf
ein System flexibler Wechselkurse, sondern auch im Rahmen eines Systems fester
Wechselkurse giiltig. Sie hat sich aber in den beiden letzten Jahrzehnten aufgrund
der groBen Schwankungen der flexiblen Dollarwechselkurse verstarkt gestellt!.

Doch bereits bevor das Interesse an der Effizienz des Devisenmarktes derartig
anwuchs, war die Volkswirtschaftslehre daran interessiert, die Wechselkursbildung
theoretisch zu erkliren und die dabei relevanten Determinanten zu bestimmen.
Waihrend der Zeit fester Wechselkurse konzentrierte sich dabei das Interesse auf

1Ein sehr ausfiihrlicher Uberblick iiber Markteffizienz in Wechselkursen findet sich in Hodrick
[107, 1987]. Kiirzer ist der Uberblicksartikel von Boothe und Longworth [20, 1986]. Man beachte,
da in der Literatur Markteffizienz nicht immer einheitlich definiert wird. Vgl. dazu LeRoy
(128, 1989). In einem groBen Teil der Literatur iiber die Effizienz des Devisenmarktes wird die
Frage untersucht, inwieweit Terminkurse eine optimale Prognose des zukiinftigen Kassakurses
darstellen. Diese, im allgemeinen als “Unbiasedness Hypothesis” bezeichnete Hypothese wird in
den meisten Studien verworfen. Dazu zdhlen u.a. Bilson [13, 1981], Boothe und Longworth (20,
1986], Fama [59, 1984], Gaab (76, 1983), Hansen und Hodrick [95, 1980], [96, 1983], Hodrick und
Srivastava [108, 1986] und Mark [146, 1985]. Aus der Ablehnung der “Unbiasedness Hypothesis”
folgt allerdings nur dann Marktineffizienz, wenn keine Risikopramie existiert. Die Existenz einer
Risikopramie ist in der Literatur nicht unumstritten. Evidenz fiir eine zeitvariable Risikopramie
liefern Bomhoff und Koedijk [18, 1988], Canova und Ito [27, 1991], Giovannini und Jorion {79,
1987), [80, 1988], Korajczyk [124, 1985] und Mark (146, 1985].

Gegen die Existenz einer Risikopramie argumentiert Frankel [64, 1986] auf der Basis eines
statischen “Mean-Variance” Ansatzes, daB die Risikopramie viel zu klein ist, um die Verzerrung
des Terminkurses erkliren zu kénnen. Beziiglich eines Gegenarguments siehe Pagan [159, 1988].
Domowitz und Hakkio [49, 1985] lehnen die Hypothese einer variablen Risikopramie auf der
Grundlage eines ARCH-Models ab.

Alternative Erklirungen der Verzerrung der Terminkurse auf der Basis rationaler Erwartungen
umfassen u.a. Lernen (z.B. Lewis [132, 1989)], Stulz (181, 1987)), das “Peso” Problem (Krasker
[126, 1980)) oder die Antizipierung der Entwicklung des realen Wechselkurses (Levine [131,
1989)).

Hinweise auf das Vorliegen irrationaler Erwartungen und damit implizit auf Marktineffizienz
geben auf der Grundlage von Survey Daten Frankel und Froot [66, 1987} und MacDonald und
Torrance [139, 1990] oder auf der Basis von Filterregeln Naggl [157, 1990]. Als eine Erklarung
fiir Marktineffizienz schlagen Frankel und Froot (65, 1987] die simultane Existenz von Chartisten
und Fundamentalisten vor, die zum Entstehen von spekulativen Blasen fiihren kann. Froot und
Thaler [73, 1990] sehen in der langsamen Reaktion von Zentralbanken eine potentielle Ursache
fiir Marktineffizienz.
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die Bedeutung der Giitermirkte. Das Mundell-Fleming Modell? ist der beriithm-
teste Vertreter dieser Gattung. Der EinfluB der nationalen Geldmirkte steht im
Zentrum der monetiren Modelle, die den Wechselkurs als Ergebnis der Determi-
nanten der nationalen Geldnachfragen und der Geldangebotspolitik der nationalen
Zentralbanken interpretieren®.

Mit dem Vorherrschen flexibler Dollarwechselkurse seit dem Zusammenbruch
von Bretton Woods setzte sich mehr und mehr die Einsicht durch, daf§ der Wech-
selkurs hauptsichlich ein Finanzmarktpreis ist und deshalb wesentlich durch die
Ablaufe auf den internationalen Finanzmiérkten und nicht nur durch die Ereig-
nisse auf den nationalen Geldmirkten bestimmt wird. Diese Tatsache wird be-
eindruckend untermauert von dem durchschnittlichen Handelsvolumen (korrigiert
um Doppelbuchungen) des US-Dollars von ca. $ 430 Milliarden Mitte 1989 im
Vergleich zu dem durchschnittlichen tiglichen Handel von Giitern und Dienst-
leistungen in Héhe von $ 11 Milliarden Dollar (Froot und Thaler [73, 1990, S.
180]). Das Grundmodell dieser Art geht dabei auf Mussa [155, 1976] zuriick.
Er setzt dabei voraus, dafl der gegenwirtige Kassakurs zusitzlich zu gegenwirti-
gen exogenen Faktoren durch den erwarteten zukiinftigen Kassakurs beeinflufit
wird. Durch Eliminierung der endogenen Wechselkurserwartungen kann Mussa
(155, 1976] zeigen?, daB der gegenwirtige Kassakurs von Erwartungen hinsicht-
lich der Entwicklung der exogenen Faktoren iiber die gesamte Zukunft hinweg
determiniert wird. Modelle, die den Wechselkurs als Finanzmarktpreis auffassen,
basieren auf der Erweiterung der monetiren Modelle um Erwartungskomponenten
in der Geldnachfrage®, umfassen aber auch die Modellierung von Leistungsbilanz-
bewegungen oder auch des realen Wechselkurses®.

Nicht alle Modelle, die Erwartungen iiber die Wechselkursentwicklung beriick-
sichtigen, folgen dem Ansatz Mussas [155, 1976]. Dazu zahlen die portfoliotheore-
tischen Ansitze” oder die allgemeinen Gleichgewichtsmodelle mit zwei Lindern®.

2Vgl. hierzu den Uberblicksaufsatz von Frenkel und Razin [72, 1987].

3Einen Uberblick iiber monetire Wechselkursmodelle bieten Frenkel und Mussa [71, 1985).
Wegweisend fiir die Entwicklung des monetiren Ansatzes waren u.a. Bilson [14, 1978], Dornbusch
(50, 1976], Frankel [63, 1979], Frenkel [69, 1976] und Hooper und Morton [109, 1982].

Siehe Abschnitt 6.5 beziiglich einer formalen Ableitung. Weitere grundlegende Arbeiten
zum Finanzmarktansatz umfassen u.a. Frenkel [70, 1981], Frenkel und Mussa [68, 1980] oder
Mussa [156, 1982].

*Vgl. dazu z.B. Frenkel [67, 1986, S. $26].

®Vgl. hierzu z.B. den Uberblicksaufsatz von Frenkel und Mussa [71, 1985].

"Einen ausfiihrlichen Uberblick iiber portfoliotheoretische Ansitze bieten Branson und Hen-
derson [22, 1985] oder Adler und Dumas [2, 1983]. Details finden sich u.a. bei Dornbusch [51,
1982], Fama und Farber [61, 1979] oder Kouri [125, 1976]. Ein Mehrgiiter-Mehrlinder Modell
im Rahmen des Sharpe-Lintner Ansatzes entwickelt Black [15, 1990].

8Das Grundmodell dieser Modellklasse hat Lucas {138, 1982] in die Literatur eingefiihrt. Auf-
grund spezieller Annahmen beziiglich des zeitlichen Ablaufs in der Modellkonomie wirken sich
die Unsicherheit beziiglich des zukiinftigen Giiter- und Geldangebots nur auf Preise fiir Aktien
und Bonds aus, nicht jedoch auf den Kassakurs. Vgl. dazu Abschnitt 6.4. Svensson {182, 1985]
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Grundlegend fir alle diese Ansétze ist, daB Wechselkurse in hohem Mafle durch
Erwartungen und damit durch die diese Erwartungen beeinflussenden Neuigkeiten
bestimmt werden. Es wire deshalb eine Illusion zu erwarten, dal Wechselkursmo-
delle einen grofien Teil der beobachteten Wechselkursentwicklung erklaren kénn-
ten, solange nicht die dahinter verborgenen Erwartungsbildungsprozesse genauer
spezifiziert werden.

6.2 Empirische Wechselkursmodelle

Parallel zu der theoretisch orientierten Forschung, die die Suche nach tiberzeugen-
den theoretisch fundierten Modellen der Wechselkursbildung zum Ziel hat, hat sich
die empirisch orientierte Forschung entwickelt, deren Hauptziel es ist, moglichst
gute Modelle zur Beschreibung und vor allem zur Prognose von Wechselkursen zu
ermitteln, ohne notwendigerweise auf theoretisch gerechtfertigte Zusammenhange
zuriickgreifen zu miissen. Eine Beschrankung auf theoretisch fundierte Modelle
wiirde eine erfolgreiche Modellierung der Wechselkurse aus zwei Griinden unnétig
einschranken. Erstens erfordern einige theoretische Modelle Daten, die entweder
{iberhaupt nicht vorhanden oder von geringer Qualitat sind. Ein Beispiel dafiir
sind die Portfolioansitze, die z.B. in einigen Versionen die Kenntnis des Welt-
vermégens voraussetzen. Diese Grofie kann nur grob abgeschitzt werden und
stellt damit jede empirische Arbeit von vornherein auf eine unsichere Datenbasis.
Devisenmarktmodelle, die auf dem allgemeinen Gleichgewichtsansatz aufbauen,
sind dariiber hinaus so abstrakt, daf sie sich einer direkten empirischen Umset-
zung offenbar entziehen.

Zweitens wire es durch eine Beschrankung auf theoretisch fundierte Modelle
unmoglich, stochastische Strukturen zu modellieren und zu entdecken, fiir die es
gegenwirtig noch keine zufriedenstellende theoretische Erklarung gibt, die aber
fiir die zukiinftige theoretische Forschung entscheidende Anstofle geben konnten.
Ein Beispiel hierfiir sind die Ergebnisse der ARCH- und GARCH-Modelle, uni-
variater Zeitreihenmodelle mit bedingten variablen Varianzen, die die Existenz
einer zeitvariablen Risikoprimie auf dem Devisenmarkt vorschlagen® und zu ei-

hat diese Restriktion aufgehoben, so daB auch der Wechselkurs direkt von Erwartungen be-
stimmt wird. Weiterentwicklungen und Anwendungen des Lucas-Modells finden sich auflerdem
u.a. in Backus, Gregory und Telmer [8, 1990], Canova und Marrinan {28, 1990}, Cox, Ingersoll
und Ross [37, 1981}, Domowitz und Hakkio {49, 1985] und Hodrick und Srivastava (106, 1984},
(108, 1986). Eine Einfithrung in das Lucas-Modell gibt Hodrick [107, 1987]. Siehe Abschnitt 6.4
fiir eine ausgewiahlte Darstellung.

9Diebold [45, 1988] findet bei seiner Untersuchung von monatlichen und wéchentlichen
Verinderungen von Wechselkursen insbesondere in Wochendaten ARCH-Effekte. Dieses Er-
gebnis wird bestatigt mit verschiedenen ARCH- und GARCH-Modellen von u.a. Bollerslev (17,
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ner Vielzahl von Versuchen gefiihrt haben, theoretische Modelle zu entwickeln, die
zeitvariable Risikopramien erkliren konnen!®.

Auch das fraktional integrierte ARMA-Modell fillt in diese Kategorie, denn
waren 1966 die Spektraleigenschaften von Long Memory-Modellen bereits bekannt
gewesen'!, wire die von Granger [84, 1966] als typische Form der Spektraldichte
von Skonomischen Zeitreihen bezeichnete Spektraldichte sicherlich als Evidenz
fir Long Memory in ékonomischen Zeitreihen interpretiert worden. Die typische
Form der Spektraldichte ist dadurch gekennzeichnet, daB, auch nach einer Trend-
bereinigung von Preisreihen, die Spektraldichte solcher Variablen viel Masse nahe
dem Ursprung aufweist. Aufgrund dhnlicher Beobachtungen erértert Mandelbrot
(140, 1971] als erster (den von ihm entwickelten) fraktionalen Gaussprozef als
statistisches Modell zur Erfassung von Finanzmarktpreisen!?.

Doch aufgrund des Mangels an geeigneten statistischen Test- und Schitz-
verfahren — die traditionellen ARMA-Modelle sind, wie in den vorhergehenden
Kapiteln ausfihrlich dargelegt wurde, nicht in der Lage, Long Memory-Prozesse
adaquat zu erfassen — werden diese Hinweise auf Long Memory in Finanzmarkt-
preisen in der Literatur zunichst nicht weiter untersucht. Erst Booth, Kaen und
Koveos [19, 1982] greifen 1982 die R/S-Statistik wieder auf und untersuchen die
taglichen prozentualen Wechselkursinderungen der Dollarnotierungen des Briti-
schen Pfund, des Franzésischen Franc und der Deutschen Mark fiir den Zeitraum
vom 1. Juli 1965 bis 30. Juni 1971 und vom 1. Juli 1973 bis 30. Juni 1979. Sie
finden fiir die erste Periode Intermediate Memory und fiir die zweite Periode
Long Memory. Damit liefern sie fiir die Periode flexibler Wechselkurse die ersten
Hinweise auf Long Memory. Cheung [29, 1990] bestitigt unter Verwendung des
ARFIMA-Modells die Ergebnisse der fritheren Studie fiir einige wéchentliche Dol-
larwechselkursnotierungen und einen wesentlich lingeren Zeitraum vom 1. Januar
1974 bis 31. Dezember 1987.

Auch Liu und He [135, 1991] lehnen die Nullhypothese eines Random Walks
fir wéchentliche Anderungen des DM/US-Dollar, des Yen/US-Dollar und des

1990], Higgins und Bera [105, 1990] und Kugler und Lenz [?, 1993]. Hsieh [113, 1989] findet
starke Evidenz fir ARCH- und GARCH-Effekte in den tiglichen Verianderungen von Wechsel-
kursen. Kahler [119, 1990] bestitigt diese Ergebnisse fiir Wochen- und Tagesdaten. Hoher-
frequente Daten zeigen ebenfalls starke variable bedingte Varianzen (Baillie und Bollerslev [9,
1990]).

1%Giovannini und Jorion [81, 1989] weisen nach, daB mittels einer Version des Capital Asset
Pricing Modells die beobachtete bedingte Kovarianzstruktur nicht erklirt werden kann. Lewis
[133, 1988] zeigt, inwieweit Erwartungen beziiglich einer Politikinderung ex post zu einer varia-
blen bedingten Varianz fiihren konnen, die die Varianz in den Fundamentals iibertrifft. Manuelli
und Peck [145, 1990] leiten die Existenz von Volatilitit in einem allgemeinen Gleichgewichtsmo-
dell mit iiberlappenden Generationen ab.

'1Vgl. dazu in Unterabschnitt 3.1.2 Gleichung (3.23).

12vgl. dazu Unterabschnitt 3.1.3.
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BP/US-Dollar Kassakurses vom 7. August 1974 bis 29. Marz 1989 auf Basis des
Variance-Ratios Tests von Lo und MacKinlay {137, 1988] ab. Bemerkenswert am
Variance-Ratio Test ist, daB er auch bei Vorliegen von bedingter Heteroskedastie
anwendbar ist, so da die Ablehnung der Nullhypothese nicht auf ARCH- oder
GARCH-Effekte zuriickgefithrt werden kann. Eine Aufteilung der Gesamtperiode
in eine Periode vom 7. August 1974 bis 10. Oktober 1979 und eine Periode vom
11. Oktober 1979 bis 29. Marz 1989 dndert an der Ablehnung der Nullhypothese
cines Random Walks im grofien und ganzen nichts.

Gegen das Vorliegen von Autokorrelation in den wochentlichen Wechselkurs-
inderungen sprechen allerdings die Ergebnisse der normalen und der modifizierten
Box.-Pierce-Statistik, die Liu und He [135, 1991] ebenfalls auf den Gesamtzeitraum
anwenden. Fir tigliche Anderungen des BP /US-Dollar Wechselkurses kénnen
Gallant, Hsieh und Tauchen [77, 1991] keine Hinweise auf dessen Prognostizier-
barkeit finden. Dies gilt sowoh! fiir lineare wie nichtlineare Zeitreihenmodelle. Die
Autoren verwenden in ihrer Untersuchung semi-nonparametrische Methoden, die
ARCH- und GARCH-Spezifikationen als Spezialfall miteinschlieBen. Gaab (76,
1983] wendet die Box-Pierce-Statistik auf die taglichen Wechselkursinderungen
des DM/US-Dollar, DM/BP, DM/Holl.Gulden und DM/SFr Kassakurses fiir den
Zeitraum vom 2. Januar 1974 bis 13. Februar 1979 an. Zusatzlich untersucht
er verschiedene Teilperioden und Laglangen. Dabei ergibt sich jedoch in einigen
Fillen eine signifikante Ablehnung der Random Walk-Hypothese.

Wie lassen sich nun die Hinweise von Cheung [29, 1990] auf Long Memory
in den Devisenmirkten auf ihre Robustheit hin iiberpriifen? Drei Mafinahmen
sind hierfiir geeignet. Erstens muf untersucht werden, wie robust die Ergebnisse
:m Hinblick auf verschiedene Perioden und Wechselkurse sind. Dies ist ein zen-
trales Anliegen des anschlieBenden Kapitels 7. Zweitens muB getestet werden,
inwieweit die Ergebnisse robust beziglich der Annahmen sind, die beziiglich des
stochastischen Prozesses vorausgesetzt wurden. So erfordert gegenwartig jede
Maximum-Likelihood-Schatzung des ARFIMA-Modells konstante bedingte Vari-
anzen. Fiir hochfrequente Raten der Wechselkursveranderungen deutet die empi-
rische Evidenz darauf hin, daB diese Annahme nicht erfiillt ist!3. Inwieweit diese
Verletzung der Annahmen zu einer Verzerrung der Schitzergebnisse fihrt, kann
im Augenblick noch nicht beurteilt werden, da es gegenwartig kein Schatzverfah-
ren gibt, das die Schatzung von Long Memory kombiniert mit variablen bedingten
Varianzen bei Vorliegen von einigen Tausend Beobachtungen erlaubt!*.

Drittens sind sogenannte Out-of-Sample-Prognosen von Wechselkursen vorz-

13ygl. dazu die in FuBinote 9 zitierte Literatur.

14Robinson [169, 1991] entwickelt Testverfahren, um auf simultanes Vorliegen von Long Me-
mory und bedingter Heteroskedastie zu testen. Whistler [186, 1990] hat dieses Verfahren auf
hochfrequente Wechselkurse angewendet (zitiert nach Robinson [169, 1991]). Allerdings ist da-
mit noch keine simultane Schitzung von spezifischen Formen beider Eigenschaften moglich.
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unehmen. Dies sind Prognosen von auBerhalb des Schitzzeitraums liegenden Wer-
ten. Sie bilden den zweiten zentralen Bestandteil des anschlieBenden Kapitels 7.
Die Uberpriifung der Out-of-sample-Prognoseeigenschaften stellt dabei den hirte-
sten Test von empirischen Wechselkursmodellen dar. In zwei aufsehenerregenden
Studien haben 1983 Meese und Rogoff [149, 1983], [151, 1983] festgestellt, daB bei
einem Vergleich von theoretisch fundierten Wechselkursmodellen und reinen Zejt-
reihenmodellen das Random Walk-Modell ohne Drift die besten Prognoseeigen-
schaften aufweist. Dieses Ergebnis erscheint robust im Hinblick auf die Beriick-
sichtigung verschiedener Modellspezifikationen und Perioden!®. So schrieb Mussa
bereits 1979 (154, S. 50] (zitiert nach Kahler [119, 1990, S. 1])

“A model that was able to explain more than 50 percent of quarter-
to-quarter changes in exchange rates should either be rejected on the
grounds that it is too good or should be reported to the Vatican as a
miracle justifying the canonization of a new saint.”

Einige Autoren konnten jedoch teilweise bessere Prognoseergebnisse erzielen. Z.B.
iibertrafen Engel und Hamilton [54, 1990] fiir Quartalsdaten mit ihren Prognosen
auf der Basis eines Markov-Switching-Modells die Prognosequalitit des Random
Walks mit Drift. Dieses Modell zeichnet sich dadurch aus, dafl es “Mean Rever-
sion” zulaBt, ein Phinomen, das im Rahmen der Literatur iiber Aktienrenditen
diskutiert wird'®. Das Markov-Switching-Modell erlaubt die simultane Schatzung
von zwei autoregressiven Prozessen, die unterschiedliche Regime erfassen, wobei
zwischen den Regimen eine endogen bestimmte Ubergangswahrscheinlichkeit be-
steht. Bei Engel und Hamilton [54, 1990] unterscheiden sich die Mittelwerte der
beiden stochastischen Prozesse zur Erfassung der prozentualen Wechselkursinde-
rungen im Vorzeichen. Es stellt sich hier die Frage, ob die Ergebnisse von Engel
und Hamilton in der Tat die Wechselkursentwicklung sinnvoll beschreiben, oder
eher die Folge irregularer Zyklen darstellen, einem charakteristischen Phinomen
von Long Memory Prozessen. Es ist also interessant, herauszufinden, wie sich
das ARFIMA-Modell auch fiir Vierteljahresdaten zur Prognose eignet. Damit
ist zunéchst eine eingehendere Studie der Long Memory-Eigenschaften der Raten
der Wechselkursverinderungen aus rein statistischer Sicht begriindet. Sie erfolgt
in Kapitel 7. Dabei wird die bereits vorhandene Evidenz von Long Memory in
Wechselkursen qualifiziert und erginzt.

'5Vgl. dazu Meese [150, 1990, S. 124-26] und die darin angegebene Literatur oder Meese und
Rogoff [152, 1988]. Fuhrer und Weiller [74, 1991] zeigen allerdings, da8 die SchluBfolgerung
von Meese und Rogoff nicht langer giiltig bleibt, wenn im Rahmen eines Bayesschen Ansatzes
mehrere Modelle gleichzeitig zur Prognose herangezogen werden und die Kovarianzstruktur der
Jeweiligen Modellprognosen ausgenutzt wird.

18Vgl. zu dieser Diskussion Fama und French (57, 1988], Kim, Nelson und Startz [121, 1991},
McQueen und Thorley [148, 1991], Poterba und Summers (164, 1988]. Ein Uberblick iiber die
Mean-Reversion Diskussion findet sich in LeRoy [128, 1989}, der eine iibersichtliche Zusammen-
fassung iiber das Thema effizienter Kapitalmirkte geschrieben hat.
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6.3 Effizienz, Spekulation und Long Memory

Die bisherigen Hinweise auf das Vorliegen von Long Memory in den Verande-
rungen von Wechselkursen rechtfertigen nicht nur eine eingehendere statistische
Untersuchung, sondern sie verlangen auch nach einer 6konomischen Erklarung von
Long Memory in den Wechselkursen wie auch eine Erérterung, welche SchluBifol-
gerungen man aus der Evidenz von Long Memory auf den Devisenmairkten fiir die
5konomische Theorie ziehen kann. Von besonderem Interesse waren beziiglich des
letzten Punktes Aussagen iiber das Vorliegen von Markteffizienz oder -ineffizienz
auf dem Devisenmarkt. Das allerdings ist mit reinen Zeitreihenmodellen wie z.B.
mit ARFIMA-Modellen nicht méglich. Der Grund hierfiir ist, daB die Hypothese
von Markteffizienz nur gemeinsam mit einem 6konomischen Gleichgewichtsmo-
dell, also z.B. einem Finanzmarktpreismodell getestet werden kann (Fama [60,
1991)). Ein derartiges Modell muB u.a. festlegen, welche Informationen die einzel-
nen Marktteilnehmer zur Prognose von Preisen und Ertrigen haben, wie sie diese
Information zur Festlegung ihrer Kauf- und Verkaufswiinsche verwenden und wie
sich letztlich ein marktraumender (Gleichgewichts-)preisvektor ergibt. Erst dann
1aBt sich testen, inwieweit die Gleichgewichtspreise die individuelle Information
"vollstindig* wiederspiegeln (Fama [58, 1970]). All dies kann jedoch ein rei-
nes Zeitreihenmodell, wie z.B. auch das ARFIMA-Modell, nicht leisten. Deshalb
kénnen auch damit keine Aussagen hinsichtlich Markteffizienz getroffen werden.

Im Gegensatz dazu lassen sich jedoch die alternativen Skonomischen Erkla-
rungsansitze auf die Vereinbarkeit mit Markteffizienz hin iiberpriifen. Welche
Erklarungen gibt es nun fiir das Vorliegen von Long Memory in Wechselkursen?
Im wesentlichen sind bisher in der Literatur zwei Ursachen diskutiert worden. Sie
gehen beide auf Cheung [29, 1990, S. 45] zuriick. Die erste Erklarung basiert
auf dem Prognoseverhalten der Marktteilnehmer und wird im folgenden kritisch
beleuchtet. In den anschlieBenden Abschnitten 6.4 und 6.5 wird dann ein alter-
nativer Ansatz diskutiert, gemB dessen sich Long Memory in den Wechselkursen
aus der Ubertragung von anderen Markten ergibt, die ihrerseits Long Memory
aufweisen.

Beziiglich des erstgenannten Erklarungsansatz postuliert Cheung [29, 1990,
S. 45), ohne dies jedoch im Detail auszufiihren, daB sich Long Memory in der
Zeitreihe der Wechselkursinderungen ergibt, wenn ein reprasentativer Spekulant
seine Anlageentscheidung auf einen einfachen ARMA-Prozess stiitzt. Unter die-
ser Annahme, so Cheung la8t sich das Aggregationstheorem von Granger (85,
1980] anwenden, das zusammen mit den Marktraumungsbedingungen fraktional
integrierte Wechselkursinderungen produzieren kann. Granger zeigt in diesem
Aufsatz, daB viele Einzelentscheidungen, die auf AR(1)-Prozessen basieren, in der
aggregierten Zeitreihe einem fraktional integrierten Proze8 folgen, wenn die oy
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Parameter der Wirtschaftssubjekte einer Betaverteilung unterliegen!”.

Diese Erklarung impliziert jedoch automatisch Marktineffizienz. Darauf wur-
de bisher in der Literatur nicht hingewiesen. Der Grund fiir Marktineffizienz ist
die unvollstindige Informationsverarbeitung auf seiten der Spekulanten, da diese,
obwohl bekannt ist, da die Zeitreihe der Wechselkursinderungen fraktional inte-
griert ist, ihre eigenen Prognosen mit einem einfachen ARMA-Modell ausfiihren.
Das heifit, daff die Spekulanten lediglich die Information von max(p, ¢) vergange-
nen Perioden in ihren Prognosen beriicksichtigen und damit die Information von
weiter zuriickliegenden Perioden ignorieren. Da jedoch die Wechselkursinderun-
gen tatsachlich fraktional integriert sind, fiihrt die Vernachlassigung der Informa-
tion von weiter zuriickliegenden Perioden zu systematisch verzerrten Prognosen.
Es wire damit fiir einen risikoneutralen Spekulanten, der die gesamte Vergan-
genheit in seinen Prognosen beriicksichtigt, méglich, im Durchschnitt Gewinne
zu erzielen. Dies ist aber mit Markteffizienz nicht vereinbar. Zwei Modelle, die
hingegen mit Markteffizienz vereinbar sind, werden in den beiden folgenden Ab-
schnitten abgeleitet.

6.4 I"Jbertragung von Long Memory aus dem

Geldmarkt in einer Lucas-Welt

Dieser Abschnitt dient der Analyse der zweiten Hypothese Cheungs [29, 1990,
S. 45], gemaB der sich Long Memory auf dem Devisenmarkt durch ﬁbertragung
aus anderen Mirkten ergibt, die ihererseits Long Memory aufweisen. Aufbauend
auf neueren Studien von Diebold und Rudebusch ([46, 1989], [47, 1990]) sowie
Haubrich [101, 1989] bezeichnet es Cheung als wahrscheinlich, daB die makroko-
nomischen Zeitreihen Produktion und Konsum Long Memory aufweisen, d.h. die
Giitermérkte durch Long Memory gekennzeichnet sind. In diesem Fall wiirde
sich Long Memory im Devisenmarkt auf Long Memory in den “Fundamentals”
zuriickfithren lassen.

Allerdings findet sich in Literatur bisher keine formalen Darstellung dieses
Erklarungsansatzes. In den folgenden zwei Abschnitten werden deshalb zwei For-

YGranger [85, 1980] verwendet eine Modifikation der Betaverteilung. Die einfache Betaver-
teilung mit den Parametern a und 8 (DeGroot [41, 1989, S. 294]) lautet:

F(a4B) a-1(7 _ .\A-1 Us 0 1
- 7 (1-2)P7, falls 0<z<],
= { 0 sonst.
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malisierungen dieser Hypothese unter jeweils unterschiedlichen Annahmen abge-
leitet. In diesem Abschnitt geschieht dies im Rahmen einer Modelldkonomie,
die eine Modifikation des Lucas-Modells [138, 1982] darstellt. Um das Modell
nicht zu komplex werden zu lassen, erfordert die explizite Beriicksichtigung der
Erwartungsnutzenmaximierung im Lucas-Modell allerdings eine Einschrankung.
Der Wechselkurs selbst ist im Gegensatz zu den Aktien- und Wertpapierprei-
sen unabhingig von erwarteten zukiinftigen GroBen. Inwieweit auch bei direkter
Beriicksichtigung von Erwartungskomponenten im Wechselkurs Long Memory aus
anderen Mirkten auf den Devisenmarkt iibertragen werden kann, wird im Rahmen
des “Asset Market Approach” im anschlieBenden Abschnitt 6.5 formal untersucht.

Das Lucas-Modell ist ein stark abstrahiertes dynamisches allgemeines Gleich-
gewichtsmodell fiir zwei Lander 1 und 2 und zwei Giiter X und Y. Es wird haufig
auch als Cash-in-advance Modell bezeichnet. Die Giiter sind nicht lagerbar. Die
risikoaversen Wirtschaftssubjekte in beiden Lindern haben identische Praferen-
zen, die durch eine in der Zeit additive Nutzenfunktion beschrieben werden'®

Eo [}i ﬂtU(X,-t,Y,.,)} , (61)

t=0

wobei X;; und Y;; den Konsum von Gut X und Y des reprisentativen Konsumen-
ten im Land i in Periode ¢ angeben. Die Funktion U ist beschrankt, stetig diffe-
renzierbar, in beiden Argumenten streng monoton steigend und streng konkav. In
jeder Periode erhalten dabei die Konsumenten aus Land Eins 2X, Einheiten von
Gut X und die Konsumenten von Land Zwei 2Y; Einheiten von Gut Y. Das Gut
des Auslandes kann dabei nur in der jeweiligen Landeswahrung gekauft werden.

Die Stochastik fithrt Lucas auf zwei Ebenen ein. Zum einen nimmt Lucas
an, daB das gegenwirtige Giiterangebot einem bivariaten stochastischen ProzeB
{X.,Y;} folgt, und zum anderen postuliert er ein stochastisches Geldangebot.
Eine vollstandige Diversifizierung der damit verbundenen Konsumrisiken ist auf
den Wertpapiermarkten dieser Modellokonomie mdglich, die im Sinne von Arrow
[7, 1964] und Debreu [40, 1959] vollstandig sind. Der Besitz eines Wertpapiers
sichert dessen Eigentiimer eine unendlich lange Versorgung mit einem Gut (in
einer Okonomie ohne Geld) oder dem daraus resultierenden Einnahmenstrom (in
einer Okonomie mit Geld).

Lucas’ Ziel ist die Ableitung der Preise dieser Wertpapiere unter den An-
nahmen der rationalen Erwartungsbildung bei Kenntnis der stochastischen Ei-
genschaften des Giiter- und Geldangebots. In diesem Abschnitt hingegen steht
die Ableitung des stochastischen Prozesses des Kassakurses im Vordergrund fiar
den Fall, daB Giiter- und Geldangebot einem fraktional integrierten Prozef folgen.

18Dje Darstellung des Lucas-Modells ohne die hier vorgenommenen spezifischen Erweiterungen
lehnt sich an Hodrick [107, 1987, S. 7] an.
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Deshalb ist es nicht sinnvoll, Lucas [138, 1982] zu folgen und sowohl gegenwartiges
Giiter- als auch gegenwartiges Geldangebot als (eindeutige) stationire Markovpro-
zesse zu modellieren'®. Hier hingegen wird angenommen, da8 die vier stochasti-
schen Prozesse fiir {X.}, {V:}, {M1,} und {Mz} unabhingig und jeweils bedingt
lognormalverteilt sind?®, um negative Giiterausstattungen auszuschlieBen. Die
logarithmierten Gré8en, die in Kleinbuchstaben notiert sind, sind dabei jeweils
fraktional integriert vom Grad [/ (d;), wobei d; nicht auf den Stationarititsbereich
d < 0,5 beschrankt sein muf§

z; ~ N(Ei[zs},Vary) und =z, ~ I(d;) (6.2)
yo ~ N(Ei[y),Vary,) und y, ~ I(d,) (6.3)
mi ~ N(Eiy[mi],Varmy,) und my ~ I(dm) (6.4)
my ~ N(Ei_i[ma],Varny) und my ~ I(dn2). (6.5)

Um diese Darstellung nicht uniibersichtlich werden zu lassen, werden hier die
Annahmen von Lucas beziiglich des zeitlichen Ablaufs des Handels in dieser Oko-
nomie iibernommen. Zu Beginn der Periode t erfahren die Wirtschaftssubjekte
in beiden Landern zunéchst die Realisation ihrer jeweiligen Giiterausstattung X,
bzw. Y; und das Volumen des Geldangebots beider Wahrungen M;, und M,,.
Daraufhin eréffnet der Geld- und Wertpapiermarkt. Nach dessen Schlieflung fin-
det dann der Handel mit Giitern statt. Aus diesen Annahmen folgt, dafB die
Wirtschaftssubjekte gerade soviel Geld nachfragen, wie sie zur Ausfihrung ihrer
Transaktionen auf dem Giitermarkt bendtigen, da sowohl der Bestand an Giitern
wie an Geld bekannt ist.

Damit wird deutlich, daB auf diese Weise ausschlieBlich die Rechnungsmittel-
und Transaktionsfunktion des Geldes modelliert, die Wertaufbewahrungsfunktion
dagegen vernachlassigt wird. Die Vernachlissigung der Wertaufbewahrungsfunk-
tion impliziert, da die Bildung des nominalen gegenwartigen Wechselkurses in
dieser Modellokonomie ohne eine in die Zukunft schauende Komponente erfolgt.
In die Bildung des gegenwirtigen Kassakurses gehen damit keine Erwartungen
ein. Es ist klar, daB in diesem Modell deshalb der Wechselkurs nicht den Charak-
ter eines Vermogenswertes hat und damit eine wesentliche Erkenntnis der neueren

"9Lucas setzt fiir den Giitermarkt voraus, daf das gegenwirtige Giiterangebot der Ver-
teilungsfunktion F (X1, Y31 X¢o1, Yeoy) folgt. Auf der nominalen Ebene postuliert Lu-
cas, dafi die beiden nationalen Wihrungen ebenfalls einem stationiren Markovproze§
K[w,“]w,,F(X,+1,Y,+1|X;,X,)] folgen, wobei der Vektor w; = (wor, wy;) die Wachstumsra-
ten der nationalen Geldmengen zwischen Periode ¢ — 1 und ¢ bezeichnet.

*Diese Annahme wird bereits von Hodrick und Srivastava {108, 1986] in einer “Beispielsko-
nomie” verwendet. Canova und Marrinan [28, 1990} verwenden autoregressive Prozesse erster
Ordnung mit bedingter Heteroskedastie, um einen stochastischen ProzeB des Kassakurses zu
erzeugen, der die beobachteten Wechselkurse adiquat beschreibt. Sie beriicksichtigen in ihrem
Modell auBlerdem staatliche Sektoren, die jeweils in der Landeswahrung festverzinsliche Wert-
papiere anbieten.
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Wechselkurstheorie nicht beachtet wird. Fiir die folgende Argumentation ist diese
Vereinfachung jedoch tolerierbar und wird bei der Interpretation der Ergebnisse
beriicksichtigt. Ein komplizierteres Modell mit der Wertaufbewahrungsfunktion
des Geldes hat z.B. Svensson [182, 1985] entwickelt.

Wie lautet nun der gegenwirtige und erwartete zukiinftige Kassakurs? Die
Risikoaversion der Wirtschaftssubjekte fithrt aufgrund der vollstindigen Wertpa-
piermirkte zu einem vollstandigen Risikopooling, so dafl die Wirtschaftssubjekte
in beiden Lindern jeweils die Halfte der jeweiligen Giiterausstattung konsumie-
ren. Deshalb ergibt sich der relative Giiterpreis PY von Gut Y in Einheiten des
Gutes X durch

sz = UYt/UXt» (6-6)
wobei Uy, = 0U(Xi,Y)/0Y: und Ux, = OU(Xi,Yi)/0Xs die Grenznutzen
beziiglich des jeweiligen Gutes bezeichnen. Die jeweilige Kaufkraft 7y, und m
der nationalen Wahrungen ist festgelegt durch

Tt = 2Xt/A/11t ot =— 2}/¢/M2; (67)

Da in diesem einfachen Modell Arbitrage die Kaufkraftparitat des Wechselkurses
garantiert, gilt fiir den gegenwértigen Kassakurs

T2t __ Uy:M:Ys

S, =Py 2 =t
‘ ! Tt UXtM2tXt

(6.8)

der, wie bereits angesprochen, keine Erwartungskomponenten enthalt. Der erwar-
tete Kassakurs fiir k Perioden in der Zukunft bestimmt sich dann durch

Uy s+ M1 g4 Yisk
E(Sius] = E PY"Jﬁi]zE[ Atk L, . 6.9
o Ser] t[ ALE | Ux sk Ma ik Xewk (6.9)

Um in dem von Lucas [138, 1982] entwickelten Modellrahmen die Ubertragung der
stochastischen Eigenschaften der Giiter- und Geldmarkte auf den Devisenmarkt
studieren zu konnen, ist es hilfreich, die Nutzenfunktion zu konkretisieren, um so
in der Terminologie von Hodrick und Srivastava [108, 1986] eine “Beispielokono-
mie” zu erhalten. Es sei also angenommen, dafl die Individuen sich gema8 einer
CES-Nutzenfunktion mit den Parametern «, 3 und p

U(Xi, Yae) = [aX5 + BYZ) (6.10)

verhalten. Dies vereinfacht Gleichung (6.8) zu

My (Y’
= = - A1
5 aMs: (Xt) (6.11)

Man beachte, daB fir p = 0 die Giiterausstattungen dberhaupt keinen Einfluf§
auf den Wechselkurs haben und somit der Wechselkurs ausschlieflich auf dem
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Geldmarkt bestimmt wird?!. Dies ist der Cobb-Douglas Fall mit einer Substitu-
tionselastizitat zwischen beiden Giitern von -1.

Wird weiter beriicksichtigt, dafl alle Zufallsvariablen lognormalverteilt ((6.2)
bis (6.5)) sind, 1aBt sich Gleichung (6.11) mit s, = In S, weiter zu

ss=Inf—Ina+my —my + py, — pxy (6.12)
vereinfachen.

Unter Anwendung der Algebra des Integrationsgrads?? erhalt man fiir den
Integrationsgrad I(d,) von s,

1(d,) = I(max(dmi, ds, dy, d)) (6.14)

Aus Gleichung (6.14) wird ersichtlich, da8 I(d,) dem Integrationsgrad entspricht,
der von den vier Prozessen, die die einzelnen Giiter- und Geldmairkte charakte-
risieren, am gréBten ist. Daraus folgt, daB der stochastische ProzeB des Kassa-
kurses fraktional integriert ist, wenn dies auch fiir den stochastischen Proze mit
dem gréften Integrationsgrad max(dpmy, dpm2, dy,d.) gilt. Liegt dariiber hinaus der
Cobb-Douglas-Fall mit p = 0 vor, wird der Integrationsgrad des Wechselkurses
nach (6.12) und (6.14) ausschlieBlich auf den beiden Geldmarkten bestimmt.

Gleichung (6.14) gilt allerdings nur, wenn die vier stochastischen Prozesse
beziiglich des Geld- und Giiterangebots in den jeweiligen Lindern stochstisch
unabhéngig sind. Gibt man diese Annahme auf, so ist fraktionale Kointegration
moglich®. Fiir Gleichung (6.14) ergibt sich dann

I(d,) < I(max(dpmy,dme, dy,d,)), (6.16)

*IDieser Spezialfall wird von Hodrick und Srivastava [108, 1986] verwendet, um die negative
Korrelation zwischen der Risikoprimie und der erwarteten Wechselkursanderung zu erkliren,
die erstmals von Fama [59, 1984] ckonometrisch festgestellt wurde.

*2Nach Granger [85, 1980] gilt fiir zwei stochastisch unabhéngige Prozesse z; ~ I(d;) und
z2 ~ I(dz), daB deren Summe % = z, + z, einen Integrationsgrad I(max(d;, d3)) besitzt. Wird
eine der beiden stochastischen Prozesse z, oder z, mit ~1 multipliziert und wiederum die
Summe gebildet, bleibt der Integrationsgrad von z unverdndert, so daB auch fiir

I=z-1 (6.13)

gilt: I(dz) = I{max(d,, d3)).
23Man sagt, daf zwei stochastische Prozesse =1 und z7 mit Integrationsgraden I(d;) und I (d2)
fraktional kointegriert sind, wenn eine Linearkombination = z, + bz, existiert, welche einen
(fraktionalen) Integrationsgrad aufweist, der kleiner ist als die Integrationsgrade von z, und z,,
d.h.
1(dz) < max(I(d:), I(dz)) (6.15)

gilt.
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wobei im Falle fraktionaler Kointegration das strenge Ungleichheitszeichen “<”
gilt.

Damit ist gezeigt, daB unter den getroffenen Annahmen eine Ubertragung
von Long Memory aus anderen Markten auf den Devisenmarkt moglich ist, wo-
bei aufgrund der Modellkonstruktion auch alle Markte effizient sind. Ist die-
ses Modell auch empirisch relevant? Aus Ungleichung (6.16) folgt, daB dieses
Modell verworfen werden mu$, wenn in empirischen Untersuchungen I(d,) >
I(max(dm1, dm2,dy,dz)) beobachtet wird. Fiir Wochendaten verschiedener Dol-
larwechselkurse erhilt Cheung (29, 1990, S. 52-54, Table 3.5] fiir den Zeitraum 1.
Januar 1974 bis 31. Dezember 1987 Maximum-Likelihood-Schatzungen des Long
Memory-Parameters fiir die Deutsche Mark, den Japanischen Yen und das Briti-
sche Pfund im Bereich von 1,03 bis 1,13. Lediglich der Franzosische Franc fallt
mit Schitzungen je nach Methode zwischen 1,31 bis 1,47 aus dem Rahmen. Er-
ste Untersuchungen der amerikanischen Geldmenge M1, M2 und M3 deuten an,
daB der Integrationsgrad fiir den amerikanischen Geldmarkt grofler ist als der
Integrationsgrad dieser Dollarwechselkurse mit Ausnahme des Dollarkurses fiir
den Franzosischen Franc. So erhalt Porter-Hudak [163, 1990] mit einem fir sai-
sonales fraktionales Rauschen erweiterten Geweke/ Porter-Hudak- Verfahren®* fiir
monatliche Daten des Zeitraums 1959 bis 1986 Schitzungen fiir den Integrations-
grad d im Bereich von 1,4 bis 1,6. Dies kann als vorlaufige Evidenz fiir diesen
Erklirungsansatz interpretiert werden. Eine fundierte Uberpriifung des vorge-
schlagenen Erklarungsansatzes steht jedoch noch aus. Dafiir ist es unter anderem
notwendig, das Verhalten von Long Memory-Prozessen bei temporaler Aggrega-
tion zu analysieren, da die einzelnen Zeitreihen in unterschiedlichen Beobachtungs-
frequenzen vorliegen. Dies ist jedoch in der Literatur bisher noch nicht geschehen
und iibersteigt den Rahmen dieser Arbeit.

Akzeptiert man zunichst einmal die vorliegende Evidenz, so ergibt sich aus
den bisher erfolgten Untersuchungen des Integrationsgrades auf dem amerikani-
schen Giitermarkt im Zusammenhang mit diesem Modell eine weitere Schlufifol-
gerung. Je nach Periodizitat der Daten (vgl. Cheung und Lai (32, 1992], Sowell
(179, 1992] und Diebold und Rudebusch (46, 1989]) schwanken die Schétzungen fir
den Integrationsgrad des amerikanischen Bruttosozialprodukts zwischen 0,45 und

24Ppgrter-Hudak [163, 1990] modelliert saisonales fraktionales Rauschen, indem sie eine un-
endliche Spektraldichte nicht nur an der Frequenz Null, sondern auch an positiven Frequenzen
erlaubt. Sie leitet dabei die Geweke/Port.er-Hudak-Periodogrammregr&sion an den Fourierfre-
quenzen w; aus folgender Spektraldichte

F(we) = farmalws)(4sin®(sw/2))7 (6.17)
ab. Bei Wahl einer ganzzahligen Zahl s groBer Eins ist die Spektraldichte (6.17) nicht nur an der
Frequenz Null, sondern auch an allen saisonalen Frequenzen w; = 2% fraktional integriert vom

Grade d. Fiir s = 1 erhilt man gerade wieder das in Abschnitt 4.1 cfargestellte Geweke/Porter-
Hudak-Verfahren.
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0,8. Fiir die Bundesrepublik Deutschland kénnen Cheung und Lai [32, 1992] die
Hypothese eines Random Walks nicht ablehnen. Daraus 1a8t sich die SchluBfolge-
rung ziehen, dal Long Memory auf dem Devisenmarkt nur aus den Geldmarkten,
nicht jedoch aus den Giitermirkten iibertragen wird. Diese SchluBfolgerung qua-
lifiziert die Vermutung Cheungs [29, 1990, S. 45, wonach Long Memory in den
Devisenmarkten die Existenz von Long Memory in den Giitermirkten reflektiert.

Damit ist anhand einer sehr abstrakten Modellskonomije auf Basis des Lucas-
Modells [138, 1982] gezeigt worden, daB stochastische Eigenschaften, die die Geld-
oder Giitermarkte charakterisieren, auf den Devisenmarkt iibertragen werden
kénnen. Dabei blieben jedoch die Erwartungen beziiglich der Wertaufbewah-
rungsfunktion von Geld unberiicksichtigt. Inwieweit diese eine Rolle spielen, kann
im Rahmen dieses Modells nicht geklart werden, da diese Geldfunktion nicht
modelliert wurde und somit der Wechselkurs selbst kein Finanzmarktpreis mit
den entsprechenden Eigenschaften ist. Die Bildung des Wechselkurses im Lucas-
Modell dhnelt in diesem Sinne eher den rein monetaren Modellen, unterscheidet
sich aber von diesen durch die explizite Modellierung eines allgemeinen Gleich-
gewichts unter Unsicherheit®. Aufgrund der spezifischen Modellannahmen wirkt
sich die Unsicherheit jedoch ausschlieBlich auf die Preissetzung der Aktien aus, da
Geld aufgrund der nicht modellierten Wertaufbewahrungsfunktion kein addquates
Substitut im Portfolio der Wirtschaftssubjekte darstellt.

6.5 Long Memory und der Finanzmarktansatz

Eine Ubertragung von Long Memory aus anderen Mirkten ergibt sich auch, wenn
im Rahmen des Finanzmarktansatzes der Wechselkurs entscheidend durch Erwar-
tungen hinsichtlich zukiinftiger Einflufaktoren geprigt wird”®. Ein geeignetes
Modell, um dies zu zeigen, stellt Levich (130, 1985] in seinem Uberblick iiber em-
pirische Wechselkursmodelle dar. Durch Beriicksichtigung der ungedeckten Zins-
paritét fiihrt Levich [130, 1985 in ein einfaches monetires Modell Erwartungs-
komponenten ein. Beziiglich der 5konomischen Variablen, die das Geschehen auf
den anderen Mairkten determinieren, wird in Anlehnung an die Modifikation des
Lucas-Modells angenommen, da8 diese fraktional differenziertem Rauschen ent-
sprechen.

Die Komponenten des monetiren Modells sind im einzelnen zwei identisch pa-

Vgl dazu Jedoch Frenkel [67, 1986), in dessen Definition von monetiren Modellen auch
Modelle mit Erwartungskomponenten in der Geldnachfrage eingehen.

*Beziiglich der grundlegenden Literatur iiber den Finanzmarktansatz zur Modellierung von
Wechselkursen siehe Abschnitt 6.1, insbesondere FuBnote 4.
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rametrisierte Geldnachfragefunktionen und die Annahme der Kaufkraftparitat®’.
Die Darstellung des Modells erfolgt dabei direkt in logarithmierten Grofen, die
wiederum in Kleinbuchstaben angegeben sind. Die realen Geldnachfragefunktio-
nen in Land 1 und 2 sind durch

mu—pi = ki + 0y — Kl (6.18)
Mot — par = koo + Y2t — Kize (6.19)

gegeben, wobei 7 die Einkommenselastizitit der realen Geldnachfrage und « die
Zinssemielastizitit der realen Geldnachfrage bezeichnen®. Weiter bezeichnet je-
weils zum Zeitpunkt t im i-ten Land m;, die jeweilige logarithmierte Geldmenge,
pit das logarithmierte Preisniveau, it das logarithmierte Realeinkommen und 7;
den jeweiligen Nominalzinssatz. ki faBt alle weiteren Faktoren zusammen. Die
Kaufkraftparitat ist durch

St = P1t — Pat (6.20)

definiert. Damit ergibt sich fiir den Wechselkurs im Rahmen des monetiren Mo-

dells
s¢ = (mar — mae) + n(yae — y1o) + (kae — k) + k(11 — t2e)- (6.21)

Wird nun die ungedeckte Zinsparitat
ive — izt = Eilses1] — st (6.22)
eingefiihrt und zur Vereinfachung der Schreibweise
2o = (mae — mae) + nyae — Y2e) + (koe — kur) (6.23)
definiert, gilt fiir den Wechselkurs nunmehr
st = z¢ + K(Ee[se41) — 5t), (6.24)

bzw. indem nach dem gegenwirtigen logarithmierten Wechselkurs aufgelost wird

K

+

= mzt 1 T KEi[sH'l]' (625)

St
Nach Gleichung (6.25), die das zentrale Element des Finanzmarktansatzes zur Be-
stimmung der Wechselkurse darstellt, wird der gegenwartige logarithmierte Wech-
selkurs durch die gegenwartigen dkonomischen Faktoren 2; aus (6.23) und dem er-
warteten logarithmierten Wechselkurs der nichsten Periode bestimmt. Gleichung
(6.24) zeigt auflerdem, dafl der erwartete Wechselkurs fiir die Periode t + k immer
vom erwarteten Wechselkurs fiir den Zeitpunkt t + k + 1 abhédngt. Dies gilt fiar

2"Die Struktur des monetiren Modells entspricht vollig Levich {130, 1985, S. 1008-9).

28, wird als Zinssemielastizitit bezeichnet, da die Zinssiatze i, 1 = 1,2 in den Gleichungen
nicht logarithmiert sind und deshalb die herkémmliche Definition des Elastizitatsbegriffs nicht
anwendbar ist.
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alle k, so daf durch wiederholte Vorwirtsiterationen die Hohe des gegenwartigen

Wechselkurses .
1 b K
:l+n§:(l+n) Ei[ze4s) (6.26)

k=0

St

durch die fiir die gesamte Zukunft erwarteten 6konomischen GréSen Eilzii], k=
1,2,... bestimmt wird?®,

Es wird schlieflich angenommen, daB die Verdnderung der exogenen 8ko-
nomischen Faktoren Az, die gemaB (6.23) die anderen Markte charakterisiert,
fraktional differenziertem Rauschen3°

(1- B)*Az =, -0,5<d<0,5 (6.27)

entspricht. Das heiit, daB§ die Linearkombination (6.23) der einzelnen stochasti-
schen Prozesse auf den Geld- und Giitermarkten selbst fraktional integriert ist
und aufgrund Beziehung (6.16) auf mindestens einem Markt derselbe oder ein
hoherer Integrationsgrad vorliegen muf

I(dz) S [(max(dml» dm2, dyls dy2))-

Das Ungleichheitszeichen erméglicht dabei die im vorhergehenden Abschnitt an-
gesprochene fraktionale Kointegration. Gema8 Unterabschnitt 3.1.1 besitzt (6.27)
eine unendliche MA-Darstellung (3.8)

Az = 6(B)e,, (6.28)

wobei die Parameter des MA-Polynoms (B) durch Gleichung (3.1) berechnet
werden konnen. Mit dieser Annahme ergibt sich fiir den Integrationsgrad des
stochastischen Prozesses des logarithmierten Wechselkurses {s:}:

Theorem 3 Das Finanzmarktmodell des Devisenmarktes sei durch die Gleichun-
gen (6.18), (6.19), (6.20), (6.22) und (6.27) spezifiziert. Dann gilt fir den Inte-

grationsgrad des logarithmierten Wechselkurses {s:}

1(d,) = I(d,). (6.29)

Zum Beweis von Theorem 3 werden folgende Hilfssitze verwendet.

Lemma 1 Das Finanzmarktmodell des Devisenmarktes sei durch die Gleichun-
gen (6.18), (6.19), (6.20), (6.22) und (6.27) spezifiziert. Dann setzt sich der

2%Gleichung (6.26) wurde von Mussa {155, 1976] abgeleitet.
30Vgl. hierzu Unterabschnitt 3.1.1.
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stochastische Prozeff des gegenwdrtigen logarithmierten Wechselkurses {s:} aus
dem stochastischen Prozefi der ezogenen Gkonomischen Faktoren {z;} und einem
unendlichen MA-Prozef der Residuen {e:} der Verinderungen der ezogenen dko-
nomischen Faktoren

st=2z4+ Wt (6.30)

zusammen, wobei fir y; gilt

Y= Omim. (6.31)

m=0
und die MA-Parameter durch
b =Y A0 (6.32)
=1
mit A = 75 bestimmt sind. Die Parameter 0; ergeben sich dabei aus der unend-

lichen MA-Darstellung (3.8) von (6.28).

Beweis: Ausgangspunkt der Ableitung von Gleichung (6.30), (6.31) und (6.32)
ist Gleichung (6.26)

1 o0
1 Tk Z AkEt[ZH,k].
k=0

Unter Beriicksichtigung der allgemeinen Prognosegleichung (3.47)

S8t =

Et[AZH.k] = Z OmEtrk—m

m=k

aus Unterabschnitt 3.2.2 1aBt sich die k-Periodenprognose der dkonomischen Fak-
toren z¢

k
Et[zt+k] = Zt + Z Et[AZH.]'] (633)
1=1
wie folgt schreiben

k oo
Et[zﬁ-k] =z + Z Z ngH.j_m. (634)

j=1 m=j

Wird (6.34) in (6.26) eingesetzt, erhilt man

oo koo
T -ll- K g A* {Z' +3.2 9m€t+i-m]

=1 m=;

]

o k oo

z+ 1 j—ﬂ ZAkzzngH-j—m

k=1 j=1 m=j
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oo k oo
= 2 + ZAkZZQu-i-—jet—u

k=1 =1 u=0
)

zt + ‘—_ZEt— LAkZOu+J

u=0 1=1

Beriicksichtigt man in den weiteren Umformungen, daf

oo k
Z A* Z Out; = Abypr + A%0,00 + A%0urs + ...
J

+ A1+ A2 + A%uys + .

i Ax1 i A0,y
k=1 =1

gilt, ergeben sich zusammen mit ) 27| A*~' = 1 + & fiir s, gerade Gleichungen
(6.30) und (6.31)

St—2t+ZEt uZA Ouytj ”Zz+zau€t —us

u=0 u=0

It

wobei die MA-Parameter 8, durch (6.32) gegeben sind. O

Lemma 2 Fir die MA-Parameter §,, des stochastischen Prozesses {y:} gilt unter
den Voraussetzungen von Lemma 1

ém = A0m+1(1 + Abm+2 + A2bm+2bm+3 '+‘ M ) < Kﬂm.,.l, (6.35)
wobei A = T und b, = di‘l:;l bezeichnen.

Beweis: Ersetzt man in der Definitionsgleichung der MA-Parameter 6, (6.32)

Aj0m+j

v

b =

il
-

J

die MA-Parameter 6,,,; der unendlichen MA-Darstellung des Long Memory-
Prozesses der 6konomischen Veranderungen Az, durch (3.1)

mej

dd+1)---(d+m+j—
bu»
(m +j)! H

0m+j =
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wobel b, = 43’—:“;1- bezeichnet, ergibt sich fiir

m+3

>4 b
=1 u=1

A9m+1
A20m+l bm+2

bm

1l

I

m+j

Albmyy [ W

l=m+2

+ 4+ + +

m+j3

Abpmsy i AT e
1=1

l=m+2

Il

Nun ist b < 1,da d < 1, so daB HT:::H b < 1 fiir allem,j =1,2,... erfiilllt ist.

Damit existiert fiir die unendlichen MA-Parameter d,, eine Obergrenze

1— A9m+1 = KOmi1- D

b < Al A =
—

Beweis von Theorem 3: Unter den Voraussetzungen des Theorems folgt aus
Lemma 1 fiir den stochastischen Prozef des logarithmierten Wechselkurses

o0
st =z + E OmEt—m-

m=0

Nun existiert aufgrund von Lemma 2 eine Folge von MA-Parametern hmt1 =
KkOm41, die die Folge der MA-Parameter f,, des {y:} Prozesses von oben her be-
schrinkt. Die Folge hm41 ist aber gerade proportional zu der Folge der MA-
Parameter der unendlichen MA-Darstellung der Az, so daB die hp4i wiederum
den MA-Parametern eines Long Memory-Parameters mit Integrationsgrad d ent-
sprechen. Damit kann der ProzeB {y.} mit den MA-Parametern 8,, maximal einen
Integrationsgrad von d aufweisen. Aufgrund der Algebra fiir Integrationsgrade
(vgl. dazu FuBnote 22) und wegen I(d,) = d + 1 folgt damit gerade (6.29)

I(ds) = I(dz) = ma'x(l(dz)a I(d!l)) o

Aus Theorem 3 folgt, daB im Rahmen dieses Modells die Beriicksichtigung der
Wertaufbewahrungsfunktion des Geldes und damit verbundener Erwartungskom-
ponenten keinen EinfluB auf den Integrationsgrad des stochastischen Prozesses
der Wechselkurse hat. Wie bereits unter den Annahmen einer Lucas-Welt im vor-
hergehenden Abschnitt zeigt sich auch unter den hier getroffenen Annahmen, daB



154 Kapitel 6.  Wechselkurstheorie und Long Memory

sich Long Memory aus anderen Markten auf den Devisenmarkt ibertragt. Dabei
liegt auch in diesem Modell Markteffizienz vor.

Beziiglich des stochastischen Prozesses des Wechselkurses (6.30) ist anzu-
merken, dafi der zweite stochastische Proze8 {y,} ausschlielich das Ergebnis
der Beriicksichtigung der bis in alle Zukunft gerichteten Erwartungen ist, denn
wire die Zinssemielastizitit der realen Geldnachfrage x gleich Null, so daf die
reale Geldnachfrage iiberhaupt nicht auf Zinsinderungen reagieren wiirde, wiirden
die Wechselkurserwartungen tiber die ungedeckte Zinsparitit aufgrund von (6.24)
keine Rolle spielen. Im Gegensatz zum Lucas-Modell wird also der nichtstationire
stochastische Proze der exogenen Faktoren {z,} bei einer expliziten Beriicksichti-
gung von Erwartungen von einem stationaren Intermediate/Long Memory-Proze$
{y:} liberlagert.

Das bisherige Ergebnis der beiden letzten Abschnitte ist somit, da$ eine Uber-
tragung von Long Memory aus anderen Mirkten auf den Devisenmarkt selbst
unter sehr restriktiven Annahmen stattfindet. Im allgemeinen Gleichgewichtsmo-
dell des Lucas-Typs gehdren dazu insbesondere die Annahmen rationaler Agenten
und vollstandiger Markte. Im partiellen Gleichgewichtsmodell, das aufbauend
auf einem monetiren Modell den Kern des Finanzmarktansatzes erfaft, ist dies
die Kaufkraftparitit und die Risikoneutralitit der Wirtschaftssubjekte. Letztere
garantiert die Giiltigkeit der ungedeckten Zinsparitit.

Auch wenn fiir die Existenz einer Risikoprimie nur gemischte Evidenz vor-
liegt®, so ist kaum zu erwarten, daB die Annahme der Risikoneutralitit in der
Realitdt erfiillt ist, denn jeder Teilnehmer am Devisenmarkt ist Liquidititsbe-
schrankungen unterworfen, wenn auch in unterschiedlicher Héhe. Auch duBert
sich Risikoaversion méglicherweise nicht nur in der Beriicksichtigung der Kova-
rianz einer Anlageform mit einer alternativen Anlage, bzw. in der gemeinsamen
Wahrscheinlichkeitsverteilung der Renditen der betrachteten Anlageformen, son-
dern auch einfach darin, daB die Entwicklung zukiinftiger Perioden ab einem be-
stimmten Prognosehorizont nicht weiter in den Kauf- und Verkaufsentscheidungen
beriicksichtigt wird. Sowohl die Portfoliomodelle als auch die allgemeinen Gleich-
gewichtsmodelle des Lucas-Typs bauen auf der ersten Definition auf, da sie ein
zentraler Bestandteil der Theorie unter Unsicherheit ist.

Die zweite Form der Modellierung von Risikoaversion durch Begrenzung des
Planungs- und Entscheidungshorizonts geht auf Mandelbrot [141, 1972] zuriick.
Im Rahmen des dargestellten Finanzmarktmodells fiihrt sie dazu, da8 die Wirt-
schaftssubjekte bei der Bestimmung des Wechselkurses Erwartungen beziiglich
der Entwicklung der exogenen &konomischen Faktoren nur fiir die Perioden k =
L,2,...,K, K < oo, nicht aber fiir die gesamte Zukunft beriicksichtigen. Die Folge

31Vgl. dazu Abschnitt 6.2.



6.5. Long Memory und der Finanzmarktansatz 155

davon wire, daB nicht die gesamte Struktur des stochastischen Prozesses, der den
exogenen dkonomischen Faktoren unterliegt, zur Preisbildung ausgenutzt wird, so
daB der stochastische Prozefi des Wechselkurses selbst eine kompliziertere Struk-
tur aufweisen sollte als dies bei Risikoneutralitat der Fall ist. Mandelbrot [141,
1972] weist darauf hin, dafi damit Gewinnmaglichkeiten fiir Marktteilnehmer mit
einem Handlungshorizont von k£ > K existieren und in seinen Worten deshalb
“ynvollstandige Arbitrage” vorliegt3?.

FaBt man die Ergebnisse dieses Kapitels zusammen, bleibt als erstes festzu-
halten, daB aus der Existenz von Long Memory in Wechselkursen keine Schlufifol-
gerungen hinsichtlich der Effizienz des Devisenmarktes gezogen werden konnen,
ohne daB eine formalisierte konomische Erklarung der Wechselkursbildung mit
zugrundegelegt wird. Da sich dariiber hinaus die Frage stellt, wie es iiberhaupt
aus Skonomischer Sicht zu Long Memory in den Wechselkursen kommen kann,
wurden insgesamt drei verschiedene Erklirungsansitze analysiert. Wahrend der
erste Ansatz irrationale Spekulanten voraussetzt und damit automatisch Marktin-
effizienz impliziert, gehen die beiden anderen Ansitze von Wirtschaftssubjekten
mit rationalen Erwartungen aus und stellen damit hohe Anforderungen an den
Informationsstand und die Informationsverarbeitungskapazitat der Marktteilneh-
mer. Sie unterscheiden sich jedoch in der Beriicksichtigung von Erwartungen und
der Annahme der Risikobereitschaft. Bei den zwei Modellen handelt sich um ein
adiquat modifiziertes Lucas-Modell [138, 1982] sowie um ein entsprechend erwei-
tertes Finanzmarktmodell in der Tradition Mussas [155, 1976]. In beiden Fallen
kann es zu Long Memory auf dem Devisenmarkt kommen, wenn dies auch fiir
denjenigen stochastischen Prozef gilt, der unter den stochastischen Prozessen, die
die Entwicklung auf den nationalen Geld- und Giitermarkten pragen, den grofiten
Integrationsgrad aufweist. Dabei deuten erste empirische Untersuchungen dar-
auf hin, dafl im allgemeinen der fraktionale Integrationsgrad des Geldangebots-
prozesses den fraktionalen Integrationsgrad des Prozesses der Anderungen von
Wechselkursen iibersteigt. Auf Basis dieser Modelle und der damit verbundenen
empirischen Ergebnisse erscheint damit Long Memory in den Wechselkursen als
ein Phinomen, das seine Ursache in den Entwicklungen auf dem Geldmarkt hat.
Eine weitere Eigenschaft beider Modelle ist Markteffizienz.

Im folgenden Kapitel 7 werden nun die in diesem Kapitel erérterten stati-
stischen wie auch Gkonomischen Hinweise auf das Vorliegen von Long Memory
in den Wechselkursen auf ihre empirische Robustheit iberpriift. Dabei werden
verschiedene Periodizititen und Perioden der prozentualen Anderungen von drei
verschiedenen Kassakursen untersucht.

32Djese Bezeichung ist allerdings mit der géngigen Definition von Arbitrage als einer Skono-
mischen Aktion, die einen sicheren Gewinn impliziert, nicht kompatibel. Vgl. dazu z.B. Varian
[185, 1987].






Kapitel 7

Wechselkurse und Long Memory
— Empirische Ergebnisse

Dieses Kapitel untersucht Wechselkursinderungen auf das Auftreten von Long
Memory. Dabei werden mit Hilfe des fraktional integrierten ARMA-Modells, das
in den vorangegangenen Kapiteln ausfiihrlich besprochen wurde, die prozentualen
Anderungen des DM/US-Dollar, des SFr/US-Dollar und des DM/SFr Kassakur-
ses fiir unterschiedliche Perioden und Periodizititen analysiert. Die Ergebnisse
zeigen, daB das ARFIMA-Modell fiir ausgewéhlte Wechselkurse, Zeitrdume und
Beobachtungsfrequenzen eine sinnvolle stochastische Beschreibung von Wechsel-
kurszeitreihen darstellt. Damit werden jiingste Resultate aus der empirischen
Analyse von Wechselkurse prinzipiell bestatigt. Eine Konsequenz der Ergebnisse
dieses Kapitels ist auch, daB die im vorhergehenden Kapitel diskutierten Ursachen
fiir Long Memory in Wechselkursen empirisch genauer untersucht werden sollten.

Die hier vorgenommenen empirischen Analysen sind notwendig, da die bisher
in der Literatur vorhandene Evidenz fiir das Vorliegen von Long Memory in Wech-
selkursen im Rahmen des ARFIMA-Modells sich auf wdchentliche Dollarwechsel-
kurse im Zeitraum vom 1. Januar 1974 bis 31. Dezember 1987 beschrankt und
es versiumt wird, einerseits die Ergebnisse auf ihre Robustheit beziiglich etwai-
ger Strukturbriiche hin zu untersuchen und andererseits die Allgemeingultigkeit
fiir Wechselkurse zu testen, die nicht auf den US-Dollar bezogen sind. Im Detail
analysiert Cheung [29, 1990] die prozentualen wochentlichen Veranderungen der
Kassakurse der US-Dollarnotierungen des Britischen Pfund, des Schweizer Fran-
ken, des Franzdsischen Franc, des J apanischen Yen und der Deutschen Mark fir
den Zeitraum vom 1. Januar 1974 bis 31. Dezember 1987.
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Hinweise auf Long Memory in den tiglichen prozentualen Wechselkursinde-
rungen datieren bereits zuriick auf Booth, Kaen und Koveos [19, 1982], die mit
Hilfe der in Kapitel 4 erwihnten R/S-Statistik die Dollarnotierungen des Briti-
schen Pfunds, des Franzésischen Francs und der Deutschen Mark fiir die Zeitraume
vom 1. Juli 1965 bis 30. Juni 1971 und vom 1. Juli 1973 bis 30. Juni 1979 unter-
sucht haben. Sie finden fiir die erste Periode Intermediate Memory und fiir die
zweite Periode Long Memory.

Die Zeitreihenanalysen dieses Kapitels umfassen hingegen vierteljahrliche,
monatliche, wochentliche und tagliche prozentuale Wechselkursanderungen des
DM/US-Dollar, des SFr/US-Dollar und des DM/SFr-Kassakurses fiir die Peri-
ode vom 1. Januar 1973 bis 30. April 1990. Abgesehen von den vierteljahrli-
chen Verinderungen werden fiir alle drei Zeitreihen auch Teilperioden untersucht.
Ebenso werden mit Ausnahme der Tagesdaten Out-of Sample-Prognosen durch-
gefiihrt und mit den Prognosen des Random Walk-Modells mit Drift verglichen.

Eine detaillierte Beschreibung des Aufbaus dieser Studie, der dabei verwen-
deten Schitz-, Selektions- und Prognoseverfahren wie auch der zugrundeliegenden
Daten findet sich in Abschnitt 7.1 dieses Kapitels. Die anschlieBenden vier Kapitel
7.2 bis 7.5 prasentieren die Ergebnisse fiir die vier verschiedenen Beobachtungs-
frequenzen der Daten. Eine Zusammenfassung der Ergebnisse auch im Hinblick
auf ihre theoretische Bedeutung findet sich im letzten Abschnitt 7.6.

7.1 Verwendete Methoden und Daten

Einer gingigen Praxis in der Literatur folgend, werden auch in dieser Studie die
approximativen prozentualen Anderungen der Kassakurse analysiert. Dabei wird
die prozentuale Anderung des Kassakurses zwischen zwei Zeitpunkten ¢ und ¢ + 1
durch die Differenz der logarithmierten Kassakurse

St41 — S
—‘t‘*‘ls—"‘t’ ~In S¢+1 —In St = St41 — St (71)

t
approximiert, wobei S; den Kassakurs zum Zeitpunkt ¢ bezeichnet und logarith-
mierte Werte in Kleinbuchstaben angegeben werden.

Drei Schatzverfahren liegen dieser Untersuchung zugrunde. Jede Zeitreihe
wird erstens mit dem Geweke/Porter-Hudak-Verfahren geschitzt, um grobe Hin-
weise auf die Existenz von Intermediate oder Long Memory zu erhalten. Eine
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cingehendere Darstellung dieses Regressionsverfahrens enthalt Abschnitt 4.1. Um
die Abhiangigkeit der Schatzergebnisse von der Zahl der verwendeten Periodo-
grammwerte zu iberpriifen, wird die Geweke/Porter-Hudak-Regression fiir drei
verschiedene o durchgefiihrt, wobei fiir o die Werte 0,45, 0,5, 0,55 gewéhlt wer-
den. Weichen die Schitzergebnisse auffallig voneinander ab, so werden auch die
Werte fiir @ = 0,45 oder o = 0,55 angegeben, ansonsten nur die Schitzung fiir
a = 0,5. An dieser Stelle sei noch einmal daran erinnert, daf Hassler [98, 1993] ge-
zeigt hat, daB die asymptotischen Schatzeigenschaften des Geweke/Porter-Hudak-
Verfahrens nur fiir Gauss’sche Prozesse gelten. Die in der Literatur (Cheung [29,
1990, S. 44]) verbreitete Ansicht der Unabhangigkeit des Geweke/ Porter-Hudak-
Verfahrens von der Normalverteilungsannahme ist damit nicht richtig.

Zweitens erfolgt die simultane Schatzung von Short und Long Memory-Eigen-
schaften im Rahmen des ARFIMA (p.d,q)-Modells mit Hilfe von zwei approximati-
ven Maximum-Likelihood-Methoden im Frequenzbereich. Die exakte Maximum-
Likelihood-Methode wird nicht verwendet, da, wie in Unterabschnitt 5.2.1 argu-
mentiert wurde, deren Schitzeigenschaften gegeniiber den Schitzeigenschaften der
approximativen Maximum-Likelihood-Verfahren nur dann iberlegen sind, wenn
der Mittelwert der zu schitzenden Zeitreihe bekannt ist. Die Ursache fiir den
grofen EinfluB einer Mittelwertschatzung auf die exakte Maximum-Likelihood-
Methode ist die grofie Varianz der Mittelwertschitzung bei Vorliegen von Long
Memory’. ’

Dariiber hinaus erfordert die Berechnung der exakten Likelihoodfunktion bei
Vorliegen langer Zeitreihen sehr viel Computerzeit. Es werden deshalb ausschlief-
lich approximative Maximum-Likelihood-Methoden im Frequenzbereich verwen-
det. Dazu gehéren der Whittleschatzer (4.26) und dessen Approximation (4.32).
Beide Verfahren sind einschlieflich ihrer asymptotischen Schitzeigenschaften in
den Abschnitten 4.2.2 und 4.3 eingehend dargestellt und diskutiert worden. Um
eine verlaBliche Interpretation der Schétzergebnisse bei Vorliegen von Zeitreihen
mit einer geringen Zahl von Beobachtungen zu erméglichen, wurden in Abschnitt
5.1 die Schitzeigenschaften der approximativen Maximum-Likelihood- Verfahren
anhand der verfiigbaren Literatur und eigener Monte-Carlo-Simulationen unter-
sucht. Dabei wurde unter anderem festgestellt, daB alle Maximum-Likelihood-
Schatzer bei kurzen Zeitreihen zu einer Unterschatzung des Long Memory-Pa-
rameters d neigen. Aufbauend auf den Ergebnissen von Abschnitt 5.1 wurde
in Abschnitt 5.2.2 gezeigt, daB die Verzerrung der approximativen Maximum-

1Der starke Anstieg der Varianz der Mittelwertschitzung £ = T7* ZT___I z, fiir d # 0 ergibt
sich aus der von Samarov und Taqqu [171, 1988, S. 192, Gleichung (2.2) und S. 194] abgeleiteten
Beziehung
ir(1 - 2d) sin(wd)
d(1 +2d)

da fiir d — 0,5 T'(1 — 2d) gegen unendlich geht, wobei garma(w) die mit dem Faktor 27 /ol
“normierte” Spektraldichte (4.20) eines ARMA-Modells bezeichnet.

Var[z] = QARMA(O)Tll_“, d#0, (7.2)
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Likelihood-Schitzer dann besonders groff ist, wenn die Basisprozesse, aus denen
sich der ARFIMA ((p,d,q)-ProzeB zusammensetzt, entweder sehr gegensétzlich oder
sehr ahnlich sind?. Unter diesen Bedingungen zeichnet sich der Whittleschatzer
bei Vorliegen kurzer Zeitreihen im Vergleich zu dessen Approximation durch eine
wesentlich geringere Verzerrung und mittlere quadratische Abweichung aus. Des-
halb wurde bei einer Beobachtungszahl von 100 oder weniger der Whittleschitzer
(4.26) und ansonsten dessen Approximation (4.32) verwendet. Auf die Verwen-
dung eines Datentapers wurde verzichtet, da die erwarteten Verzerrungen durch
einen Datentaper nur dann verringert werden, wenn d nahe 0,5 ist3. Dies ist aber
bei keiner der analysierten Zeitreihen der Fall. Die numerische Minimierung wurde
jeweils mit dem Broyden/Fletcher/Goldfarb/Shanno Algorithmus durchgefithrt*.

In Abschnitt 5.3 wurde gezeigt, daB eine korrekte Identifikation von ARFI-
MA(p,d,q)-Prozessen im Gegensatz zu traditionellen ARMA-Modellen von zen-
traler Bedeutung ist, da bei einer Fehlidentifikation die Parameterschatzung des
Intermediate/Long Memory-Parameters stark verzerrt sein kann. In dem genann-
ten Abschnitt wurden Monte-Carlo-Simulationen durchgefiihrt, die die Analyse
der Selektionshaufigkeit des wahren ARFIMA(p,d,q)-Prozesses bei Verwendung
verschiedener Selektionskriterien zum Ziel hatten. Dabei ergab sich, dafi im Rah-
men der ARFIMA(p,d,q)-Modelle sowohl das AIC Kriterium (5.9) als auch das

Schwarz-Kriterium (5.12) verwendet werden sollte.

Im Detail hat sich dabei gezeigt, da bei Vorliegen von fraktional differen-
ziertem Rauschen sich das Schwarz-Kriterium durch die héchste Selektionswahr-
scheinlichkeit des korrekten Prozesses auszeichnet. Weist die zu schitzende Zeit-
reihe jedoch gleichzeitig Short und Long Memory auf, so machen die durchgefiihr-
ten Monte-Carlo-Simulationen deutlich, daB nicht nur die Selektion des wahren
Prozesses, sondern auch die Selektion eines ARFIMA(p,d,q)-Prozesses mit d # 0
sehr problematisch sein kann, wenn wenig Beobachtungen einer Zeitreihe vorliegen
und die Long Memory-Struktur durch die Short Memory-Komponente entweder
stark approximiert oder nahezu ausgeldscht wird. Dariiber hinaus zeigt sich, daf
das Schwarz-Kriterium zu einer Unteridentifikation des wahren Prozesses neigt
und die Auswahl auf Basis des AIC Kriteriums zuverlassiger ist. Deshalb wird
das AIC als zweites Selektionskriterium mit in die Bewertung einbezogen. Auf
diese Weise 1aBt sich die Gefahr der Selektion eines unterparametrisierten Mo-
dells verringern. Entsprechend der in Abschnitt 5.1 verwendeten Definitionen
des AIC (5.9) und des Schwarz-Kriteriums (5.12) ist diejenige Modellspezifikation

2Eine Definition dieser Begriffe findet sich in Abschnitt 5.2.

3vgl. dazu Abschnitt 5.1. Siehe Unterabschnitt 4.2.2 beziiglich der Definition eines
Datentapers.

4Die Schitzprogramme wurden ausschlieBlich in GAUSS geschrieben, wobei zur numerischen
Optimierung die OPTMUM Library aufgerufen wurde. Dabei wurden in das OPTMUM Pro-
gramm weitere Abbruchkriterien eingebaut, um einen Programmabsturz bei nichtkonvergieren-
den Schitzungen zu vermeiden.
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auszuwihlen, fiir die diese Kriterien minimal sind.

Um nicht a priori zu viele Modellspezifikationen auszuschlieflen, werden bei
der Schitzung jeder Zeitreihe insgesamt 17 verschiedene ARFIMA(p,d,q)-Spezifi-
kationen beriicksichtigt. Diese ergeben sich, indem alle ARMA(p,q)- und ARFI-
MA(p,d,q)-Modelle bis zu einem AR- bzw. MA-Polynom zweiter Ordnung beriick-
sichtigt werden, so wie dies auch in den Monte-Carlo-Studien zur Identifikation
von Long Memory-Prozessen im Abschnitt 5.3 der Fall war.

Da, wie bereits ausgefiihrt, AIC und Schwarz-Kriterium haufig unterschied-
liche Spezifikationen selektieren, werden zu jeder geschitzten Zeitreihe maximal
drei geschitzte Spezifikationen angegeben: die ARFIMA(p,d,q)-Spezifikation, die
den geringsten Wert fiir das AIC aufweist, die ARFIMA(p,d,q)-Spezifikation, fiir
die das Schwarz-Kriterium minimal ist, sofern diese sich von der ersten Spezifika-
tion unterscheidet, sowie eine weitere Spezifikation, wenn sie nach beiden Kriterien
unter den drei “besten” Spezifikationen ist.

Die wesentliche Funktion von Selektionskriterien ist, eine Uberparametrisie-
rung eines stochastischen Prozesses zu vermeiden, denn iibersteigt die Parameter-
zahl des spezifizierten Modells diejenige des wahren Modells, kann es zu Verzerrun-
gen der Parameterschitzungen kommen. Ein Beispiel mit fraktional differenzier-
tem Rauschen als wahrem Modell ist in Abschnitt 5.3 enthalten. Eine derartige
Modellspezifikation ist dann zur Prognose ungeeignet. Um zu iiberpriifen, ob mit
Hilfe der Selektionskriterien ein adiquates ARFIMA-Modell gewahlt wurde, ist es
sinnvoll, dessen Prognoseeigenschaften zu untersuchen. Werden fiir den Gesamt-
zeitraum vom AIC und vom Schwarz-Kriterium unterschiedliche Spezifikationen
selektiert, werden fiir beide Modelle Prognosen durchgefiihrt. Existiert dariiber
hinaus fiir die Teilperiode vom 1. Januar 1976 bis 30. April 1990 eine Spezifikation
mit signifikanten Parametern, die sich von dem Modell oder den Modellen des Ge-
samtzeitraumes unterscheidet, wird sie ebenfalls beim Prognosevergleich bertick-
sichtigt. Grundsatzlich werden Out-of-Sample-Prognosen durchgefiihrt, d.h. der
Prognosezeitpunkt liegt auBerhalb des Schatzzeitraums. Dabei muf§ die Anzahl
der Perioden h spezifiziert werden, fiir die prognostiziert werden soll, sowie der
erste Prognosezeitpunkt 7' + h und der letzte Prognosezeitpunkt T. Nun wird
der Schatzzeitraum, der einer Prognose zugrundeliegt, iterierend fiir jede weitere
h-Perioden-Prognose solange um eine weitere Periode verlingert bis der letzte
Prognosezeitpunkt T erreicht ist. Die Qualitat der Prognose wird dann mit Hilfe
des mittleren quadratischen Prognosefehlers

’I‘—I-s(‘§ -8 h)2
t+h — St+
_—E;_"'——_ 73
MSE 2 F T _h (7.3)

der Prognosen 34, von den tatsichlichen Werten s¢4x berechnet®. Stehen weniger

5Die Berechnung des MSE erfolgt in logarithmierten Werten, da ansonsten die Prognosewerte
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als 170 Beobachtungen zur Verfiigung, werden die Prognosen mit Hilfe der exakten
Prognosemethode durchgefithrt®, wobei die Parameter in Gleichung (3.41) mittels
Gleichung (3.42) bestimmt werden und der Mittelwert geschitzt wird. Ansonsten
wird die approximative Prognosemethode (3.46) verwendet. Beide Verfahren wur-
den in Abschnitt 3.2 dargestellt und diskutiert. Um eine Referenz fiir die Qualitat
der jeweiligen ARFIMA(p,d,q)-Prognose zu haben, wird fiir jede Zeitreihe auch
jeweils der MSE des Random Walks mit Drift berechnet”.

Die in dieser Studie verwendeten Daten wurden freundlicherweise von der
Bank fir Internationalen Zahlungsausgleich in Basel zur Verfiigung gestellt. Die
DM/US-Dollar Kassakurse entsprechen dabei dem offiziellen Fixing in Frankfurt
um 13 Uhr deutscher Zeit. Vor September 1977 stimmen die Kassakurse des US-
Dollars in Schweizer Franken mit der mittleren Rate bei Marktschliefung iiberein.
Danach wird die offizielle Basisrate um 13 Uhr Schweizer Zeit genannt. Beide Kas-
sakurse stehen vom 1. Januar 1973 bis zum 31. April 1990 zur Verfiigung. Geht
es um die Analyse von vierteljahrlichen Daten, wird immer der letzte Monat im
Quartal gewihlt. Innerhalb eines Monats wird durchgehend der Kurs des Monats-
endes genommen. Trifft das Monatsende auf ein Wochenende oder einen Feiertag,
wird der Kassakurs gewahlt, der als letzter vor dem Monatsende zustandekam.
Diese Regelung wird auch bei Monatsdaten angewandt. Bei Wochendaten wer-
den Freitagswerte verwendet. Steht ein Freitagswert nicht zur Verfiigung, wird
stattdessen ein Donnerstags- oder Mittwochswert zugrundegelegt®.

Um einen ersten Eindruck von den vorliegenden Daten zu vermitteln, sind
fiir den gesamten Zeitraum in den Abbildungen 7.1 bis 7.3 die taglichen Werte des
DM/US-Dollar, des SFr/US-Dollar und des DM/Sfr Kassakurses reproduziert. Da
jedoch nicht die Niveauwerte, sondern die ersten Differenzen der logarithmierten
Kassakurse untersucht werden, und nicht zu erwarten ist, dafi die stochastische
Struktur fiir alle Beobachtungsfrequenzen gleich ist, sind in den Abbildungen 7.4
bis 7.6 die approximativen prozentualen monatlichen Anderungen und in den Ab-
bildungen 7.7 bis 7.9 die entsprechenden taglichen Veranderungen dargestellt.

Betrachtet man den Verlauf der monatlichen Verdnderungen der beiden Dol-
larwechselkurse in den Abbildungen 7.4 und 7.5, so stellt man bei einem Vergleich
mit dem Bild eines simulierten fraktional differenzierten Prozesses in Abbildung

nicht normalverteilt wiren und so die Berechnung des MSE schwieriger werden wiirde, ohne an
Aussagekraft zu gewinnen.

SDie Zahl 170 ist bedingt durch den Definitionsbereich der Gammafunktion, die GAUSS zur
Verfiigung stellt.

"Diese Vorgehensweise folgt Engel und Hamilton [54, 1990].

8Die Wahl des letzten Handelstages im Quartal oder Monat ist eine in der Literatur iibliche
Vorgehensweise. Vgl. hierzu z.B. Engel und Hamilton {54, 1990], Huang (114, 1987] oder Kahler
[119, 1990]). Cheung [29, 1990) verwendet bei wochentlichen Daten ebenfalls, soweit méglich,
Freitagswerte.
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3.9 in Unterabschnitt 3.1.2 auf Seite 38 fest, daB die Struktur beider Wechselkurs-
seitreihen der eines Long Memory-Prozesses durchaus ahnlich ist. Die Zeitreihe
des DM/SFr Kassakurses in Abbildung 7.6 zeigt hingegen, abgesehen von einer
kurzen Periode heftiger Ausschlage, keine auffallende Struktur.

Bei einer Betrachtung der taglichen prozentualen Anderungen in den Abbil-
dungen 7.7 bis 7.9 fallt auf, dafl die durchschnittlichen Verinderungen der Kassa-
kurse im Zeitablauf stark variieren. So sind die Schwankungen aller betrachteten
Wechselkurse direkt nach dem Zusammenbruch von Bretton Woods im Marz 1973
besonders groB. Bis Ende der 70iger Jahre tritt dann abgesehen von kurzfristi-
gen Turbulenzen eine relative Beruhigung ein. Mit Beginn der 80iger Jahre nimmt
hingegen die Volatilitat der Dollarwechselkurse wieder zu, die des DM/SFr Kurses
jedoch weiter ab.

Kassakurs DM/$ — Tagesdaten
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Abbildung 7.1: DM/US-DOLLAR KASSAKURS - TAGESDATEN VOM 1. JANUAR
1973 BIS 30. APRIL 1990
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Kassakurs SFr/$ — Tagesdaten
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Abbildung 7.2: SFR/US-DOLLAR KASSAKURS - TAGESDATEN VOM 1. JANUAR
1973 BIS 30. APRIL 1990

Die Abbildungen der tiglichen Wechselkursveranderungen deuten darauf hin,
daBl nach dem Zusammenbruch von Bretton Woods die Wechselkursentwicklung
durch eine Anpassungsphase gekennzeichnet ist. Dariiber hinaus erhdlt man bei
Betrachtung der tiglichen Wechselkursveranderungen den Eindruck, daB Ende
der 70iger Jahre Strukturidnderungen stattgefunden haben missen. In der Tat
ereigneten sich einschneidende wahrungspolitische Ereignisse. Im Oktober 1979
inderte die Federal Reserve Bank der Vereinigten Staaten drastisch ihre Geld-
politik, um die damals in den Vereinigten Staaten vorherrschende Inflation zu
bekimpfen (Liu und He [135, 1991]). Gleichzeitig begann 1979 die Européische
Waihrungsunion ihre Funktion aufzunehmen. Auch wenn der Schweizer Franken
nicht Mitglied in der Europaischen Wahrungsunion ist, so erscheint es bei der Be-
trachtung der Abbildungen 7.3 und 7.9, als ob die schweizerische Zentralbank die
Griindung des Europdischen Wahrungsunion zum Anlafi genommen hat, zwischen
der Deutschen Mark und dem Schweizer Franken einen stabilen Kurs anzustreben,
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Kassakurs DM/Sfr — Tagesdaten
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Abbildung 7.3: DM/SFR KASSAKURS - TAGESDATEN VOM 1. JANUAR 1973
BIS 30. APRIL 1990

um damit gleichzeitig die Volatilitat zu senken.

Aber auch innerhalb der 70iger oder 80iger Jahre zeigen die taglichen Wech-
selkurse eine schwankende Volatilitat. Diese Beobachtung deutet auf sich veran-
dernde bedingte Varianzen hin, eine Eigenschaft, deren Modellierung in neueren
Analysen von Wechselkurszeitreihen groBe Aufmerksamkeit geschenkt und als be-
dingte Heteroskedastie bezeichnet wird. Weist ein stochastischer Prozefi bedingte
Heteroskedastie auf, so besitzt die unbedingte Dichtefunktion der Zufallsvaria-
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Kassakurs DM/$ — Monatsdaten
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Abbildung 7.4: PROZENTUALE VERANDERUNG DES DM /US-DOLLAR KASSA-
KURSES - MONATSDATEN VOM 1. JANUAR 1973 BIs 30. APRIL 1990

blen eine stirkere Kurtosis® als normalverteilte Variable, d.h. die Dichtefunktion
besitzt mehr Masse in den Enden als die Normalverteilung,.

In der umfangreichen Literatur zur statistischen Modellierung von bedingter
Heteroskedastie erfreuen sich dabei die verschiedensten Formen von ARCH- und
GARCH-Modellen grofier Popularitit!®. Viele dieser Untersuchungen bestatigen

9Es bezeichne y; das i-te zentrale Moment einer Verteilung. Die Kurtosis ist im allgemeinen
definiert als (Kahler [120, 1991, S. 2], Diebold [45, 1988, S. 10])

B4
p=H
#

Gelegentlich wird auch das vierte zentrale Moment selbst als Kurtosis bezeichnet (Greene [88,
1990, S. 60]. Die Kurtosis ist ein MaB fiir die Dicke der Enden einer Dichtefunktion. Fiir die

Normalverteilung betragt sie 3.
10ygl. hierzu die Literaturzitate im vorhergehenden Abschnitt.
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Kassakurs SFr/$% — Monatsdaten
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Abbildung 7.5: PROZENTUALE VERANDERUNG DES SFR/US-DOLLAR KASSA-
KURSES - MONATSDATEN VOM 1. JANUAR 1973 BIs 30. APRIL 1990

die Existenz von variablen bedingten Varianzen als einer der zentralen Eigen-
schaften von hochfrequenten Wechselkursdaten. Da alle Maximum-Likelihood-
Verfahren in Kapitel 4 unter der Annahme konstanter bedingter Varianzen ab-
geleitet wurden, kann nicht davon ausgegangen werden, daff diese Vorausset-
zung fiir die Anwendung der Maximum-Likelihood- Verfahren zur Schatzung von
ARFIMA (p,d,q)-Modellen auf Wechselkurse mit hoher Erhebungsfrequenz erfiillt
ist. Da allerdings gegenwirtig kein Schitzverfahren verfiigbar ist, das die simul-
tane Schitzung von Long Memory und ARCH- oder GARCH-Effekten ermoég-
licht!!, muB diese Einschrankung bei der Interpretation der Ergebnisse beriicksich-
tigt werden. Fir die nun folgende Analyse vierteljahrlicher prozentualer Wechsel-

1Robinson [169, 1991]) entwickelt Testverfahren, um auf simultanes Vorliegen von Long Me-
mory und bedingter Heteroskedastie zu testen. Whistler [186, 1990] hat dieses Verfahren auf
hochfrequente Wechselkurse angewendet (zitiert nach Robinson [169, 1991]. Allerdings ist damit
noch keine simultane Schitzung von spezifischen Formen beider Eigenschaften moglich.
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Kassakurs DM/SFr — Monatsdaten
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Abbildung 7.6: PROZENTUALE VERANDERUNG DES DM/SFR KASSAKURSES -
MONATSDATEN VOM 1. JANUAR 1973 BIs 30. APRIL 1990

kursinderungen spielt bedingte Heteroskedastie jedoch keine Rolle. Dies ist auf
die zeitliche Aggregation der Zeitreihe zuriickzufiihren!?.

7.2 Vierteljahrliche Wechselkursinderungen

Engel und Hamilton [54, 1990] werten ihre Schitz- und Prognoseergebnisse als
Hinweis auf die Existenz langer Zyklen in verschiedenen Dollarwechselkursen, wo-
bei sich die einzelnen Zyklen auch durch unterschiedliche Periodenlingen aus-
zeichnen konnen. Diese Ergebnisse konnten deshalb auch das Resultat irregularer

12Vgl. hierzu z.B. Diebold [45, 1988).
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Abbildung 7.7: PROZENTUALE VERANDERUNG DES DM/US-DOLLAR KASSA-
KURSES - TAGESDATEN VOM 1. JANUAR 1973 BIs 30. APRIL 1990

Zyklen und damit der Existenz von Long Memory sein. Engel und Hamilton [54,
1990] verwenden fiir die Schatzung ihres Markov-Switching-Modells'® vierteljahr-
liche prozentuale Anderungen der Dollarkassakurse der DM, des Franzosischen
Franc und des Britischen Pfunds. Um einen Vergleich des linearen ARFIMA(p,d,q)-
Modells mit dem nichtlinearen Markov-Switching-Modell auf der gleichen Da-
tenbasis zu erméglichen, werden im folgenden fiir die prozentualen vierteljahr-
lichen Wechselkursinderungen der drei Wechselkurse DM/US-Dollar, SFr/US-
Dollar und DM/SFr sowohl Schitzungen als auch Prognosen mit dem ARFI-
MA(p,d,q)-Modell durchgefiihrt. Allerdings sei an dieser Stelle bemerkt, dafl die
von Engel und Hamilton beobachteten langen Zyklen moglicherweise nicht lange
genug sind, um bei vierteljahrlichen Daten im Rahmen des ARFIMA-Modells zu
signifikantem Long Memory zu fithren, da die Kreisfrequenz von ca. 0,1 bei ei-
nem achtjahrigen Zyklus, der die Dollarwechselkurse zu charakterisieren scheint,

13vgl. dazu die Erlauterungen in Abschnitt 6.2.
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Kassakurs SFr/$ — Tagesdaten
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Abbildung 7.8: PROZENTUALE VERANDERUNG DES SFR/US-DOLLAR KASSA-
KURSES - TAGESDATEN VOM 1. JANUAR 1973 BIs 30. APRIL 1990

noch zu groB ist, um von Long Memory-Modellen erfaBt werden zu kénnen?. Es
ist deshalb zu erwarten, dafl das Long Memory-Modell erst bei Verwendung von
Daten mit hoherer Beobachtungsfrequenz signifikante Parameterschitzungen auf-
weist. Dies macht deutlich, daB die Bezeichnung “lange Zyklen” sehr von dem
verwendeten Modell und der Beobachtungsfrequenz der Daten abhingt.

Zunichst aber werden die vierteljahrlichen prozentualen Wechselkursinde-
rungen analysiert. Aufgrund der geringen Anzahl von ca. 60 Beobachtungen wird
der Whittleschatzer (4.26) verwendet. Da wie in Abschnitt 5.1 gezeigt wurde,
bei 100 Beobachtungen eine prizise Schitzung und Identifikation von schwachem
Long Memory problematisch ist, ist es nicht sinnvoll, verschiedene Teilperioden zu
untersuchen. Die Tabellen 7.1 bis 7.3 enthalten daher die Schitzergebnisse aus-

Vgl hierzu die Spektraldichte von fraktional differenziertem Rauschen mit d = 0,3 in Ab-
bildung 3.3 in Unterabschnitt 3.1.2 auf Seite 45.
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Kassakurs DM/Sfr — Tagesdaten
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Abbildung 7.9: PROZENTUALE VERANDERUNG DES DM/SFR KASSAKURSES -
TAGESDATEN VOM 1. JANUAR 1973 BIs 30. APRIL 1990

schlieBlich fiir den Zeitraum zwischen dem 1. Januar 1973 und 30. April 19905,

Betrachtet man die Schatzergebnisse der Dollarwechselkurse DM/US-Dollar
und SFr/US-Dollar in den Tabellen 7.1 und 7.2, wird deutlich, daB entgegen den
oben geauBerten Vermutungen Long Memory keine Eigenschaft dieser Zeitreihen
2u sein scheint. Auch wenn das ARFIMA(0,d,0)-Modell im Fall des DM/US-
Dollar Kurses als das beste Modell gewahlt wird, ist die nahe bei Null liegende
Schatzung des Intermediate/Long Memory-Parameters vollig insignifikant. Im
Fall des SFr/US-Dollar Kurses wird iberhaupt keine ARFIMA(p,d,q)-Spezifikation

15{mn die Vergleichbarkeit der Ergebnisse mit den Ergebnissen bei hoherfrequenten Daten zu
gewihrleisten, beginnt der Schétzzeitraum am 1. Januar 1973. Da eine Unterteilung in Teilperi-
oden aufgrund des hohen Datenbedarfs bei der Schitzung von ARFIMA-Modellen unterbleibt,
kann nicht geklart werden, inwieweit die Anpassungsprozesse wihrend des Jahres 1973 die Pa-
rameterschitzungen beeinflussen.
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selektiert. Ebenso sind fiir beide Zeitreihen die GPH-Schatzungen nicht signifi-
kant. Auch wenn aus diesen Ergebnissen eindeutig folgt, daB die Nullhypothese
von Weiflem Rauschen fiir die prozentualen Verinderungen nicht abgelehnt wer-
den kann, so ist bei dieser Schlufifolgerung dennoch zu beriicksichtigen, da8, wie
in Abschnitt 5.1 gezeigt wurde, die empirische Macht aller Maximum-Likelihood-
Verfahren bei einer geringen Anzahl von 100 Beobachtungen und schwachem Long
Memory sehr gering ist.

Short Memory spielt auch in den Dollarwechselkursen keine signifikante Rolle.
Bemerkenswert ist, daB sich die Werte der Selektionskriterien fiir die genannten
Spezifikationen nur minimal unterscheiden. Dies kdnnte als Indiz dafiir interpre-
tiert werden, dafi den Daten in der Tat keine stochastische Struktur unterliegt.
Um ein abschlieBendes Urteil fillen zu konnen, ist es deshalb auf alle Fille notwen-
dig, die Prognoseeigenschaften des ARFIMA(0,d,0)- im Fall des DM/US-Dollar
Kurses bzw. des MA(1)-Modells im Fall des SFr/US-Dollar Kurses zu untersuchen,
wie dies weiter unten durchgefiihrt wird.

Tabelle 7.1: DM /US-DoLLAR KURS — ARFIMA(p,d,q)-SCHATZUNGEN DER
PROZENTUALEN VIERTELJAHRLICHEN VERANDERUNGEN

Parameterschiatzungen

Sch.V. a) d B AIC Schwarz

PERIODE 1.1.1973 - 30.4.1990

GPH 0,4880
[1,3590)

w 0,0193 -363,6596  -361,4400
[0,1887] (1) (1)

w 00175 -363,6431 -361,4236
[0,1400]  (2) ()

w 0,0166 -363,6421 -361,4226
[0,1363) (3) (3)

Die t-Werte der Parameterschdtzungen sind in eckigen Klammern angegeben. Die Parame-
terschatzungen, die beziiglich der Nullhypothese d = 0 ein Signifikanzniveau von 10%, 5%
oder 1% aufweisen, sind mit *, ** bzw. *** gekennzeichnet. Die Zahlen in runden Klammern
unter den Werten des AIC bzw. des Schwarz-Kriteriums geben die Plazierung des genannten
ARFIMA(p,d.q)-Modells gema8 des jeweiligen Selektionskriteriums an. Die Abkiirzungen fiir
die Schétzverfahren in der ersten Spalte bedeuten: GPH = Geweke/Porter-Hudak-Schitzer,
W = Whittleschétzer. Zur Berechnung der GPH-Schitzung werden T° Periodogrammwerte
herangezogen (vgl. Abschnitt 4.1). Werden keine gesonderten Angaben gemacht, so betrigt
a=0,5

Spielt Intermediate/Long Memory bei der Beschreibung des DM/SFr Kassa-
kurses eine Rolle? Tabelle 7.3 gibt {iber diese Frage Aufschlul. Auch hier sind
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Tabelle 7.2: SFR/US-DoLLAR KURs — ARFIMA(p,d,q)-SCHATZUNGEN DER
PROZENTUALEN VIERTELJAHRLICHEN VERANDERUNGEN

Parameterschiatzungen

Sch.V. ) d B B2 AIC Schwarz

PERIODE 1.1.1973 - 30.4.1990

GPH 0,2887
[0,8038]
w 0,2550° -0,2499 -361,8472 -357,4081
(1,8321] [-16193) (1) (4)
w 0,1439 -361,7167 -359,4972
[0,9889] ) )
w 0,1082 -361,4880 -359,2685
[0,8973) 3) )

Fiir Hinweise zu dieser Tabelle siehe die Bemerkungen zu Tabelle 7.1 auf Seite 172.

weder die Geweke/Porter-Hudak-Schatzungen, noch die Schatzungen auf der Ba-
sis des Whittleschitzers signifikant. Allerdings tritt hier das Problem auf, daff
die Geweke/Porter-Hudak-Schatzung sehr empfindlich auf die Zahl der beriick-
sichtigten Periodogrammwerte reagiert. Es ist jedoch zu beachten, da der Re-
gression des Geweke/Porter-Hudak-Verfahrens bei & = 0,55 und 67 Beobach-
tungen maximal 10 Beobachtungen zugrundeliegen. Sowohl das AIC wie auch
das Schwarz-Selektionskriterium wihlen einen einfachen (insignifikanten) MA(1)-
ProzeB aus. Die Parameterschiatzungen des ARFIMA(0,d,1)-Prozesses sind eben-
falls aufgefiihrt, weil sie die relativ grofiten t-Werte aufweisen und sie den In-
termediate/Long Memory-Parameter enthalten. Bei der Interpretation von d
ist allerdings gemaB Abschnitt 5.1 zu beachten, dafl alle Maximum-Likelihood-
Verfahren den wahren Wert vor. d bei kurzen Zeitreihen unterschitzen. Diese Un-
terschitzung verstarkt sich im allgemeinen dann, wenn gleichzeitig Short Memory-
Parameter in die Schitzung mit einbezogen werden. So betragt die Verzerrung
z.B. fiir einen ARFIMA(0,d,1)-Prozef mit d = 0,3 und § =0,3 bei einer Zeitrei-
henliinge von 100 und 500 Replikationen -0,076 (Tabelle 5.5). Daraus folgt, dafl es
zwar wahrscheinlich ist, daB d groBer als -0,2030 ist, aber nicht, dafi d tatsachlich
positiv ist.

Die Aussagefihigkeit von t-Werten und damit von Signifikanztests ist wegen
der potentiell negativ verzerrten Schitzungen aufgrund der geringen Beobach-
tungszahl eingeschriankt. Ein zuverlissigeres Urteil ist auf Basis der Prognosee-
igenschaften moglich, die das entsprechende Modell auferhalb des Schatzzeitrau-
mes aufweist. Um die Ergebnisse dieser Untersuchung mit den Ergebnissen von
Engel und Hamilton [54, 1990] vergleichen zu kénnen, werden hier deren Schitz-
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Tabelle 7.3: DM/SFrR Kurs — ARFIMA(p,d,q)-SCHATZUNGEN DER PRO-
ZENTUALEN VIERTELJAHRLICHEN VERANDERUNGEN

Parameterschatzungen

Sch.V. a d By AIC Schwarz

PERIODE 1.1.1973 - 30.4.1990

GPH 0,2674
[0,7436]
GPH -0,3306
a=0,45 [-0,7434]
w 0,1197 -464,9810 -462,7763
[0,8867) (1) (1)
w 0,0950 -464,8202 -462,6155
[0,7807] o) ()
w 20,2030 0,2879° -464,7712 -460,3617
[-1,5595] [1,8606]  (3) (@)

Fiir Hinweise zu dieser Tabelle sieche die Bemerkungen zu Tabelle 7.1 auf Seite 172.

und Prognosezeitraume iibernommen. Der ersten Prognose fiir A Perioden im vor-
aus liegt deshalb eine ARFIMA (p,d,q)-Schitzung fiir den Zeitraum vom 1. Quartal
1974 bis 4. Quartal 1983 zugrunde, d.h. es liegen T = 40 Perioden vor. Fir jede
weitere h-Perioden Prognose wird der Schitzzeitraum um eine weitere Periode
verlangert bis der prognostizierte Wert das 1. Quartal 1988 erreicht, so daB der
gesamte Untersuchungszeitraum T = 57 Perioden betrigt. Aufgrund der gerin-
gen Anzahl von Beobachtungen werden hier die Prognosen mit Hilfe der exakten
Prognosemethode durchgefithrt, wobei die Parameter in Gleichung (3.41) mittels
Gleichung (3.42) bestimmt werden und der Mittelwert geschatzt wird.

Im einzelnen werden fiir jeden Kassakurs Prognosen bis zu 4 Quartalen be-
rechnet. Um nicht bei jeder Schitzung zusitzlich das Selektionsproblem 16sen zu
miissen, werden die Prognosen jeweils mit der Modellspezifikation ausgefiihrt, die
fir den Gesamtzeitraum von 1. Januar 1973 bis 30. April 1990 die niedrigsten
Werte fiir das AIC bzw. das Schwarz-Kriterium aufweist (vgl. Tabellen 7.1 bis 7.3).
Die Werte in runden Klammern unter den ARFIMA(p,d,q)-Spezifikationen geben
jeweils in Prozent an, um wieviel besser oder schlechter, gemessen am mittleren
quadratischen Vorhersagefehler (7.3), die Prognosen der analysierten Spezifikation
im Vergleich zum Random Walk mit Drift sind.

Der DM/SFr Kassakurs wird hierzu zusatzlich auf Basis des ARFIMA(0,d,1)-
Modells prognostiziert, das die Existenz von Intermediate Memory nahelegt. In
Tabelle 7.4 sind die Ergebnisse enthalten, wobei “0d0” ein ARFIMA(0,d,0)-Proze8,
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“000” WeiBes Rauschen, bzw. fiir die Niveauwerte einen Random Walk mit Drift,
und “0d1” einen ARFIMA(0,d,1)-ProzeB bezeichnet.

Man sieht deutlich, daB die Prognosen des DM/US-Dollar Kassakurses auf
Basis des ARFIMA(0,d,0)-Modells schlechter sind als die des Random Walk-
Modells mit Drift. Long Memory ist also kein Merkmal dieses Wechselkurses mit
vierteljahrlichen Beobachtungen. Die von Engel und Hamilton [54, 1990] postu-
lierten langen Zyklen entziehen sich damit einer Charakterisierung mit Hilfe des
fraktional integrierten ARMA-Modells. Die Prognosen der SFr/US-Dollar Kurse
basieren erst gar nicht auf einem Long Memory-Modell. Die einfache MA(1)-
Spezifikation schneidet dabei etwas besser ab als das Random Walk-Modell mit
Drift. Die DM/SFr Kassakursprognosen basieren ebenfalls auf einem MA(1)-

Tabelle 7.4: PROGNOSEEIGENSCHAFTEN VERSCHIEDENER ARFIMA(p,d.,q)-
SPEZIFIKATIONEN BEI PROZENTUALEN VIERTELJAHRLICHEN KASSAKURS-
VERANDERUNGEN

Mittlerer quadratischer Prognosefehler

Vorhersagezeitraum in Quartalen
Kurs Spez. 1 2 3 4
DM/$ 040 0,000291  0,001013  0,002490  0,005281
(+5,4%) (+41%) (+2,0%) (+0,6%)
000 0,000276  0,000973  0,002442  0,005252

SFr/$ 001 0,000267  0,000901 0,002277 0,004621
(=3,6%) (=29%) (=04%) (~1,7%)
000 0000277 0,000928 0,002286  0,004703

DM/SFr 001 0000053 0000123 0000143  0,000251
(+6,0%) (+7.0%) (-14%) (-2,0%)

011  0,000055 0,000139  0,000190  0,000339
(+10,0%) (+20,9%) (+31,0%) (+32,4%)

000 0000050 0000115 0,000145  0,000256

Die erste Spalte benennt den Kassakurs. Die zweite Spalte gibt die Modellspezifikation an,
wobei hier jeweils das Modell des bereits differenzierten Prozesses steht. “000” bezeichnet dabei
WeiBies Rauschen, bzw. fiir die Niveauwerte einen Random Walk mit Drift. Der minimale
Schitzzeitraum umfaBt die Zeitspanne vom 1. Januar bis 31. Dezember 1983. Prognosen wurden
dann jeweils entsprechend fiir die Zeit vom 1. Januar 1984 bis 1. Januar 1988 durchgefiihrt. Die
Werte in runden Klammern unter den ARFIMA(p,d,q)-Spezifikationen geben jeweils in Prozent
an, um wieviel besser oder schiechter, gemessen am mittleren quadratischen Vorhersagefehler
(7.3), die Prognosen der analysierten Spezifikation im Vergleich zum Random Walk mit Drift
sind.

Modell. Dabei sind die Unterschiede im mittleren quadratischen Vorhersagefehler
zwischen WeiBem Rauschen und der MA(1)-Spezifikation uneinheitlich. Erfol-
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gen die Prognosen hingegen auf Basis des ARFIMA(0,d,1)-Modells, verschlech-
tern sich die Prognoseergebnisse erheblich. Intermediate Memory kann damit als
Eigenschaft des stochastischen Prozesses der vierteljahrlichen DM/SFr Kassakurs-
veranderungen ausgeschlossen werden.

FaBt man die Ergebnisse aus den Schitzungen und Prognosen dieses Ab-
schnitts zusammen, so 1aft sich sagen, dafl Intermediate oder Long Memory keine
Eigenschaft des zugrundeliegenden stochastischen Prozesses der vierteljdhrlichen
Kassakursinderungen des DM/US-Dollar, des SFr/US-Dollar und des DM/SFr
ist. Diese SchluBfolgerung gilt allerdings mit der Einschrankung, daB weniger
als 70 Beobachtungen keine besonders verlaBliche Datenbasis fiir die Analyse von
Intemediate oder Long Memory-Prozessen darstellen.

7.3 Monatliche Wechselkursidnderungen

Ein entscheidendes Problem der Analyse von prozentualen vierteljahrlichen Kas-
sakursinderungen im vorhergehenden Abschnitt ist die zu geringe Beobachtungs-
periodizitat von Quartalsdaten. Es ist deshalb naheliegend, als nichstes Monats-
daten zu analysieren. Da hier fiir den Gesamtzeitraum vom 1. Januar 1973 bis
30. April 1990 iiber 200 Beobachtungen zur Verfiigung stehen, ist es sinnvoll,
auch Teilperioden zu untersuchen, um herauszufinden, ob der Gesamtzeitraum
von Strukturverinderungen in den stochastischen Prozessen gekennzeichnet ist.
Drei Teilperioden werden hierbei herausgegriffen: die Periode vom 1. Januar 1976
bis 30. April 1990, die Periode vom 1. Januar 1980 bis 30. April 1990 und schlie8-
lich die dazu komplementéare Periode vom 1. Januar 1973 bis 31. Dezember 1979.
Die Wahl der ersten Teilperiode erfolgte dabei in der Absicht, mégliche Anpas-
sungsprozesse nach dem Zusammenbruch von Bretton Woods auszuschliefen. Die
Unterteilung in die 70iger und 80iger Jahre wurde gewahlt, um herauszufinden,
inwieweit die bereits angesprochenen wahrungspolitischen Umwalzungen Ende der
70iger Jahre zu Strukturverdnderungen in den stochastischen Prozessen gefiihrt
haben.

In allen Schitzungen dieses Abschnitts wurde der approximative Whittle-
schatzer (4.32) verwendet, da fiir den Gesamtzeitraum iiber 200 Beobachtungen
zur Verfiigung stehen und auflerdem die jeweiligen Teilperioden mit diesem Ver-
fahren geschitzt wurden, um die Vergleichbarkeit der Schatzergebnisse der Teilpe-
rioden mit denen der Gesamtperiode zu gewihrleisten. Ebenso wie bei Quartals-
daten werden Prognosen durchgefiihrt. Ubersteigt die Zahl der Gesamtperioden
der Schitzung und Prognose T + h 170 Pedrioden, so wird die approximative
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Prognosemethode (3.46) verwendet, ansonsten das exakte Prognoseverfahren mit

den Gleichungen (3.41) und (3.42).

Betrachtet man die Schitzergebnisse fiir den DM/US-Dollar Kassakurs in
Tabelle 7.5, so zeigt sich, dafl sowohl das AIC als auch das Schwarz-Kriterium fiir
die Gesamtperiode das ARFIMA(0,d,0)-Modell als beste Spezifikation selektieren.
Dabei ist die Parameterschatzung d des approximativen Whittleschitzers ebenso
wie die Parameterschatzung des Geweke/Porter-Hudak-Verfahrens positiv, aber
nahe Null und insignifikant mit einem t-Wert von 0,8873. Die Schitzung von d
mittels der approximativen Maximum-Likelihood-Schatzung ist hier grofler als die
entsprechende Schitzung fir Quartalsdaten (Tabelle 7.1). Allerdings ist beziiglich
eines Tests auf Vorliegen von Weilem Rauschen daran zu erinnern, daB die Macht
des exakten Maximum-Likelihood-Verfahrens bei Kenntnis des Mittelwertes und
500 Beobachtungen nur 0,39544 betrigt, wenn das wahre d mit 0,05 nahe Null
ist!”. Wie in Abschnitt 5.1 fiir den Fall von 100 Beobachtungen gezeigt wurde,
ist die Macht des approximativen Whittleschitzers geringer als die des exakten
Maximum-Likelihood- Verfahrens bei Kenntnis des Mittelwertes, so daB eine grofie
Irrtumswahrscheinlichkeit beziiglich der Annahme der Nullhypothese von Weifiem
Rauschen im Fall des DM/US-Dollar Wechselkurses besteht'®. Das als zweitbestes
gewahlte AR(1)-Modell ist so gut wie Weifles Rauschen. Damit existieren keine
Hinweise auf die Existenz einer stochastischen Struktur fiir den Gesamtzeitraum.

Klammert man die ersten drei Jahre nach Bretton Woods aus, wird vom
AIC Kriterium der ARFIMA(1,d,0)-Proze gewihlt, dessen Parameterschatzun-
gen, gegeben ein Signifikanzniveau von 5%, signifikant sind. Im Vergleich zu der
(insignifikanten) Schatzung von d = 0, 0461 des ARFIMA(0,d,0)-Modells, das vom
Schwarz-Kriterium praferiert wird, erfaBt die ARFIMA(1,d,0)-Spezifikation durch
die Schitzung eines signifikanten negativen AR-Parameters auch eine hoherfre-
quente Komponente.

Im Vergleich zur (insignifikanten) approximativen Maximum-Likelihood-Schat-
zung des ARFIMA(0,d,0)-Modells mit d = 0,4607, das vom Schwarz-Kriterium
priferiert wird, weist das ARFIMA(1,d,0)-Modell eine wesentlich grofere Schat-
zung fiir d auf. Damit stellt sich die Frage, inwieweit diese Steigerung das Ergebnis
einer Verzerrung sein kann, die durch eine Unterschitzung des AR-Parameters

16Dje Zahl 170 ist bedingt durch den Definitionsbereich der Gammafunktion, die GAUSS zur
Verfiigung stellt.

17ygl. dazu Abschnitt 5.1.

18Der Grund hierfiir liegt in der Verzerrung der t-Werte gemi8 des in Abschnitt 5.1 darge-
stellten Arguments, demzufolge bei positivem d im wahren ProzeB eine negative Verzerrung die
t-Werte verringert, sofern sie dem Betrag nach nicht gréfer als d ist. Auf Basis des Whittle-
schitzers betragt die Verzerrung der Parameterschitzung eines ARFIMA(0,d,0)-Prozesses mit
d = 0,05 bei 200 Beobachtungen immerhin noch 0,025. Vgl. hierzu Cheung (29, 1990, S. 110,
Table 4.5.A].
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Tabelle 7.5: DM /US-DoLLAR KURS — ARFIMA(p,d,q)-SCHATZUNGEN DER
PROZENTUALEN MONATLICHEN VERANDERUNGEN

Parameterschitzungen
Sch.V. ) d By B2 AIC Schwarz
PERIODE 1.1.1973 - 30.4.1990
GPH 0,2223
[0,9570]
aW 0,0479 -1377,5507 -1374,2228
[0,8873] (1) (1)
aW 0,0143 -1376,7619 -1373,4340
[0,2053) (2) (2)
PeRrIODE 1.1.1976 - 30.4.1990
GPH 0,4607"
[1,8778]
aW -0,2600** 0,2067° -1160,7955 -1154,5239
[-2,4752} [2,3110] (1) (2)
aW 0,0461 -1157,8590 -1154,7233
[0,8299] (10) (1)
aW -0,0402  0,1649** -1160,1646 -1153,8930
[-0,5278] [2,2611] (2) (5)
PERIODE 1.1.1980 - 30.4.1990
GPH 0,2260
[0,8129)
aW 0.0887 -822,6818 -819,8778
(1,2972] (1) (1)
aW -0,1918 0,2118* -822,4210  -816,8130
[-1,4333] [1,8756]) (2) (3)
PerIODE 1.1.1973 - 31.12.1979
GPH -0,2355
[-0,7226]
aW -0,0690 -549,1085  -546,6897
[-0.6971] (1) (1)
aW -0,0215 -548,6860  -546,2672
[-0,1960] (2) 2)

Die t-Werte der Parameterschiatzungen sind in eckigen Klammern angegeben. Die Parame-
terschitzungen, die beziiglich der Nullhypothese d = 0 ein Signifikanzniveau von 10%, 5%

oder 1% aufweisen, sind mit *, ** bzw.

*** gekennzeichnet. Die Zahlen in runden Klammern

unter den Werten des AIC bzw. des Schwarz-Kriteriums geben die Plazierung des genannten
ARFIMA(p.d,g)-Modells gemaf des jeweiligen Selektionskriteriums an. Die Abkiirzungen fiir
die Schitzverfahren in der ersten Spalte bedeuten: GPH = Geweke/Porter-Hudak-Schitzer, aW
= approximativer Whittleschitzer. Zur Berechnung der GPH-Schitzung werden T* Periodo-
grammwerte herangezogen (vgl. Abschnitt 4.1). Werden keine gesonderten Angaben gemacht,

so betragt o = 0, 5.
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kompensiert wird. Gegen eine Verzerrung in dieser Richtung spricht, daf ein
negativer AR-Proze8 und ein ARFIMA(0,d,0)-Prozefl mit d = 0,2 gemifl der
Argumentation in Abschnitt 5.2 weder sehr ahnliche noch sehr gegensatzliche
Basisprozesse darstellen. Dies zeigt sich darin, daf bei 100 Beobachtungen und
Verwendung des approximativen Whittleschitzers fir a; = —0,3 und d = 0,3
die erwartete Verzerrung von d —0,1047 betragt (Tabelle 5.5 auf Seite 104). Im
Vergleich dazu betragt die erwartete Verzerrung bei a; = 0,3 aufgrund der star-
ken Ahnlichkeit der Basisprozesse —0,2922. Der ARFIMA(1,d,0)-Proze8 erscheint
also als eine vielversprechende Spezifikation fiir gute Prognoseergebnisse. Dieses
Ergebnis widerspricht auch nicht einer visuellen Beurteilung der Zeitreihe monat-
licher Veranderungen in Abbildung 7.4 auf Seite 166, da die Jahre ab 1976 in der
Tat durch verschiedene Zyklen unterschiedlicher Periodizitat gekennzeichnet zu
sein scheinen.

In der Zeit der Reaganschen Wirtschaftspolitik schwécht sich die Signifikanz
des vom AIC fir die langere Periode ab 1976 gewéhlten ARFIMA(1,d,0)-Modells
ab, da, gegeben ein Signifikanzniveau von 10%, nur noch der d Parameter signi-
fikant bleibt. Dafiir erreicht die d Schatzung des ARFIMA(0,d,0)-Modells, das
nunmehr vom AIC und vom Schwarz-Kriterium selektiert wird, im Vergleich zu
den anderen Perioden ihr Maximum von 0, 0887, wobei deren t-Wert leicht an-
steigt.

Die 70iger Jahre bieten ein vollig anderes Bild. Beide Selektionskriterien be-
stimmen einen ARFIMA(0,d,0)-ProzeB mit Intermediate Memory als beste Alter-
native. Er ist ebenso wie der AR-Parameter des als zweitbeste Alternative selek-
tierten AR(1)-Prozesses insignifikant. Der geringe t-Wert des Memory-Parameters
deutet jedoch eher auf eine verzerrte Parameterschiatzung als auf einen Struktur-
bruch hin. In der Tat wird die Nullhypothese d73_79 = dgo_go bei Verwendung
folgender asymptotisch x*(1)-verteilter Wald-Teststatistik'®

(d73-79 — dso-s0)’

A= - :
Var(drs_1e) + Var(dso-so)

(7.4)

bei einem Signifikanzniveau von 5% nicht abgelehnt, da A = 1,718 < 3.841.
Der Vorzeichenwechsel in d sollte also nicht als Folge des bereits angesprochenen
Wechsels in der Geldpolitik durch die amerikanische Zentralbank im Oktober 1979

interpretiert werden.

Dieses Muster des Vorzeichenwechsels von d ist auch charakteristisch fir die
prozentualen monatlichen Verinderungen der SFr/US-Dollar Kassakurse. Die
ARFIMA(p,d,q)-Schatzungen fiir diese Zeitreihe sind in Tabelle 7.6 enthalten. So

19Bei der Ableitung von ) wird angenommen, daf die Schitzungen der beiden Memorypara-
meter stochastisch unabhéngig sind.
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Tabelle 7.6: SFR/US-DoLLAR KURS — ARFIMA(p,d,q)-SCHATZUNGEN DER
PROZENTUALEN MONATLICHEN VERANDERUNGEN

Parameterschitzungen
Sch.V. ay d By AIC Schwarz
PERIODE 1.1.1973 - 30.4.1990
GPH 0,1010
[0,4348)
aW 0,0360 -1334,5870 -1331,2591
[0,6400] (1) (1)
aW 0,0272 -1334,3144  -1330,9866
[0,3912] 2) (2)
PERIODE 1.1.1976 - 30.4.1990
GPH 0,3285
[1,3389)
aW 0,0577 -1110,9669 -1107,8311
[0,9381] (1) (1)
aW 0,0489 -1110,4396 -1107,3038
[0,6388] (2) (2)
PERIODE 1.1.1980 - 30.4.1990
GPH 0,2076
[0,7470]
aW 0,0820 -802,7215  -799,9175
[1,1089) (1) (1)
aW 0,0817 -802,2033  -799,3993
[0,9057] (3) (2)
PERIODE 1.1.1973 - 31.12.1979
GPH -0,1828
[-0,5610]
aW -0,1016 -528,2549  -524,8361
[-0,9622] (1) (1)
aW -0,00160  -527,4067  -524,9879
[-0,1412] 3) (3)
aW -0,2444 0,1834 -527,4473  -522,6096
[-1,6306] [1,1971] (2) (4)

Fir Hinweise zu dieser Tabelle siche die Bemerkungen zu Tabelle 7.5 auf Seite 178.
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ergibt sich auch hier aus der fiir den SFr/US-Dollarkurses entsprechenden Test-
statistik A = 2.029 keine Ablehnung der Nullhypothese “Kein Strukturbruch”
zum 5% Signifikanzniveau. Die im Vergleich zu den Ergebnissen der DM/US-
Dollarkurse im Durchschnitt geringeren t-Werte konnten darauf hinweisen, daB
die Zeitreihe der Differenz der logarithmierten monatlichen SFr/US-Dollar Kas-
sakurse, wenn iiberhaupt, eine schwichere stochastische Struktur aufweist als
der entsprechende DM/US-Dollar Kassakurs. Im Gegensatz zum DM/US-Dollar
Kurs finden sich auch keine Anzeichen eines gemischen Short und Long Memory-
Prozesses fiir die Teilperioden, die nach dem 1. Januar 1976 beginnen.

In Tabelle 7.7 sind die Schatzergebnisse fiir die DM-Kassakurse des Schwei-
zer Franken zusammengefaBt. Bei der Analyse der Ergebnisse fiir den Gesamt-
zeitraumn fallt auf, daB die Geweke/Porter-Hudak-Schitzungen von d sehr emp-
findlich auf die Anzahl der verwendeten Periodogrammuwerte reagieren, denn sie
liegen zwischen 0,4164 und -0,0642. Dies deutet darauf hin, daf Short Memory-
Eigenschaften die Geweke/Porter-Hudak-Schatzungen dominieren und so auch
den relativ hohen t-Wert von 1,7919 bei « = 0,5 verursachen. In der Tat be-
findet sich das ARFIMA(0,d,0)-Modell nicht auf einem der ersten beiden Platze
der Rangordnung, die beide Selektionskriterien an einen MA(1)- und einen AR(1)-
Prozefl vergeben.

Dies andert sich, sobald die Jahre 1973 bis 1975 weggelassen werden. Sowohl
fiir den Zeitraum vom 1. Janaur 1976 bis 30. April 1990 als auch fiir die Pe-
riode vom 1. Januar 1980 bis 30. April 1990 spielt Intermediate Memory eine
signifikante Rolle, wenn man dem vom AIC fir beide Teilperioden selektier-
ten ARFIMA(0,d,1)-ProzeB folgt, der fiir die 80iger Jahre auch vom Schwarz-
Kriterium gewahlt wird. Anzumerken ist, daB in diesen Fillen die Unterschiede
der Werte der Selektionskriterien zu der jeweils nichstbesten Spezifikation wesent-
lich groBer sind als sonst. Auch sind die Parameterschitzungen fiir d und $; dem
Betrag nach so unterschiedlich, da sie kaum durch eine gegenseitige Verzerrung
bestimmt sein konnen.

Fiir die 70iger Jahre schlagt das AIC einen ARFIMA(2,d,0)-ProzeB mit teil-
weise hochsignifikanten Parametern vor. Allerdings deuten die Schatzung von
d = —0,9179 und die Ahnlichkeit der Absolutbetrage von d und o; darauf hin,
daB die Parameterschitzungen das Ergebnis von Verzerrungen sind und nicht
den wahren stochastischen Prozef reprasentieren. Das Schwarz-Kriterium wahlt
einen insignifikanten Intermediate Memory-Prozefi. Damit erhilt man den Ein-
druck, da8 in der Entwicklung der prozentualen monatlichen Veridnderungen des
DM/SFr Kassakurses Intermediate Memory eine Rolle spielen konnte, wobei al-
lerdings die Short Memory-Komponente nicht iiber die Gesamtperiode stabil zu
sein scheint. Gegen diese Interpretation sprechen allerdings die fast ausnahmslos
geringen t-Werte der Geweke/ Porter-Hudak-Schatzungen.
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Tabelle 7.72 DM/SFR KurRs — ARFIMA(p,d,q)-SCHATZUNGEN DER PRO-
ZENTUALEN MONATLICHEN VERANDERUNGEN

Parameterschatzungen

Sch.V. ay ay d By AIC Schwarz

PERIODE 1.1.1973 - 30.4.1990

GPH 0,4164*
[1,7919]
GPH -0,0642
a=0,45 [-0,2188]
aW 0,0593 -1588,9553 -1585,6470
[0,8101] (1) (1)
aW 0,0550 -1588,9087 -1585,6004
[0,7823] (2) (2)
PERIODE 1.1.1976 - 30.4.1990
GPH -0,0650
[-0,2512}
aW -0,2050°* 0,3660""* -1343,6483 -1337,4005
[-2,3634] [3,6339} (1 2)
aW 0,1938**  -1341,3271 -1338,2031
[2,2333] (6) (1)
aW -0,5062 -0,3832 -1342,4807 -1336,2328
[1,7019] [-1,3607] 2) (4)
PEeRIODE 1.1.1980 - 30.4.1990
GPH -0,1268
[-0,4264]
aW -0,2452***  0,4561* -10254527 -1019,8778
[-2,6293] [4,8162] (1) (1)
aW 0,2340***  -0,2434""" -1024,4934 -1018,9185
[2,6413) [-2,7480] 2) 3)
PERrIODE 1.1.1973 - 31.12.1979
GPH -0,0950
[-0,2912]
GPH 0,1826
a =045 [0,4665)
aW 0,8706*"* 0,0067 -0,9179*** -594 2106  -587,0272
[2,7526) [0,0296) [-3,1411} (1) (9)
aW -0,2415 -594,0906  -591,6962
[-0,2412) (3) (1)

Fiir Hinweise zu dieser Tabelle siehe die Bemerkungen zu Tabelle 7.5 auf Seite 178.
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Neben Signifikanztests bieten Prognosen, die sich auf Zeiten auBerhalb des
Schatzzeitraums beziehen, eine Moglichkeit, Modellspezifikationen auf ihre stati-
stische Relevanz hin zu iiberpriifen. Um unabhéingig von der gewihlten Beob-
achtungsfrequenz der Daten die gleichen Prognosebedingungen zu gewahrleisten,
beginnt der Schatzzeitraum wieder am 1. September 1973 und endet fiir die erste
Prognose am 31. Dezember 1983. Prognosen werden mit einem sich verlangern-
den Schatzzeitraum solange durchgefiihrt, bis der 1. Januar 1988 erreicht ist. Der
Schitzzeitraum verlingert sich dabei jeweils um einen Monat. Die Prognosehori-
zonte betragen wieder ein, zwei, drei und vier Quartale.

In Tabelle 7.8 sind die Ergebnisse zusammengefaBt. Fiir den DM/US-Dollar
Kurs wurden zwei Spezifikationen untersucht: das ARFIMA(0,d,0)-Modell und
das ARFIMA(1,d,0)-Modell. Das erste Modell wurde vom Schwarz-Kriterium fiir
alle Teilperioden selektiert, das zweite Modell weist fiir die Periode vom 1. Januar
1976 bis 30. April 1990 signifikante Parameter auf und wurde vom AIC fiir diesen
Zeitraum und die 80iger Jahre selektiert. Es zeigt sich, daB beide Spezifikationen,
gemessen am mittleren quadratischen Vorhersagefehler (7.3), bessere Prognosen
erreichen als das WeiBle Rauschen, wobei das ARFIMA(1,d,0)-Modell fast doppelt
so gut abschneidet. Das ARFIMA(1,d,0)-Modell reduziert den mittleren quadra-
tischen Prognosefehler dabei auf Werte zwischen 3,7% und 8,0%. Diese Verbes-
serungen iibertreffen fiir die langfristigeren Prognosen sogar die Werte, die Engel
und Hamilton [54, 1990, S. 700, Tabelle 3] mit dem Markov-Switching-Modell
auf der Basis von Vierteljahresdaten erzielt haben. Das erlaubt die Schlufifolge-
rung, daB Long Memory in den Monatsdaten des DM/US-Dollar Kassakurses eine
wesentliche Rolle spielt. Die Prognoseergebnisse fiir das ARFIMA(0,d,0)-Modell
machen auBerdem deutlich, da einem Urteil nicht ausschlieBlich t-Werte zugrun-
deliegen sollten, insbesondere dann, wenn die Parameterschitzungen nahe Null
sind.

Diese SchluBfolgerungen gelten analog fiir die Modellierung der monatlichen
Veranderungen des SFr/US-Dollar Wechselkurses. Trotz insignifikanter Parameter-
schatzungen fiir alle Perioden erzielt das ARFIMA(0,d,0)-Modell auch hier eine
Reduktion des mittleren quadratischen Vorhersagefehlers (7.3) um bis zu 4,7%.
Fiir die monatlichen Differenzen der logarithmierten DM/SFr Kassakurse lassen
sich im allgemeinen, wie ebenfalls aus Tabelle 7.8 zu ersehen ist, weder mit einem
ARFIMA(0,d,1)- noch mit einem MA(1)-ProzeB verbesserte Prognosen erreichen.
Dies ist in gewisser Weise iberraschend, da das ARFIMA(0,d,1)-Modell fiir die
Teilperioden nach dem 1. Januar 1976 signifikante Parameter aufwies. Ein Grund
fiir das schlechte Abschneiden ist moglicherweise die bereits festgestellte Instabi-
litit der ARFIMA-Spezifikationen iiber die Gesamtperiode hinweg.

Das Fazit dieses Abschnitts iiber monatliche prozentuale Veranderungen von
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Tabelle 7.8: PROGNOSEEIGENSCHAFTEN VERSCHIEDENER ARFIMA(p,d,q)-
SPEZIFIKATIONEN BEI PROZENTUALEN MONATLICHEN KASSAKURSVERANDE-
RUNGEN

Mittlerer quadratischer Prognosefehler

Vorhersagezeitraum in Monaten
Kurs Spez. 3 6 9 12

DM/$ 040 0000121 0,000411 0,001002  0,002101
(-32%) (~3,3%) (-29%) (-2,1%)

140 0,000115 0,000392  0,000967  0,002061
(-8,0%) (~7,8%) (—62%) (~3,7%)

000  0,000125 0,000425 0,001031  0,002146

SFr/$ 040 0,000123  0,000386  0,000917  0,001898
(=47%)  (-42%) (-26%) (-0,6%)
000 0,000129  0,000403  0,000941  0,001909

DM/SFr 0dl  0,000032 0,000053 0,000072  0,000146
(0,0%) (+6,0%) (+22,2%) (+30,4%)
001  0,000032 0,000048 0,000055 0,000113
(0,0%) (-4,0%) (~-1,8%) (+0,9%)
000  0,000032 0,000050 0,000056  0,000112

Fiir Hinweise zu dieser Tabelle siche die Bemerkungen zu Tabelle 7.4 auf Seite 175.

Wechselkursen ist, dafl die Dollarwechselkurse der Deutschen Mark wie die des
Schweizer Franken durch fraktional differenziertes Rauschen, das im Fall der Deut-
schen Mark mit einem AR(1)-ProzeB kombiniert ist, gut erfafit werden kénnen.
Dies duflert sich insbesondere in den guten Prognoseergebnissen, die firr die ana-
lysierten Prognosezeitraume immer besser als das Random Walk Modell mit Drift
sind. Fir die stochastische Beschreibung des DM/SFr Kassakurs nach dem 1. Ja-
nuar 1976 schlagen die hochsignifikanten Schatzergebnisse einen ARFIMA(0,d,1)-
ProzeB mit Intermediate Memory vor. Diese Spezifikation versagt allerdings bei
der Prognose, nicht zuletzt wohl aufgrund der instabilen stochastischen Short
Memory-Struktur, die diesem Wechselkurs fiir die Gesamtperiode zu unterliegen
scheint, so dafl zur Modellierung der monatlichen prozentualen DM/SFr Kassa-
kursinderungen das ARFIMA-Modell nicht geeignet ist.
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7.4 Waochentliche Wechselkursédnderungen

Die ersten Hinweise auf die Existenz von Long Memory in Wechselkursen im
Rahmen des ARFIMA(p,d,q)-Modells gehen auf Cheung [29, 1990] zuriick, der
die wochentlichen prozentualen Anderungen der Dollarkassakurse des Britischen
Pfund. des Schweizer Franken, des Franzdsischen Franc, des Japanischen Yen und
der Deutschen Mark fiir den Zeitraum vom 1. Januar 1974 bis 31. Dezember 1987
analysiert hat. In diesem Abschnitt werden seine Ergebnisse fir den Schweizer
Franken und die Deutsche Mark {iberpriift und dariiber hinaus fiir die im vor-
hergehenden Abschnitt festgelegten Teilperioden geschatzt, um so die Robustheit
seiner Ergebnisse zu iiberpriifen. Aufierdem werden die Prognoseeigenschaften des
jeweils fiir die Gesamtperiode selektierten ARFIMA(p,d.q)-Modells untersucht.
Zusatzlich wird der DM/SFr Kassakurs mit in die Analyse einbezogen.

Wochendaten von Kassakursen zahlen bereits zu hochfrequenten Daten in
der Finanzmarktliteratur, da inzwischen vielfach nachgewiesen wurde, dal Wech-
selkurse mit einer hochfrequenten Erhebungsfrequenz durch bedingte Heteroske-
dastie gekennzeichnet sind*®. Somit ist eine Voraussetzung zur Ableitung der
in Abschnitt 4.2.2 dargestellten approximativen Maximum-Likelihood-Methoden
nicht mehr erfiillt. Dadurch ist die Moglichkeit zusitzlicher Parameterverzerrun-
gen gegeben.

Wie aus Tabelle 7.9 zu ersehen ist, weist der DM/US-Dollar Kassakurs, wenn
man der approximativen Maximum-Likelihood-Schatzung folgt, fir den im Ver-
gleich zum Untersuchungszeitraum von Cheung [29, 1990] etwas langeren Zeitraum
vom 1. Januar 1973 bis 30. April 1990 in der Tat hochsignifikantes Long Memory
auf. Die Geweke/Porter-Hudak-Schitzung ist allerdings nicht signifikant®'. Als
zweitbester ProzeB wird von beiden Selektionskriterien ein AR(1)-Prozefl gewahlt.

Fehlen jedoch die ersten drei Jahre nach Bretton Woods, so reduzieren sich
die Betrige aller approximativen Whittleschatzungen und deren t-Werte, so daf
die Parameterschitzungen von d nicht langer signifikant bleiben. Beriicksichtigt
man ausschlieBlich die 80iger Jahre, reduzieren sich die t-Werte nochmals. Dies

20Vgl. dazu Abschnitt 6.2.

21Cheung [29, 1990, S. 52, Tabelle 3.5.b, S. 50, Tabelle 3.3] nennt fiir den Zeitraum vom 1.
Januar 1974 bis 31. Dezember 1987 folgende Schitzungen fiir d: 0,0464 mit einem Probability-
Wert von 0,047 mit dem approximativen Whittleschitzer und 0,2943 mit einem Probability-
Wert von 0,025 fiir die Geweke/Porter-Hudak-Schatzung. Eigene Schitzungen fiihren fiir den
Untersuchungszeitraum von Cheung mit der approximativen Whittleschidtzung zu d = 0,0618
mit einem t-Wert von 2.1703 und mit dem Geweke/Porter-Hudak-Schitzer zu d = 0,3103 mit
einem t-Wert von 2,0700. Cheung [29, 1990, S. 39] verwendet dabei Daten aus den Chicago
Mercantile Exchange Yearbooks.
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Tabelle 7.9: DM /US-DoLLAR KURS — ARFIMA(p,d,q)-SCHATZUNGEN DER

Kapitel 7.

PROZENTUALEN WOCHENTLICHEN VERANDERUNGEN

Wechselkurse und Long Memory — Empirische Ergebnisse

Parameterschdtzungen
Sch.V. a as d B AIC Schwarz
PERIODE 1.1.1973 - 30.4.1990
GPH 0,1640
{1,1686)
aW 0,0745°** -7588,2187 -7586,9723
(2,8460] (1) (1)
aW 0,0757* -7587,9909 -7583,1852
[2,2809] (n (2)
PERIODE 1.1.1976 - 30.4.1990
GPH 0,2342
{1,5623]
aW 0,0420 -6274,5610 -6269,9449
[1,5078) (1) (1)
aW 0,0360 -6273,1048 -6268,4888
[0,9838] (2) 2)
PERIODE 1.1.1980 - 30.4.1990
GPH 0,1772
{1,0671)
aW 0,0456 -4222,5886 -4418,3008
[1,3866) (1) (1)
aW 0,03979 -4421,3839 -4417,0960
{0,9234] (2) (2)
PERIODE 1.1.1973 - 31.12.1979
GPH 0,0827
[0,4396]
aW 0,1346***  0,1256° -3195,1934 -3187,3991
[2,5889] [2,4147) (1) 3)
aW 0,1382*** -3193,7421 -3189,8450
[3,1188] ®) (1)

Fiir Hinweise zu dieser Tabelle sieche die Bemerkungen zu Tabelle 7.5 auf Seite 178.
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1aBt vermuten, daB Long Memory, das fiir den Gesamtzeitraum beobachtet wird,
hauptséchlich durch die Kursentwicklung wahrend der ersten drei Jahre von 1973
bis 1975 verursacht wird. Diese Vermutung wird, wie aus Tabelle 7.9 zu ersehen
ist, gefestigt durch das hochsignifikante, vergleichsweise starke Long Memory, das
die Teilperiode vom 1. Januar 1973 bis 31. Dezember 1989 kennzeichnet. Diese
SchluBfolgerung deutet darauf hin, dafl den Ergebnissen von Cheung (29, 1990}
sumindest fiir den DM/US-Dollar Kurs nicht die Allgemeingiiltigkeit zukommt,
die er selbst vermutet:

“The estimated ARFIMA models indicate that there is long memory
in exchange rates and the dynamics is more complicated than implied
by the random walk hypothesis” (Cheung (29, 1990, S. 43]).

Analysiert man die wochentlichen Veranderungen des SFr/US-Dollar Kassa-
kurses, zeigt sich bei einem Blick in Tabelle 7.10 ein dhnliches Bild. Allerdings
sind die Schatzungen des Long Memory-Parameters** durchweg naher bei Null
und abgesehen von der Schatzung fir den Gesamtzeitraum insignifikant. Insbe-
sondere scheinen im Gegensatz zum DM/US-Dollar Kurs die 70iger Jahre ohne
jegliche stochastische Struktur in den ersten Momenten zu sein.

Fiir die Zeitreihe der logarithmierten DM /SFr Kassakurse sind die Ergebnisse
weniger von der betrachteten Periode als vom gewihlten Selektionskriterium ab-
hingig. Die entsprechenden Ergebnisse sind in Tabelle 7.11 zusammengefafit.
GemaB dem Schwarz-Kriterium ist abgesehen von der Teilperiode in den 70iger
Jahren das ARFIMA(0,d,0)-Modell mit insignifikanten, schwach positiven Para-
meterschitzungen fiir d immer das beste. Folgt man hingegen dem AIC Kri-
terium, so erfassen héherparametrisierte Spezifikationen diese Zeitreihe besser.
Die Parameter der jeweils identifizierten Modelle sind nahezu vollstandig auf ei-
nem Signifikanzniveau von 5% zu akzeptieren, wobei d durchwegs ein positives
Vorzeichen aufweist, sofern es in der Modellspezifikation enthalten ist. Ahnlich
dem DM/US-Dollar Kurs scheinen auch hier die ersten drei Jahre nach Bretton
Woods fiir die Starke des Long Memory ausschlaggebend zu sein, denn dem AIC
Kriterium zufolge spielt Long Memory in den 80iger Jahren keine Rolle und die
Parameterschatzung fiir d geht um nahezu 50% zuriick, wenn die Schatzperiode
erst 1976 beginnt. Gegen die ARMA( 1,2)-Spezifikation fiir die 80iger Jahre ist
einzuwenden, daf das AR- und das MA-Polynom eine gemeinsame Wurzel ha-
ben diirften und somit dieses Modell keine sinnvolle Spezifikation darstellt. Im
Gegensatz zum DM/US-Dollar Kurs wird in den 70iger Jahren die Long Memory-
Komponente zusitzlich durch eine hoherfrequente Short Memory-Komponente

22Cheung [29, 1990, S. 53, Tabelle 3.5.c] nennt als bestes Modell gema8 dem AIC Kriterium
ein ARFIMA(1,d,1)-Modell mit den Parameterschitzungen oy = —-0,7577, d = 0,0477 und
By = 0,7016 mit den entsprechenden Probability-Werten von 0,000, 0,061 und 0,000.
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Tabelle 7.10: SFR/US-DoLLAR KURS — ARFIMA (p,d,q)-SCHATZUNGEN DER
PROZENTUALEN WOCHENTLICHEN VERANDERUNGEN

Parameterschatzungen

Sch.V. a d AIC Schwarz

PERIODE 1.1.1973 - 30.4.1990

GPH 0,1511
[1,0767]
aW 0,0498* -7335,8408 -7331,0351
[1,9232] (1) (1)
aW 0,0442 -7333,6480 -7328,8423
(1,3292) (4) (2)
PERIODE 1.1.1976 - 30.4.1990
GPH 0,2134
[1,4238)
aW 0,0377  -6054,5072 -6049,8924
[1,3388] (1) (1)
aW 0,0299 -6053,2838 -6048,6691
[0,8161] (2) (2)
PERIODE 1.1.1980 - 30.4.1990
GPH 0,1420
[0,8551]
aW 0,0436  -4338,0232 -4333,7354
[1,2916] (1) (1)
aW 0,0442 -4337,3086 -4333,0207
(1,027) (2) (2)
PERIODE 1.1.1973 - 31.12.1979
GPH 0,0151
[0,0800]
aW 0,0371  -2991,7522 -2987,8550
[0,8641] (1) (1)
aW 0,0334 -2991,3826 -2987,4854
[0,6366] (2) (2)

Fiir Hinweise zu dieser Tabelle siche die Bemerkungen zu Tabelle 7.5 auf Seite 178.



7.4. Wachentliche Wechselkursinderungen 189

Tabelle 7.11: DM/SFR KUurRs — ARFIMA(p,d,q)-SCHATZUNGEN DER PRO-
ZENTUALEN WOCHENTLICHEN VERANDERUNGEN

Parameterschatzungen

Sch.V. a as d B B2 AIC Schwarz

PERIODE 1.1.1973 - 30.4.1990

GPH -0,0258
[-0,1804]
aW -0,1969***  -0,1036"" 0,1773*** -8614,5656 -8600,1953
[-3,1092)  [-22011]  [3,1455] (1) (@)
aW 0,0235 -8610,5727 -8605,7826
[0,9308] (8) (1)
aW 0,1174* -0,1415*° -8613,0825 -8603,5023
[2,0303) [-1,978] (2) (2)
PERIODE 1.1.1976 - 30.4.1990
GPH -0,0345
[-0,2302]
aW -0,6125™*=  -0,7270**  0,0895"" 0,5194***  0,6297*** -7162,0819 -7139,0898
[47192)  [-4,0139] [2,1383] (35339]  [2,9108] (1) (13)
aW 0,0256 -7155,9206 -7151,3208
[0,9024] (9) (1)
PERIODE 1.1.1980 - 30.4.1990
GPH -0,0870
[-0.5236]
aW 0,6625*** -0,6649*"*  0,0829" -5350,3182  -5337,5052
[4,9217] [-4,7875] [1,7414] (1) (9)
aW 0,0323 -5349,7040 -5325,4330
[0,9217) 3) (1)
PERIODE 1.1.1973 - 31.12.1979
GPH 0,1257
[0,6444)
aW -0,2271°*  -0,1483"" 0,1904* -3328,8088 -3317,1588
[-2,5228] [-2,1437] [2,4092) (1) (9)
aW -0,0304 -3327,4344  -3323,5511
[-0,5691] 3) (1)
Fiir Hinweise zu dieser Tabelle siehe die Bemerkungen zu Tabelle 7.5 auf Seite 178.
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erganzt, da beide AR-Parameter negativ sind. Beziiglich der Zeitreihe der pro-
sentualen wochentlichen Veranderungen des DM/SFr Kassakurses 1a8t sich also
das Fazit ziehen, daB sich die Existenz von Long Memory gemischt mit einem
AR(2)-ProzeB auf die ersten Jahre der Periode flexibler Wechselkurse konzentriert.

Tabelle 7.12 enthalt die Prognoseergebnisse. Abgesehen von der Verlangerung
des Schitzzeitraumes um jeweils eine Woche entspricht die Durchfithrung den
Prognosen, die auf Basis von monatlichen Daten im vorhergehenden Abschnitt
durchgefiihrt wurden. Allerdings werden aus rechentechnischen Griinden nur die
halbjahrlichen und einjahrigen Prognosen berechnet.

Tabelle 7.12: PROGNOSEEIGENSCHAFTEN VERSCHIEDENER ARFIMA(p,d,q)-
SPEZIFIKATIONEN BEI PROZENTUALEN WOCHENTLICHEN KASSAKURSVERAN-
DERUNGEN

Mittlerer quadratischer Prognosefehler

Vorhersagezeitraum
in Monaten
Kurs Spez. 6 12
DM/$ 0d0 0,000093  0,000507
(-7,0%) (—3.0%)
000 0,000100  0,000522

SFr/$ 040 0,000094  0,000471
(-4.1%)  (~0,2%)
000  0,000098  0,000472

DM/SFr 0d0 0,000007  0,000021
(+16,7%) (+31,3%)

2d0 0,000006  0,000014

(0,0%) (-12,5%)

000 0,000006  0,000016

Fiir Hinweise zu dieser Tabelle siehe die Bemerkungen zu Tabelle 7.4 auf Seite 175.

Fiir die wochentlichen Differenzen des logarithmierten DM/ US-Dollar Kassa-
kurses ist der mittlere quadratische Prognosefehler des ARFIMA(0,d,0)-Modells
im Vergleich zum Weifien Rauschen um 3,0% bis 7,0% geringer. Damit emp-
fiehlt sich das Long Memory-Modell auch bei Wochendaten trotz teilweise insi-
gnifikanter Parameterschitzungen und potentieller Probleme aufgrund bedingter
Heteroskedastie als geeignetes Prognosemodell. Diese Beobachtung gilt, wie bei
den niedrigeren Beobachtungsfrequenzen auch, in abgeschwichter Form fiir den
SFr/US-Dollar Kurs.
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Wie aus Tabelle 7.12 zu ersehen ist, erzielt das Modell fraktional differen-
zierten Rauschens bei der Prognose des wochentlichen DM/SFr Kassakurses we-
sentlich schlechtere Ergebnisse als der Random Walk mit Drift, obwohl es vom
Schwarz-Kriterium, abgesehen von den 80iger Jahren, immer selektiert wurde.
Das vom AIC hingegen praferierte ARFIMA(2,d,0)-Modell, das starke Short Mem-
ory-Komponenten beriicksichtigt, schneidet bei den einjahrigen Prognosen um
12,5% besser ab als das Random Walk-Modell.

Zusammen mit der im Vergleich zur ARFIMA(0,d,0)-Prognose besseren ARFI-
MA(1,d,0)-Prognose der monatlichen DM/US-Dollar Kassakurse kann diese Tat-
sache als Beispiel dafiir dienen, daff bei Vorliegen von ARFIMA(p,d,q)-Prozessen
das Schwarz-Kriterium zur Selektion von ARFIMA (p,d,q)-Prognosemodellen zur
Unterparametrisierung neigt. Folglich kdnnen wichtige Short Memory-Kompo-
nenten vernachlassigt werden. DaB das AIC bei Vorliegen von ARFIMA(p,d,q)-
Prozessen bessere Prognoseleistungen als das Schwarz-Kriterium induziert, sollte
nicht verwundern, da es, wie in Abschnitt 5.3 gezeigt wurde, auch eine wesentlich
groBere Selektionswahrscheinlichkeit eines gemischten Short und Long Memory-
Prozesses als das Schwarz-Kriterium besitzt. Dieses Ergebnis steht allerdings im
Widerspruch zu Koehler und Murphree (122, 1988], die auf der Basis univariater
Zustandsraummodelle Prognosen verschiedener tatsichlich beobachteter Zeitrei-
hen durchfithrten?®, wobei die Spezifikation der Prognosemodelle mittels des AIC
und des Schwarz-Kriteriums erfolgte. In ihrer Analyse ist das Schwarz-Kriteriums
dem AIC iiberlegen.

Als Fazit der Analyse von wéchentlichen Wechselkursénderungen ergibt sich,
daB der DM/US-Dollar Kassakurs und in abgeschwichter Form der SFr/US-Dollar
Kassakurs mittels eines Long Memory-Modells gut erfafit werden kénnen. Dabei
deuten die Schatzergebnisse fir den DM/US-Dollar Kassakurs darauf hin, dafi
hierfir hauptsichlich die 70iger Jahre verantwortlich sind. Beim wochentlichen
DM/SFr Kassakurs ist dariiber hinaus die Long Memory-Komponente von ei-
nem signifikanten AR(2)-Prozef iiberlagert. Auch hier scheinen die stochastischen
Strukturen in den 70iger Jahren stirker ausgeprigt zu sein. In allen drei Fallen
konnte durch Verwendung der entsprechenden ARFIMA(p,d,q)-Spezifikation der
mittlere quadratische Vorhersagefehler im Vergleich zum Random Walk-Modell
mit Drift gesenkt werden.

23 pivariate Zustandsraummodelle entsprechen ARMA(p,p)-Modellen, stellen also eine Teil-
gruppe der ARMA(p,g)-Modelle dar.
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7.5 Téagliche Wechselkursinderungen

Die taglichen prozentualen Verinderungen von Wechselkursen sind in der Lite-
ratur bisher nicht mit fraktional integrierten ARMA-Modellen analysiert wor-
den. Eine Interpretation der Parameterschitzungen von ARFIMA-Spezifikationen
sollte allerdings bei Tagesdaten mit Vorsicht erfolgen, da Tagesdaten im Vergleich
zu Monatsdaten weit starker durch bedingte Heteroskedastie gepragt sind. Ein
Vorteil von Tagesdaten ist jedoch, daB Tests auf Vorliegen von Weiem Rauschen
aufgrund der groBen Zahl von bis zu 4300 Beobachtungen nicht wie bei der Ana-
lyse von Quartals- oder Monatsdaten aufgrund ihrer geringen Macht unzuverlassig
sind. Die in diesem Abschnitt analysierten Gesamt- und Teilperioden entsprechen
denen der vorangegangenen Abschnitte iiber Monats- und Wochendaten.

Fir den DM/US-Dollar Kassakurs ergibt sich bei einem Blick in Tabelle
7.13 folgendes Bild. Abgesehen von den 70iger Jahren selektiert das AIC im-
mer ARFIMA(2,d,0)-Prozesse, deren Parameterschitzungen alle signifikant sind,
einige sogar auf dem 1% Niveau. Typisch fiir die Parameterschitzungen die-
ser Modelle ist, dal die beiden AR-Parameter im Absolutbetrag ungefahr den
ersten beiden AR-Parametern der AR(c0)-Darstellung eines fraktional differen-
zierten Rauschens mit d = 0,07 entsprechen, denn nach (3.15) in Unterabschnitt
3.1.2 wiren a; = 0,0700 und o, = 0,0325. Das bedeutet, daB der AR-Teil des
ARFIMA(2,d,0)-Modells sozusagen die Wirkung der ersten beiden AR-Parameter
des fraktional differenzierten Rauschens ausloscht. Die Eigenschaft einer hyperbo-
lisch abklingenden Autokovarianzfunktion bleibt also erhalten. Diese Spezifikation
deutet damit darauf hin, daB zwar die Autokovarianzen geringer Lags keine Rolle
spielen, jedoch die Autokovarianzen gréfierer Lags einen nicht zu vernachlissi-
genden EinfluB besitzen. Mit den traditionellen ARMA-Modellen kann dieser
signifikante, aber schwache Einflu nicht erfat werden, da er fiir eine hochpa-
rametrische AR-Darstellung zu gering ist, um signifikante Parameterschatzungen
zu erzeugen. Diese Interpretation 1aBt sich auch auf die Schitzung fiir die 70iger
Jahre tibertragen, da das AIC fiir diese Periode ein ARFIMA(0,d,2)-Modell mit
entsprechender Parameterkonstellation selektiert.

Folgt man allerdings der Wahl des Schwarz-Kriteriums, so zeigen die Schitzun-
gen sowohl fiir die Gesamt- als auch fiir jede Teilperiode alle Anzeichen von
Weilem Rauschen, denn alle Parameterschitzungen der jeweils einparametrigen
Spezifikationen sind insignifikant. Eine ARFIMA(0,d,0)-Spezifikation wurde nur
fir die 70iger Jahre gewahlt. Gegen die Prasenz von Long Memory sprechen,
abgesehen von der Gesamtperiode, auch die insignifikanten Schitzungen des Ge-
weke/Porter-Hudak- Verfahrens. Dariiber hinaus ordnet das Schwarz-Kriterium
die vom AIC gewahlten Spezifikationen nicht unter den ersten vier Spezifikatio-
nen ein. Long Memory in den Tagesdaten des DM/US-Dollar Kassakurses lafit



7.5. Tégliche Wechselkursinderungen 193

Tabelle 7.13: DM /US-DoLLAR Kurs — ARFIMA(p,d,q)-SCHATZUNGEN DER
PROZENTUALEN TAGLICHEN VERANDERUNGEN

Parameterschitzungen

Sch.V. ay oy d B B2 AIC Schwarz

PERIODE 1.1.1973 - 30.4.1990

GPH 0,2046*"
[2,3101)
aW -0,0938***  -0,0587"*" 0,07872**~ -42988,8456  -42969,7222
[-3,5187] [-3,0192] [3,5126] (1) (5)
aW -0,0132 -42979,3731 -42972,9986
[0,8619] (8) (1)
PERIODE 1.1.1976 - 30.4.1990
GPH 0,0708
[0,7644]
aW -0,0811**" -0,0394* 0,0594** -35794,0326 -35775,4624
[-2,7003] [1,8200] [2,3409] (1) 9)
aW -0,0206 -35792,3006 -35786,1106
[-1,2354) (5) (1)
PERIODE 1.1.1980 - 30.4.1990
GPH 0,0527
[0,5106)
aW -0,1093"**  -0,0442" 0,0756*" -25359,6354 -25342,0514
[-3,0659] [-1,7000] [2,5000] (1) 9)
aW -0,0316 -25357,2007 -25351,3393
[-1,6112) (7 (1)
PERIODE 1.1.1973 - 31.12.1979
GPH -0,0200
[-0,1722)
aW 0,1183* -0,0960  -0,1087°** -17707,1688 -17690,7845
[2,1745] [-1,5617) [-3,0951] (1) (6)
aW 0,0222 -17700,7649 -17695,3038
[1,2104) (8) (1)

Fiir Hinweise zu dieser Tabelle siche die Bemerkungen zu Tabelle 7.5 auf Seite 178.
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Tabelle 7.14: SFR/US-DoLLAR KUuRs — ARFIMA(p,d,q)-SCHATZUNGEN DER
PROZENTUALEN TAGLICHEN VERANDERUNGEN

Parameterschiatzungen
Sch.V. aq s d 5y B2 AIC Schwarz
PERIODE 1.1.1973 - 30.4.1990
GPH 0,1584
[1,8049]
aW -0,0554**  -0,0444*" 0,05372** -42269,9713 -42250,8196
[-2,0450] [-2,2987] [2,3506] (1) )]
aW 0,0082 -42267 8792 -42261,4953
[0,72145) (5) 1)
PErioDpE 1.1.1976 - 30.4.1990
GPH 0,1475
[1,5909]
aW -0,0131 -34870,0843 -34863,8904
[-0,7821] (1) (1)
aW -0,0130 -34870,0790 -34863,8850
[-0,7773] @) @)
PERIODE 1.1.1980 - 30.4.1990
GPH 0,0650
[0,6381]
aW 0,0481" -0,0648 -25114,4512 -25102,7208
[1,8268) [-1,9126] (1) 4)
aW -0,0146 -25112,7472 -25106,8820
[-0,7461] (5) (1)
PErIODE 1.1.1973 - 31.12.1979
GPH -0,0184
[-0.1611]
aW 0,0217 -0,0589** -17154,4236 -17143,4661
[0,9138] [-2,4562] (1) (3)
aW 0,0211 -17150,4535 -17144,9748
[0,8355] (11) (1)

Fiir Hinweise zu dieser Tabelle siehe die Bemerkungen zu Tabelle 7.5 auf Seite 178.

Die taglichen Kassakurse des SFr/US-Dollar zeigen fir die Gesamtperiode
gemaB Tabelle 7.14 ein dem DM/US-Dollar Kassakurs ahnliches Bild. Doch fiir
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die Teilperioden wihlt das AIC ebenso wie das Schwarz-Kriterium jeweils unter-
schiedliche Spezifikationen. Dabei spielen in den Teilperioden vom 1. Januar 1976
bis 30. April 1990 und in den 70iger Jahren Intermediate oder Long Memory iiber-
haupt keine Rolle. Auch sind die vom AIC selektierten Spezifkationen nur in zwei
Fallen schwach signifikant. In den taglichen SFr/US-Dollar Kassakursen sind die
Hinweise auf Long Memory im Vergleich zum DM/US-Dollar Wechselkurs also
schwicher.

Welche Modellspezifikation ist fir den DM/SFr Kassakurs am geeignetsten?
Hier bietet sich in Tabelle 7.15 ein uneinheitliches Bild. Fir die Gesamtperi-
ode erfaBt die Wechselkursentwicklung gema AIC und Schwarz-Kriterium ein
ARMA(2,2)-Modell mit ausschlieBlich signifikanten Parameterschitzungen am be-
sten. Gleichzeitig ist die Parameterschitzung des Geweke/Porter-Hudak-Verfah-
rens Null. Intermediate und Long Memory sind also fiir die Gesamtperiode von
keiner Bedeutung.

Die Dominanz von Short Memory gilt nicht fiir alle Teilperioden. Bei Betrach-
tung von Tabelle 7.15 fallt auf, daB die 70iger Jahre von signifikanten AR(2)- oder
MA(1)-Prozessen mit Parameterschétzungen fiir a; bzw. B um -0,2 gepragt sind.
Fiir die 80iger Jahre finden sich hingegen keine Anzeichen fiir eine stochastische
Struktur in den Daten, da die Parameterschitzungen des ARMA(2,2)-Prozesses,
der vom AIC fiir die 80iger Jahre selektiert wird, auf mindestens eine gemein-
same Wurzel von AR- und MA-Polynom hindeuten und die Parameterschatzungen
der vomn Schwarz-Kriterium selektierten einparametrigen Short Memory-Prozesse
nahe Null sind. Damit 138t sich die SchluBfolgerung ziehen, daf die fiir die Gesamt-
periode auffallend starke Short Memory-Komponente in den taglichen DM/SFr
Kassakursen entscheidend durch die Wechselkursentwicklung in den 70iger Jah-
ren determiniert sein mufl.

Insgesamt 1aBt sich also sagen, da Long Memory, sieht man von der AIC Spe-
zifikation des DM/US-Dollar Kassakurses ab, keine vorherrschende Eigenschaft in
Zeitreihen von tiglichen Wechselkursen ist. Aufgrund geeigneter Schitzverfahren
kann gegenwirtig allerdings nicht geklart werden, inwieweit dies auf die Existenz
bedingter Heteroskedastie in den Daten zuriickzufithren ist.

Eine Uberprifung der Schatzergebnisse mittels Out-of-Sample-Prognosen fin-
det bei Tagesdaten nicht statt, da dies im Fall einer Jahresprognose ca. h = 200
Prognoseperioden erfordern wiirde. Bei derart groBem h sind die Prognosen ei-
nes ARFIMA (p,d,q)-Modells mit d nahe Null jedoch lingst gegen den Mittel-
wert der Zeitreihe konvergiert, so daB sich diese Prognosen von den Prognosen
eines Random Walks mit Drift nicht mehr besonders unterscheiden wiirden. Eine
Uberpriifung der selektierten Modellspezifikationen miifite also kiirzere Progno-
sehorizonte mit verschiedenen Schitzzeitraumen umfassen. Derartige Prognosen
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Tabelle 7.15: DM/SFRrR Kurs — ARFIMA(p,d,q)-SCHATZUNGEN DER PRO-

ZENTUALEN TAGLICHEN VERANDERUNGEN

Parameterschiatzungen
Sch.V. oy as d B B AIC Schwarz
PERrIODE 1.1.1973 - 30.4.1990
GPH -0,0000
[-0,0008])
GPH 0,1600**
a =055 (2,2878)
aW -0,9593"*  -0,3463""" 0,8231***  0,1927** -47081,8284 -47056,3508
[-10,7868]  [-4,2579] (8,9000)  [2,2342) (1) (1)
aW -0,1431°** -47052,7887 -47046,4193
[-9.4802] (4) 2
PERIODE 1.1.1976 - 30.4.1990
GPH 0,0756
(0,8071]
aW 0,0157 -40425,5657 -40419,3815
(1,2062] (1 (1)
aW 0,0110 -40424,5125 -40418,3283
[0,6579] ) 2)
PerIODE 1.1.1980 - 30.4.1990
GPH 0,1204
(1,1676]
GPH -0,1065
a=045 [-0,8211]
aW 0,7115"* -0,4942** -0,7175* 0,5491**  -30354,3482 -30330,9291
[2,3309] [-2,400] [-2,4326] [2,8361] (1) (12)
aW 0,0200 -30350,0479 -30344,1931
(1,3254] (9) (1)
PERIODE 1.1.1973 - 31.12.1979
GPH 0,1596
(1,3759)
aW -0,1982***  -0,05637"" -17861,6405 -17850,7241
[-8.2769]  [-2.1452] (1) ()
aW -0,2000"*" -17860,1180 -17855,1180
[-8,3361] (2) (1)

Fiir Hinweise zu dieser Tabelle siche die Bemerkungen zu Tabelle 7.5 auf Seite 178.
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werden im Rahmen dieser Arbeit jedoch nicht durchgefiihrt.

7.6 Zusammenfassung und Beurteilung der em-

pirischen Ergebnisse

Wihrend in den vier vorhergehenden Abschnitten die detaillierten Ergebnisse den
einzelnen Beobachtungsfrequenzen nach geordnet dargestellt und diskutiert wur-
den, werden im folgenden die Ergebnisse nach Wechselkursen sortiert zusammen-
gefaBt. Im einzelnen wurden die vierteljéhrlichen, monatlichen, wochentlichen
und téglichen prozentualen Verinderungen der Kassakurse des DM/US-Dollar,
des SFr/US-Dollar und des DM/SFr fiir die Periode vom 1. Januar 1973 bis 30.
April 1990 untersucht. Abgesehen von den Quartalsdaten wurden fiir alle drei
Zeitreihen auch Teilperioden analysiert. Im einzelnen umfassen sie die Periode
vom 1. Januar 1976 bis 30. April 1990, die Periode vom 1. Januar 1980 bis 30.
April 1990 und die Periode vom 1. Januar 1973 bis 31. Dezember 1979. Auflerdem
wurden bei vierteljahrlichen und monatlichen Daten Out-of-Sample-Prognosen fiir
ein, zwei, drei und vier Quartale, bei wochentlichen Daten fiir zwei und vier Quar-
tale durchgefithrt. Grundsétzlich ergaben sich dabei aus der Analyse der Viertel-
jahresdaten keine Hinweise auf die Existenz von Intermediate oder Long Memory
in den DM/US-Dollar, SFr/US-Dollar und DM/SFr Kassakursen. Allerdings gilt
dieses Fazit mit der Einschrankung, daB aufgrund der geringen Beobachtungszahl
Verzerrungen eine Identifikation von Intermediate bzw. Long Memory erschweren.

Die meisten Hinweise auf das Vorliegen von Long Memory in Wechselkursande-
rungen fanden sich in den DM/US-Dollarkursen. So wurde der mittlere quadra-
tische Prognosefehler bei der Vorhersage monatlicher Anderungen mit Hilfe eines
ARFIMA(1,d,0)-Prozesses im Vergleich zum Random Walk mit Drift gesenkt,
obgleich dieses Modell nicht fiir alle geschatzten Teilperioden signifkant ist. Ahn-
liche Resultate erhilt man fiir die héherfrequenten Wochendaten. Nunmehr spielt
die Short Memory-Komponente allerdings keine Rolle mehr. In den Tagesdaten
finden sich Hinweise auf Long Memory wiederum gemischt mit Short Memory-
Komponenten.

Betrachtet man die SFr/US-Dollarkurse, so zeigt sich qualitativ ein den DM/
US-Dollarkursen vergleichbares Bild. Allerdings fehlt die Short Memory-Kompo-
nente in den monatlichen Wechselkursraten. Dariiber hinaus ist die stochastische
Struktur generell schwicher ausgepragt. Dies auflert sich in fast ausschlieBlich
insignikanten Parameterschatzungen und nur geringeren Verbesserungen der Pro-
gnosequalitit gegeniiber dem Random Walk mit Drift. Dennoch erweist sich das
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Long Memory-Modell als eine sinnvolle Beschreibung dieser Wechselkurszeitrei-
hen.

Hingegen erscheint fiir die Modellierung des DM/SFr-Kurses der fraktional
integrierte ARMA-Proze8 kein geeignetes Zeitreihenmodell. So ergibt sich fiir
die monatlichen Verinderungen eine iiber die verschiedenen Teilperioden hinweg
widerspriichliche Modellselektion, die sowohl reine Short Memory- als auch ge-
mischte Short und Intermediate Memory-Modelle umfaBt. Letztere erzielen dabei
im Vergleich zum Random Walk mit Drift wesentlich bessere Prognoseergebnisse.
Betrachtet man dagegen wochentliche Daten, so werden je nach Teilperiode ent-
weder gemischte Short und Long Memory oder reine Short Memory-Prozesse se-
lektiert. Je nach Wahl der Modellspezifikation verbessert oder verschlechtert sich
die Prognosequalitat erheblich. In den tiglichen Anderungen finden sich dagegen
weder Hinweise auf Long Memory noch auf Intermediate Memory. Damit bieten
die Ergebnisse des DM/SFr-Kurses ein sehr uneinheitliches Bild.

Einige Bemerkungen sind angebracht. So deuten die Schétzergebnisse fiir
den DM/US-Dollar Kassakurs darauf hin, da$ die Signifikanz des Long Memory-
Parameters hauptsichlich von der Beriicksichtigung der Anpassungsjahre an das
System flexibler Wechselkurse nach dem Ende von Bretton Woods abhingt. Be-
ziiglich der Relevanz der Ergebnisse von wéchentlichen und téglichen Daten ist
anzumerken, dafl bisher in der Literatur nicht geklart wurde, inwieweit bedingte
Heteroskedastie, die diesen hochfrequenten Zeitreihen zu eigen ist, zu Verzerrun-
gen der Maximum-Likelihood-Schitzungen fiihrt.

Ein Problem der Interpretation der Ergebnisse von verschiedenen Beobach-
tungsfrequenzen ist, daff bisher keine theoeretischen Ergebnisse beziiglich der
temporalen Aggregation von fraktional integrierten ARMA-Prozessen existieren
und somit die Schitzungen beziiglich der jeweiligen Beobachtungsfrequenzen sta-
tistisch nicht auf ihre Konsistenz hin iiberpriift werden kénnen, denn teilweise er-
scheinen die Ergebnisse als substantiell verschieden. So zeigen z.B. die Ergebnisse
fir die Wochendaten des DM/US-Dollar Kassakurses ein Bild, das im Gegensatz
zu den Ergebnissen bei Monatsdaten steht. Obwohl Long Memory bei Wochenda-
ten wihrend der 70iger Jahre besonders ausgeprigt und signifikant ist, zeigen die
Monatsdaten fiir den gleichen Zeitraum insignifikantes Intermediate Memory (Ta-
bellen 7.9 und 7.5 auf den Seiten 186 und 178). Ahnlich ist der Fall des DM/SFr
Kassakurses in den 80iger Jahren. Wird vom AIC bei Wochendaten ein auf-
grund gemeinsamer Wurzeln méglicherweise stark verzerrtes ARMAC(1,2)-Modell
gewahlt, selektiert das gleiche Kriterium fiir Monatsdaten ein hochsignifikantes
ARFIMA(0,d,q)-Modell (Tabellen 7.11 und 7.7 auf den Seiten 189 und 182).

Obwohl also noch einige Fragen bei der Schitzung von fraktional integrier-
ten ARMA-Modellen offen bleiben, zeigen die vorangegangenen Untersuchungen,
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daB das ARFIMA-Modell insbesondere fiir die zwei Dollarwechselkurse eine sinn-
volle stochastische Beschreibung der Entwicklung von Wechselkursen zu bieten
scheint. Inwieweit als mogliche Ursache fiir Long Memory auf dem Devisenmarkt,
entsprechend den theoretischen und empirischen Ergebnissen der Abschnitte 6.4
und 6.5, die stochastische Entwicklung auf anderen Markten relevant ist, oder ob
andere Faktoren wie zum Beispiel irrationale Spekulanten eine Rolle spielen, kann
in dieser Arbeit nicht abschlieBen geklart werden. Dies erfordert Analysen der
jeweiligen nationalen Geldangebotsprozesse, die iiber die in Abschnitt 6.4 genann-
ten Untersuchungen hinausgehen. In ihnen mufl einerseits die bisherige Evidenz
von Long Memory in den Geldangebotsmengen M1, M2 und M3 des US-Dollar
erhartet, andererseits eine Analyse der Geldangebotsprozesse anderer Wahrungen
durchgefiihrt werden.






Kapitel 8

Zusammenfassung der
Ergebnisse

In der vorliegenden Arbeit erfolgte eine empirische Analyse ausgewahlter Wechsel-
kurse. Im Mittelpunkt stand dabei die Approximation der zugrundeliegenden sto-
chastischen Prozesse mittels neuerer zeitreihentheoretischer Methoden. Motiviert
wurde diese Arbeit durch eine Hypothese jiingerer Studien aus der Wechselkurs-
theorie, die besagt, daB Realisationen von Wechselkursinderungen im Zeitablauf
durch Long Memory-Prozesse charakterisiert werden konnen. Die vorliegende
Arbeit kommt aufgrund umfangreicher empirischer Analysen zu dem Schlufl, daf
die scheinbar klare Evidenz pro Long Memory in Wechselkursinderungen deutlich
qualifiziert werden mu8: Long Memory ist eine wichtige Eigenschaft ausgewahl-
ter Reihen, Perioden und Beobachtungsfrequenzen, aber nicht ein allumfassendes

Phéanomen.

Ein wichtiges Element weiterer Forschung ist daher die préazise Interpreta-
tion des vorliegenden Datenmaterials. Hier wurden einige Schatzverfahren aus
der Skonometrischen Literatur, die sich durch vielversprechende asymptotische
und rechentechnische Eigenschaften auszeichnen, im Hinblick auf ihre Schitzei-
genschaften fiir Stichproben realistischen Umfangs untersucht. Zudem wurde die
Identifikation der korrekten Modellspezifikation problematisiert.

Sollte kiinftige Forschung — unter Beriicksichtigung dieser Gkonometrischen
Ergebnisse — weitere Beispiele fiir das Vorliegen von Long Memory in anderen
Wechselkurszeitreihen finden, so wird die Frage nach den &konomischen Ursachen
umso dringender. Diese Arbeit bemiihte sich um einen ersten Schritt zur Skono-
mischen Fundierung des Long Memory-Phinomens im Wechselkursbereich.
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In den folgenden Abschnitten werden die Ergebnisse aus den Kapiteln 4 bis
7 im einzelnen zusammengefat. Die Kapitel 1 bis 3 dienten der Motivation der
Studie, der Einfithrung zeitrethentheoretischer Grundlagen und der detaillierten
Darstellung der Theorie von Long Memory-Prozessen. Im Mittelpunkt stand da-
bei das fraktional integrierte ARMA-Modell. In den Kapiteln 4 und 5 wurden
dann alle fiir die empirische Anwendung dieser Modelle wichtigen Aspekte ana-
lysiert. Den Anfang bildete dabei ein Literaturiiberblick {iber die verschiedenen
Verfahren zur Schitzung von fraktional integrierten ARMA-Modellen und deren
asymptotischen Schétzeigenschaften in Kapitel 4. Neben dem Geweke/Porter-
Hudak-Verfahren und der exakten Maximum-Likelihood-Methode wurden dabei
zwel approximative Maximum-Likelihood- Verfahren besonders ausfiihrlich darge-
stellt: der Whittleschatzer und dessen Approximation. Als zentrales Ergebnis
von Kapitel 4 konnte ein alternatives, zuverldssiges Verfahren zur Berechnung des
Whittleschétzers abgeleitet werden. Es basiert auf der von Sowell [178, 1992] ent-
wickelten Methode zur Berechnung der Autokovarianzfunktion. Steht bereits ein
Computerprogramm zur Berechnung der Autokovarianzfunktion zur Verfiigung,
wird die Berechnung des Whittleschitzers sehr vereinfacht. Damit kann bei der
Berechnung des Whittleschitzers die Integration iiber das Periodogramm ver-
mieden werden, welche aufgrund der erratischen Struktur des Periodogramms
sowohl duflerst rechenintensiv als auch ungenau sein kann. Geht es jedoch um
die Schatzung sehr langer Zeitreihen, sollte weiterhin der approximative Whittle-
schatzer verwendet werden, da er wesentlich weniger Rechenaufwand erfordert.

In Kapitel 5 wurden die Schatzeigenschaften der in Kapitel 4 dargestellten
Schatzverfahren bei Vorliegen kurzer Zeitreihen analysiert. Auch hier wurde das
Schwergewicht auf die beiden approximativen Maximum-Likelihood-Verfahren ge-
legt, ohne jedoch die aus der Literatur verfigbaren Ergebnisse beziiglich der ex-
akten Maximum-Likelihood-Methode und des Geweke/Porter-Hudak-Verfahrens
zu vernachlissigen. Dabei wurde festgestellt, dal unabhingig von der Wahl des
Schatzverfahrens gilt, dafl die zuverlissige Identifikation von Intermediate und
Long Memory-Prozessen eine gréBere Zahl an Beobachtungen erfordert als dies
bei traditionellen ARMA-Modellen der Fall ist.

Unter der Bedingung, daB die Spezifikation des zu schitzenden ARFIMA-Pro-
zesses bekannt ist, wurden mit Hilfe von Monte-Carlo-Simulationen zunichst aus
der Literatur bekannte Ergebnisse bestatigt: Das Ausma8 der Verzerrung des In-
termediate/Long Memory-Parameters hingt von der Parameterkonstellation des
wahren ARFIMA(p,d,q)-Prozesses ab. Darliber hinaus konnte fiir die approxima-
tiven Maximum-Likelihood-Methoden gezeigt werden, wie bei Kenntnis des wah-
ren ARFIMA-Prozesses Riickschlisse auf das AusmaB der Parameterverzerrung
moglich sind, wenn das Verhaltnis zwischen den Prozessen betrachtet wird, aus
denen sich der wahre ARFIMA(p,d,q)-ProzeB zusammensetzt. Zu diesen Prozes-
sen gehéren der AR(p)-, der ARFIMA(0,d,0)- und der MA(g)-Proze. Sie wurden
als Basisprozesse eines ARFIMA(p,d,q)-Prozesses definiert.



R P SOk b A R

Kapitel 8. Zusammenfassung der Ergebnisse 203

Weiter wurde gezeigt, daB Hypothesentests aufgrund teilweise stark verzerrter
t-Werte eine geringe Aussagekraft aufweisen kénnen. Dabei konnte nachgewiesen
werden, daB die Verzerrung der t-Werte sowohl vom wahrem Parameterwert als
auch von der fiir ein Schitzverfahren spezifischen Parameterverzerrung abhangt.
Nur wenn beide GroSen bekannt sind, kann beurteilt werden, inwieweit die Macht
eines Tests durch verzerrte Parameterschatzungen beeinflufit wird.

Bei einem sehr ausfiihrlichen Vergleich der verschiedenen Maximum-Likeli-
hood-Methoden wurde zunéchst ein in der Literatur vorhandenes Ergebnis be-
statigt. Bei Kenntnis des Mittelwertes sollte, sofern moglich, auf jeden Fall das
exakte Maximum-Likelihood-Verfahren Verwendung finden. Muf hingegen der
Mittelwert der Zeitreihe ebenfalls geschitzt werden, fiihren die Approximationen
der Likelihoodfunktion zu keiner nennenswerten Verschlechterung der Schatzei-
genschaften. Ursache hierfiir ist die bei Vorliegen von Long Memory vergleichs-
weise grofie Varianz der Mittelwertschitzung, welche einen wesentlichen Infor-
mationsgewinn aus der in die exakte Likelihoodfunktion eingehenden Schéitzung
des Mittelwertes verhindert, so da die Unabhangigkeit der approximativen Like-
lihoodfunktionen vom Mittelwert einer Zeitreihe kaum Auswirkungen hat.

Bei einem direkten Vergleich der beiden approximativen Maximum-Likelihood-
Verfahren mittels ausfithrlicher Monte-Carlo-Simulationen wurde deutlich, daff
die Verwendung des Whittleschitzers insbesondere dann zu einer Reduktion der
Parameterverzerrung und der mittleren quadratischen Abweichung fithrt, wenn
die Parameterverzerrungen bei Verwendung des approximativen Whittleschatzers
besonders grof sind. Die Konsequenz hieraus ist, daB auf die Verwendung der
exakten Maximum-Likelihood-Methode und damit auf den Aufwand der Invertie-
rung der Kovarianzmatrix, auBer bei Kenntnis des Mittelwertes, verzichtet werden
kann, und stattdessen entweder der Whittleschitzer oder bei Vorliegen sehr lan-
ger Zeitreihen dessen Approximation verwendet werden sollte. Es sollte an dieser
Stelle auf zwei wichtige Ergebnisse hingewiesen werden, die sich nach Abschluf
der vorliegenden Arbeit ergeben haben. So hat Hauser [102, 1993] mittels Monte
Carlo-Simulationen eine weitere Approximation der exakten Likelihoodfunktion
hinsichtlich des Schitzverhaltens bei kiirzeren Zeitreihen untersucht. Dabei er-
gibt sich fir die auf Boes, Davis und Gupta [16, 1989] zuriickgehende Approxi-
mation gegeniiber dem approximativen Whittleschatzer eine deutliche Reduktion
der Parameterverzerrung und der mittleren quadratischen Abweichung. Gleich-
zeitig verteidigen Smith, Sowell und Zin (175, 1993] die Anwendung der exakten
Maximum-Likelihood-Methode und schlagen vor, eine Zeitreihe vor deren Anwen-
dung immer erst einmal zu differenzieren, um die Schatzung unabhangig vom
Mittelwert zu machen und Schitzungen nahe dem Instationaritatsbereich zu ver-
meiden. Dariiber hinaus zeigen sie ein iteratives Verfahren zur Korrektur der
Parameterverzerrung bei der Schitzung von fraktional differenziertemn Rauschen
auf. Allerdings erscheint die Anwendbarkeit des Verfahrens bei Vorliegen von
gemischten Short und Memory-Prozessen sehr fraglich.
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In der vorliegenden Arbeit wurde weiter herausgearbeitet, daB eine zuverlas-
sige Identifikation von Long Memory im allgemeinen eine korrekte Modellselektion
voraussetzt, da die Verzerrung des Intermediate/Long Memory-Parameters stark
von der gewdhlten Modellspezifikation abhingt. Deshalb wurden die Selektions-
wahrscheinlichkeiten von verschiedenen ARFIMA-Prozessen bei Verwendung un-
terschiedlicher Selektionskriterien analysiert, indem die Selektionswahrscheinlich-
keiten mittels Monte-Carlo-Simulationen approximiert wurden. In verschiedenen
Experimenten dabei wurde festgestellt, daB sich die Selektion von reinen Inter-
mediate Memory-Prozessen mit Ausnahme von schwachem Intermediate Memory
bei 100 Beobachtungen als recht zuverlassig erweist. Bei reinen Long Memory-
Prozessen sind hingegen mindestens 200 Beobachtungen erforderlich, um hnlich
hohe Selektionswahrscheinlichkeiten zu erreichen. In allen Fillen gilt, da die
Selektionswahrscheinlichkeit des korrekten Prozesses mit abnehmendem Absolut-
betrag des Intermediate/Long Memory-Parameters abnimmt. Die besten Selekti-
onsergebnisse wurden generell mit dem Schwarz-Kriterium erzielt.

Wenn der Long Memory-Proze von Short Memory-Komponenten iiberla-
gert wird, kénnen die Selektionswahrscheinlichkeiten jedoch drastisch sinken. An-
hand von zwei beispielhaft ausgewahlten Parameterspezifikationen der simulierten
ARFIMA-Prozesse wurde argumentiert, daf die Selektionseigenschaften in keiner
Weise zufriedenstellend sind, wenn bei Kenntnis der Parameterspezifikation des
wahren Prozesses besonders grofle Parameterverzerrungen zu erwarten wéren. Es
bleibt abzuwarten, inwieweit eine kiirzlich von Hauser [102, 1993] vorgeschlagene
Korrektur des AIC eine zuverlissigere Modellselektion gewahrleisten kann. Wei-
ter deuten die Ergebnisse dieser Arbeit darauf hin, dafl zur Identifikation von
gemischten Short und Long Memory-Prozessen sich das AIC als das beste Se-
lektionskriterium erweist. Es wird deshalb vorgeschlagen, daB in der empirischen
Forschung sowohl das Schwarz-Kriterium als auch das AIC verwendet werden, um
auf diese Weise die Wahrscheinlichkeit einer zu sparsamen und damit inkorrekten
ARFIMA-Spezifikation zu reduzieren.

Diese statistischen Ergebnisse wurden bei der angewandten Wechselkursana-
lyse in Kapitel 7 berlicksichtigt. Hier konnte gezeigt werden, dafl das ARFIMA-
Modell in der Tat fiir einige Perioden und Beobachtungsfrequenzen von Kassa-
kursen eine geeignete Spezifikation der Wechselkursentwicklung darstellt. Ins-
besondere ergab sich durch die Verwendung von ARFIMA-Spezfikationen fiir
die monatlichen und wochentlichen prozentualen Anderungen der Dollarwech-
selkurse der Deutschen Mark und des Schweizer Franken eine Verbesserung der
Out-of-Sample-Prognosequalitit, wenn als Referenz ein Random Walk-Modell mit
Drift verwendet wird. Im einzelnen ergaben sich jedoch durchaus heterogene Er-
gebnisse. So gelang eine statistische Absicherung der jeweiligen Long Memory-
Komponenten nur fiir einzelne Perioden. Beispielsweise zeigen die monatlichen
DM/US-Dollar Kassakursinderungen nur unter Verwendung der vom AIC selek-
tierten ARFIMA(1,d.0)-Spezifikation fiir die Zeit vom 1. Januar 1976 bis 30. April
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1990 signifikantes Long Memory. Werden hingegen die 70iger und 80iger Jahre
getrennt geschatzt, treten bei den jeweiligen Schatzungen des Intermediate/Long
Memory-Parameters insignifikante Werte mit unterschiedlichen Vorzeichen auf,
ohne daf jedoch eine statistische Absicherung eines Strukturbruchs méglich wire.

Schitzt man die wochentlichen prozentualen Anderungen des DM/US-Dollar
und des SFr/US-Dollar Kassakurses, ist der Long Memory-Parameter hingegen
nur fiir den untersuchten Gesamtzeitraum vom 1. Januar 1973 bis 30. April 1990
signifikant. Werden die ersten drei Jahre nach dem Ende von Bretton Woods
ausgeklammert, sinken sowohl die Gréfe als auch die Signifikanz der Parame-
terschatzung des Long Memory-Parameters rapide ab. Dies deutet darauf hin, daB
in der Zeitreihe der wochentlichen Anderungen die Long Memory-Struktur mogli-
cherweise auf die Anpassung der Wechselkurse an das nach dem Ende von Bret-
ton Woods herrschende neue Gleichgewicht mit flexiblen Wechselkursen zuriick-
zufithren ist. Gegen diese Interpretation sprechen jedoch die positiven Progno-
seergebnisse, die fir die 80iger Jahre vorliegen. Generell mufite die Schitzung
von Wochendaten allerdings mit der Einschrinkung erfolgen, da aufgrund der in
den Daten vorhandenen Heteroskedastie eine Voraussetzung zur Anwendung der
ARFIMA-Schitzverfahren verletzt ist. Es bleibt zukiinftigen Untersuchungen vor-
behalten, mit Hilfe des von Hauser und Kunst (103, 1993] nach Abschlufl dieser Ar-
beit entwickelten Maximum-Likelihood-Verfahrens zur simultanen Schatzung von
ARFIMA- und ARCH-Strukturen zu kliren, inwieweit tatsachlich die Schatzung
des Intermediate/Long Memory-Parameters aufgrund von bedingter Heteroskeda-
stie verzerrt wurde.

Auch die in dieser Arbeit vorgenommene Analyse von Tagesdaten mufite un-
ter der Annahme konstanter bedingter Varianzen erfolgen. Dabei sei allerdings
erwihnt, daf das im vorhergehenden Absatz genannte, neu entwickelte Schitz-
verfahren fir ARFIMA-ARCH-Prozesse nur fiir die Analyse von einigen wenigen
Jahren von Tagesdaten geeignet ist, da ansonsten keine Invertierung der Kovari-
anzmatrix mehr moglich ist. Einen Ausweg fiir zukiinftige Forschung bietet hier
méglicherweise ein alternatives Verfahren zur Schatzung von fraktional integrier-
ten ARMA-Modellen, das Unabhingigkeit von der Verteilung des Storterms auf-
weist. Es basiert auf der Methode der allgemeinen Momente (GMM) und wurde
kiirzlich von Tieslau, Schmidt und Baillie (183, 1992] vorgeschlagen. Aufgrund der
hohen Beobachtungsfrequenz von Tagesdaten wurde in der vorliegenden Arbeit auf
die Durchfithrung von mehrmonatigen Out-of-Sample-Prognosen verzichtet. Folgt
man der Selektion des AIC, weisen insbesondere die prozentualen Veranderungen
des DM/US-Dollar Kassakurses fiir alle Teilperioden signifikantes Long Memory
auf. Da jedoch das Schwarz-Kriterium aufler fiir die Periode der 70iger Jahre
ausschlieBlich insignifikante Short Memory-Prozesse wahlt, bleibt die Evidenz fir
Long Memory in den taglichen Anderungen der Dollarwechselkurse uneinheitlich.
Auch die vierteljahrlichen Anderungen der betrachteten Dollarwechselkurse wur-
den geschatzt und prognostiziert. Hier finden sich keinerlei Hinweise auf eine
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stochastische Struktur in den Mittelwerten. Dieses Ergebnis ist jedoch mogli-
cherweise ausschlieBlich auf die geringe Zahl an Beobachtungen zuriickzufiihren.
Insgesamt gelten die fir den DM/US-Dollarkurs genannten Ergebnisse auch fiir
den SFr/US-Dollarkurs, allerdings immer in abgeschwéchter Form.

Da in der Literatur bisher ausschlieBlich Dollarwechselkurse auf das Vorlie-
gen von Long Memory hin analysiert wurden, wurde auBerdem die Frage un-
tersucht, ob Wechselkurse, die nicht direkt im Zusammenhang mit dem Dol-
lar stehen, auch durch Long Memory geprigt sind. Entsprechend den Dollar-
wechselkursen wurden deshalb Tages-, Wochen-, Monats- und Quartalsdaten des
DM/SFr-Kassakurses geschitzt und abgesehen von den Tagesdaten auch Out-
of-Sample-Prognosen durchgefiihrt. Eine eindeutige Verbesserung der Prognose-
qualitat auf Basis des ARFIMA-Modells konnte hier ausschlieflich fiir die pro-
zentualen wochentlichen Kassakursanderungen festgestellt werden, die bis auf
die Teilperiode der 80iger Jahre durch einen signifikanten gemischten Short und
Long Memory-ProzeB gekennzeichnet sind, sofern die Modellselektion nach dem
AIC erfolgt. Hinweise auf die Existenz von Intermediate Memory gekoppelt mit
einem Short Memory-ProzeB in den monatlichen Verinderungen des DM/SFr-
Kassakurses bestatigen sich in den Prognosen nicht. Die Ursache hierfiir liegt
vermutlich in der mit dem Beginn der Europdischen Wahrungsunion geinderten
Geldpolitik der schweizerischen Zentralbank, die zu einer Anderung der stochasti-
schen Eigenschaften der monatlichen logarithmierten Differenzen gefiihrt haben
konnte. Keine Bedeutung haben Intermediate bzw. Long Memory bei der Analyse
der entsprechenden Tages- und Quartalsdaten.

Es bleibt anzumerken, dafl nach AbschluB dieser Arbeit die empirischen Er-
gebnisse der Analyse von Long Memory in Wechselkursen aus Cheungs [29, 1990]
Dissertation in Cheung [30, 1993] verdffentlicht sind. Zusatzlich zu seiner Dis-
sertation finden sich darin auch Schatzungen von Impuls-Response-Funktionen
und Out-of-sample-Prognosen. Letztere werden dabei fiir die Jahre 1988 und
1989 durchgefiihrt und mit einem Random Walk ohne Drift verglichen. Unter
diesen Bedinungen lassen sich mit fraktional integrierten ARMA-Modellen keine
Prognoseverbesserungen gegeniiber einem Random Walk Modell erzielen. Damit
erscheinen die in der vorliegenden Arbeit erzielten Prognoseverbesserungen nicht
véllig robust hinsichtlich des Prognosezeitraums und der Spezifikation des Ran-
dom Walk-Modells.

Da Teile der untersuchten Reihen durch Long Memory charakterisiert zu
sein scheinen, wurde im wechselkurstheoretischen Teil dieser Arbeit in Kapitel 6
untersucht, welche Faktoren Long Memory auf den Devisenmirkten verursachen
koénnen. Zwei Faktoren wurden hierbei diskutiert. Zum einen wurde gezeigt, daf
die von Cheung [29, 1990] vorgeschlagene Form der Spekulation irrationale Wirt-
schaftssubjekte voraussetzt und somit Marktineffizienz implizieren wiirde. Die
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Ursache hierfiir ist, daB die Wirtschaftssubjekte zur Prognose der Wechselkurse
die stochastischen Eigenschaften der Wechselkurse nicht vollstindig ausnutzen.

Zum anderen wurde eine weitere Idee Cheungs [29, 1990] aufgegriffen, der-
zufolge Long Memory im Devisenmarkt aus dem Giitermarkt ibertragen wird.
Es wurde unter unterschiedlichen Annahmen gezeigt, da der stochastische Pro-
zeB der Wechselkursverinderungen dann durch Long Memory charakterisiert sein
kann, wenn dies auch fiir denjenigen stochastischen Proze$ gilt, der unter den
die nationalen Giiter- und Geldmarkte pragenden stochastischen Prozessen den
gréBten Integrationsgrad aufweist. Gleichzeitig sind alle Markte effizient, nicht
zuletzt aufgrund der Annahme rationaler Erwartungen auf Seiten der Wirtschafts-
subjekte.

Diese Ergebnisse wurden ihrerseits unter Verwendung von zwei verschiedenen
Modellansitzen abgeleitet. Dabei diente das bekannte Lucas-Modell (138, 1982]
als Basis, um die Ubertragung von Long Memory aus den nationalen Giiter- und
Geldmairkten auf den Devisenmarkt in einem allgemeinen Gleichgewichtsansatz
mit risikoaversen Wirtschaftssubjekten zu studieren. Da aufgrund der vereinfa-
chenden Annahmen dieses Modells nur die Aktien- und Wertpapierpreise, nicht
aber die Wechselkurse Erwartungskomponenten enthalten, wurde ein zweites Mo-
dell auf der Grundlage eines einfachen monetaren Ansatzes entwickelt, das eine ex-
plizite Beriicksichtigung von Erwartungskomponenten in der Wechselkursbildung
bei Long Memory auf den Giiter- und Geldmérkten erlaubt, indem die Annahme
der ungedeckten Zinsparitat vorausgesetzt wurde.

Die bisher in der Literatur vorliegenden empirischen Untersuchungen von
Geldmarkten im Hinblick auf Long Memory, die sich gegenwartig ausschliefilich auf
das Geldangebot in den Vereinigten Staaten beschrinken, ergeben dariiber hinaus
Schatzungen fiir den Integrationsgrad auf dem Geldmarkt, welche die Schatzun-
gen fiir die Integrationsgrade der in dieser Arbeit untersuchten Dollarwechsel-
kurse um einiges iibersteigen. Dies kann als vorlaufige empirische Evidenz fiir die
abgeleiteten Modellansatze interpretiert werden. Dariiber hinaus ergibt sich im
Rahmen dieser Modellansitze aus den in der Literatur vorhandenen Schatzungen
des Integrationsgrades auf den Giitermarkten, daB fiir eine Ubertragung von Long
Memory in den Devisenmarkt nur die Geldmarkte in Frage kommen, da der Inte-
grationsgrad der die Giitermarkte charakterisierenden stochastischen Prozesse auf
dem Devisenmarkt Intermediate Memory implizieren wiirde. Damit wird die ur-
spriingliche Hypothese Cheungs [29, 1990] widerlegt, derzufolge Long Memory im
Devisenmarkt aus den Giitermirkten iibertragen wird. Allerdings erkennt auch
Cheung [30, 1993] nunmehr die Bedeutung der Geldmérkte als Erklirung von Long
Memory auf den Devisenmarkten an und bezieht sich dabei auf Long Memory in
den Zeitreihen des relativen Geldangebots zwischen zwei Lindern, ohne jedoch
die Schitzergebnisse im einzelnen zu nennen. Es bleibt allerdings zukiinftigen Ar-
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beiten vorbehalten zu untersuchen, inwieweit die empirischen Ergebnisse fiir die
Giiter- und Geldmarkte hinsichtlich verschiedener Schitzverfahren und Beobach-
tungszeitraume robust sind und somit die dargestellten Modellansatze letztlich
empirische Relevanz haben. Dabei sollte auch die Méglichkeit von fraktionaler
Kointegration zwischen den stochastischen Prozessen von Giiter-, Geld-, und De-
visenmirkten erortert werden. Cheung und Lai [33, 1993], Baillie und Bollerslev
(10, 1993) und Dueker und Startz [52, 1993] entwickeln und diskutieren hierfiir

verschiedene Verfahren zur Schatzung von fraktional kointegrierten Systemen.
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