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kraftkonstanten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

4.2 Darstellung in Normalkoordinaten; dynamische Matrix . . . . . . . . 52

4.3 Berechnung des elektronischen Teils der dynamischen Matrix . . . . . 54

4.4 Berechnung des ionischen Teils der dynamischen Matrix . . . . . . . . 56

4.5 Fourier-Interpolation der dynamischen Matrizen . . . . . . . . . . . . 60

5 Gitterdynamik von GeTe und SnTe fũr T = 0 61
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Einleitung

Das Phãnomen der Ferroelektrizitãt wurde in den zwanziger Jahren des 20. Jahr-

hunderts an Seignettesalz (KNa(C4H4O6)¢4H2O) zum ersten Mal beobachtet. In der

Folgezeit wurde es in einigen wenigen weiteren Substanzen nachgewiesen. In einem

frũhen Stadium der Untersuchungen versuchte man, es mit jeweils ganz speziellen

Eigenschaften dieser Stofie zu erklãren. Nahezu alle der damals bekannten Mate-

rialien wiesen eine sehr komplexe Struktur auf, dadurch erschien ein theoretischer

Zugang schwierig.

Der wesentliche Durchbruch ergab sich erst 1960 mit der historischen Arbeit von

W. Cochran ([Coc60]). Hier wurde erstmals der fundamentale Zusammenhang

des ferroelektrischen Phasenũbergangs mit der Gitterdynamik hergestellt: Der Ũber-

gang wurde als Ergebnis der Instabilitãt des Kristalls gegenũber einer Schwin-

gungsmode, der \weichen Mode", identiflziert. Daraus resultierte ein einheitliches

mikroskopisches Bild fũr dieses Phãnomen in allen ferroelektrischen Materialien un-

abhãngig von ihrer bisweilen sehr komplizierten Kristallstruktur. Weiter zeigte sich,

dass die Ferroelektrizitãt nur eine Klasse allgemeiner struktureller Phasenũbergãnge

darstellt (Ordnungs-Unordnungs-Ũbergãnge sollen in der vorliegenden Arbeit nicht

diskutiert werden). Mittlerweile sind sehr viele Substanzen bekannt, die einen fer-

roelektrischen Phasenũbergang zeigen. Diese Vielfalt kann jedoch geschlossen mit

der Theorie der weichen Moden beschrieben werden.

Technologisch flnden Ferroelektrika seit langem vielfãltige Anwendungen (siehe z. B.

das Kapitel 16 in [Lin77]). Gerade in jũngster Zeit treten sie wieder in der Dis-

kussion um die Entwicklung nicht°ũchtiger Speicher in Erscheinung ([Sie01]). Das

Marktvolumen fũr ferroelektrische Speicher (FRAMs) wird fũr das Jahr 2005 auf

10{15 Milliarden Dollar geschãtzt, viele namhafte Vertreter der Halbleiterbranche

investieren in ihre Entwicklung.

Der ferroelektrische Phasenũbergang ist also, wie gesehen, eng mit der Dynamik

einer Mode des Gitters verbunden. Da es sich um einen temperaturinduzierten

Ũbergang handelt, ist das Verstãndnis der Temperaturabhãngigkeit der Eigenfre-

quenz dieser Mode im Rahmen einer mikroskopischen Theorie ein wesentliches Ziel

der theoretischen Untersuchungen zur Ferroelektrizitãt. Diesem ist die vorliegende

Arbeit gewidmet.
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Einleitung

Zur Beschreibung von Temperaturefiekten in der Gitterdynamik ist die Kenntnis der

anharmonischen Efiekte im Phononensystem des Kristalls notwendig. Die Theorie

dieser anharmonischen Wechselwirkungen wurde in den sechziger Jahren, unter an-

derem in den Arbeiten von R. A. Cowley (z. B. in [Cow63]), durch eine Ũbertra-

gung der Methoden der Quantenfeldtheorie auf das System wechselwirkender Pho-

nonen wesentlich vorangetrieben. Die sehr erfolgreichen Rechnungen dieser Jahre

basierten alle auf der Verwendung von Modellpotentialen, deren Parameter an ex-

perimentelle Daten angepasst werden mussten. Dies stellt eine nicht vollkommen

befriedigende Situation dar, da unklar bleibt, bis zu welchem Grad die gefundenen

Resultate und ihre Ũbereinstimmung mit Messungen gerade von dieser Anpassung

herrũhren. So formulierte Cowley auch in [Cow66]:

\. . .Without doubt at present the major di–culty in calculating anharmonic

efiects for real crystals lies in the determination of the coe–cients of these

expansions. The most satisfactory approach would be to calculate them

from flrst principles, namely the electron band structure of the crystal. Since

the dispersion relations of only a few simple metals have been obtained in

this way, the calculation of the anharmonic coe–cients is very di–cult and

few attempts have been made to do this."

Daran hat sich seit dieser Zeit ganz Wesentliches geãndert. Zwar bleibt die para-

meterfreie Berechnung anharmonischer Kopplungskoe–zienten ein schwieriges Un-

terfangen, ist aber in den Bereich des Machbaren gerũckt. Die Grundlage dafũr

bildet ein weiterer Meilenstein der Festkõrpertheorie, welchen ebenfalls die Sechzi-

ger hervorgebracht haben: Die Dichtefunktionaltheorie (DFT), vorgestellt im Jahr

1964 in der Arbeit von P. Hohenberg und W. Kohn ([Hoh64]), und der darauf

fu…ende Kohn-Sham-Formalismus ([Kohn65]) fũhrten zur Entwicklung leistungsfãhi-

ger Methoden fũr die Ab-initio-Berechnung des Grundzustands des Elektronensys-

tems in Atomen, Molekũlen und Festkõrpern. Die Leistungen dieser Theorie wur-

den im Jahr 1998 durch die Verleihung des Nobelpreises fũr Chemie an Walter

Kohn und John A. Pople gewũrdigt. Aus der DFT entwickelten sich zunãchst

Methoden zur Berechnung der strukturellen und elektronischen Eigenschaften des

Festkõrpers, welche als Eingabe lediglich die Atomsorten der Konstituenten des Git-

ters benõtigen. Die Implementierung einer Stõrungstheorie im Rahmen der DFT

durch S. Baroni und Mitarbeiter ([Bar87]) im Jahre 1987 erlaubte die Ab-initio-

Berechnung des harmonischen Phononenspektrums von im Prinzip beliebigen Kris-

tallen. Einen Schritt weiter fũhrte die Anwendung des so genannten (2n + 1)-

Theorems in dieser Dichtefunktional-Stõrungstheorie ([Gon89, Deb94, Schm96]).

Damit war erstmals eine parameterfreie Berechnung von anharmonischen Phonon-

Kopplungskoe–zienten mõglich. Dies soll in der vorliegenden Dissertation weiter-

gefũhrt werden.
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Einleitung

Die prominentesten Vertreter der Ferroelektrika in heutigen Anwendungen stellen die

Perovskite ABO3 dar. Sowohl die Sauerstofiatome als auch die Ũbergangselemente,

welche die B-Positionen besetzen, bereiten in vielen gegenwãrtigen Implementie-

rungen der DFT beachtliche Schwierigkeiten, insbesondere hinsichtlich der Grõ…e

der benõtigten Basissãtze. Als wesentlich einfacher handhabbare Systeme fũr eine

erste theoretische Ab-initio-Untersuchung erweisen sich die Telluride der Gruppe-IV-

Atome. Sie liegen in ihrer paraelektrischen Hochtemperaturphase in der Kochsalz-

struktur vor, kõnnen also mit einer Basis aus nur zwei Atomen beschrieben werden.

In der Reihe PbTe{SnTe{GeTe flndet man mit abnehmender Masse des Gruppe-IV-

Atoms ein zunehmend stãrker ausgeprãgtes ferroelektrisches Verhalten: Bleitellurid

(PbTe) bleibt bis zu T = 0K in seiner paraelektrischen Struktur. Zinntellurid (SnTe)

zeigt bei einer kritischen Temperatur um Tc = 125 K einen strukturellen Ũbergang

in eine rhomboedrisch verzerrte ferroelektrische Phase, Germaniumtellurid (GeTe)

weist denselben Ũbergang bereits bei Tc … 700 K auf. Die beiden letztgenannten

Substanzen bieten sich also fũr die angestrebten Rechnungen an.

Der theoretischen Untersuchung stehen auf experimenteller Seite grõ…ere Schwierig-

keiten hinsichtlich der Reinheit von Proben dieser Kristalle gegenũber; dies wird

sich an einigen Stellen als Problem fũr die Diskussion der gefundenen theoreti-

schen Resultate erweisen. Insgesamt liegen relativ wenige experimentelle Arbei-

ten zur Gitterdynamik von GeTe und SnTe vor. Inspiriert wurde die vorliegende

Dissertation durch Resultate aus inelastischer Neutronenstreuung fũr die Tempera-

turabhãngigkeit der Frequenz der transversal-optischen Mode am Gammapunkt von

SnTe ([Paw66]). Das Weichwerden dieser Mode fũhrt zum strukturellen Ũbergang

in SnTe.

Diese Messungen von G. S. Pawley und Mitarbeitern wurden bereits im Jahr 1966

vorgestellt. Trotzdem liegt bisher keine entsprechende theoretische Untersuchung

vor. Ab-initio-Rechnungen wurden bislang nur fũr anharmonische Linienverschie-

bungen in schwach anharmonischen Systemen wie etwa den kovalent gebundenen

Gruppe-IV-Halbleitern Silizium, Germanium und der Diamantstruktur des Koh-

lenstofis ([Lan99]) und den III-V-Halbleitern ([Deb99]) verõfientlicht. In SnTe ist

demgegenũber ein deutlich ausgeprãgteres anharmonisches Verhalten zu erwarten.

Auch die Frage, ob hier derselbe Zugang zu den anharmonischen Efiekten adãquat

ist, soll diskutiert werden.

Vor der Betrachtung der anharmonischen Efiekte ist eine profunde Kenntnis der

strukturellen und elektronischen Eigenschaften und der harmonischen Dynamik des

Phononensystems nõtig. Hierzu existieren bislang nur sehr wenige theoretische Ar-

beiten. So befasst sich der erste Teil der durchgefũhrten Rechnungen mit einer

umfassenden Analyse und Gegenũberstellung dieser Eigenschaften. Der zweite Teil

ist dann der Untersuchung der anharmonischen Efiekte gewidmet. Damit gliedert

sich diese Arbeit wie folgt:
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Einleitung

In Kapitel 1 werden zunãchst die beiden betrachteten Gitterstrukturen und experi-

mentelle Befunde zum strukturellen Phasenũbergang zwischen diesen vorgestellt.

Kapitel 2 beschreibt die Grundzũge der theoretischen Methode zur Untersuchung

der strukturellen und elektronischen Eigenschaften des Festkõrpers, also die Dichte-

funktionaltheorie und ihre Implementierung.

Die Resultate und technische Details der damit durchgefũhrten Rechnungen sind in

Kapitel 3 zusammengestellt. Hier werden sich erste wesentliche Unterschiede zwi-

schen den beiden Substanzen zeigen, welche fũr den gro…en Unterschied der kriti-

schen Temperaturen verantwortlich sind. Auch erste Einblicke in den Mechanismus,

der fũr den strukturellen Ũbergang verantwortlich ist, werden sich hier erõfinen.

Kapitel 4 stellt den Formalismus zur Berechnung der Gitterdynamik in harmoni-

scher Nãherung vor. Dazu gehõren unter anderem die Entwicklung der Gitter-

auslenkungen nach Normalkoordinaten und die Theorie und Implementierung der

Dichtefunktional-Stõrungsrechnung.

In Kapitel 5 sind die damit gewonnenen Ergebnisse beschrieben und entsprechenden

experimentellen Daten gegenũbergestellt. Dies sind insbesondere die harmonischen

Dispersionsrelationen fũr die Hoch- und Tieftemperaturphasen der beiden Substan-

zen. Besonderes Augenmerk wird auf das Verhalten der Gammapunktsmoden gelegt

werden. Die Ursachen der auftretenden Unterschiede und ihr Zusammenhang mit

der unterschiedlichen Stabilitãt von Germaniumtellurid und Zinntellurid gegenũber

dem strukturellen Phasenũbergang werden diskutiert. Die Reinheit der in Messun-

gen verwendeten Proben wird sich als sehr wesentlicher Punkt zeigen.

Das Kapitel 6 beschãftigt sich schlie…lich mit den anharmonischen Efiekten in SnTe;

die Resultate des fũnften Kapitels legten nahe, diese Untersuchungen auf SnTe zu be-

schrãnken. Zunãchst wird die Entwicklung der anharmonischen Ein-Phonon-Green-

Funktion in eine Stõrungsreihe ausfũhrlich beschrieben. In zwei weiteren Unterkapi-

teln wird gezeigt, wie die eingangs erwãhnte Ab-initio-Berechnung der anharmoni-

schen Kopplungsparameter durchgefũhrt wurde. Die Darstellung und Diskussion der

so gefundenen Ergebnisse fũr die Temperaturabhãngigkeit der transversal-optischen

Mode am Gammapunkt schlie…t dieses Kapitel ab.

An letzter Stelle steht eine Zusammenfassung der wichtigsten Resultate dieser Arbeit

und ein Ausblick auf weiterfũhrende Untersuchungen, welche durch die gefundenen

Ergebnisse nahegelegt werden.
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Kapitel 1

Gitterstrukturen

In diesem ersten einfũhrenden Kapitel sollen die Gitterstrukturen der untersuchten

Substanzen vorgestellt werden.

Germaniumtellurid (GeTe) und Zinntellurid (SnTe) zeigen im Wesentlichen die glei-

chen strukturellen Eigenschaften. In ihrer Hochtemperaturphase kristallisieren bei-

de in der Kochsalzstruktur (fl-Phase), unterhalb jeweils einer kritischen Temperatur

tritt ein struktureller Phasenũbergang in die durch eine niedrigere Symmetrie ge-

kennzeichnete so genannte A7-Struktur (fi-Phase) auf.

1.1 NaCl-Struktur (fl-Struktur)

Die Kochsalzstruktur (Abb. 1.1) wird ũblicherweise als fcc-Gitter mit zweiatomiger

Basis beschrieben. Als primitive Basisvektoren werden hier

t1 =
a0
2

0
@

0

1

1

1
A ; t2 =

a0
2

0
@

1

0

1

1
A ; t3 =

a0
2

0
@

1

1

0

1
A

gewãhlt. Dann besteht die Basis aus einem Atom A (Ge bzw. Sn) bei ¿ 1 = (0; 0; 0)

und einem Atom B (Te) bei ¿ 2 = (1
2
; 1
2
; 1
2
) (jeweils in Einheiten der kubischen Git-

terkonstante a0). Das Volumen der primitiven Einheitszelle ist › = 1
4
a30.

Die NaCl-Struktur ist somit durch die kubische Gitterkonstante a0 vollstãndig be-

schrieben.
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Kapitel 1 Gitterstrukturen

Abbildung 1.1: NaCl-Struktur.

Das zum fcc-Gitter reziproke Gitter ist das bcc-Gitter mit den primitiven Basisvek-

toren

b1 =
2…
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0
@
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¡1
1

1
A ; b3 =

2…

a0
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@

1

1
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1
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Abbildung 1.2 zeigt die erste Brillouinzone mit den Bezeichnungen der Hochsymme-

triepunkte und -linien (aus [LB84b]). Die Koordinaten der wichtigsten Punkte sind

¡: (0 0 0), X: (0 1 0), K: ( 3
4

3
4
0), L: (1

2
1
2

1
2
) (in Einheiten von 2…

a0
).

Die Punktgruppe des NaCl-Gitters ist Oh (m3m) mit 48 Symmetrieoperationen.

Sie wird erzeugt durch eine vierzãhlige Drehung um eine der kartesischen Koor-

dinatenachsen, c4z, eine dreizãhlige Drehung um eine Raumdiagonale, c03, und die

Rauminversion i [Lud96].

1.2 A7-Struktur (fi-Struktur)

Bei Temperaturerniedrigung geht das NaCl-Gitter von GeTe und SnTe ũber in die

A7-Struktur. Diese geht aus der NaCl-Struktur hervor durch eine leichte trigonale

Verzerrung entlang der Raumdiagonalen in Verbindung mit einer Verschiebung der

Untergitter gegeneinander, ebenfalls entlang dieser Raumdiagonalen. Die kritische

Temperatur fũr diesen strukturellen Phasenũbergang hãngt stark von der exakten

stõchiometrischen Zusammensetzung, den Wachstumsbedingungen und der Dichte

2



1.2 A7-Struktur (fi-Struktur)

Abbildung 1.2: Erste Brillouinzone und Hochsymmetriepunkte der

NaCl-Struktur.

der freien Ladungstrãger1 p, welche von Fehlstellen der Gruppe-IV-Konstituenten

herrũhren, ab.

Fũr GeTe flndet man die Werte Tc = 701 K fũr die exakte Stõchiometrie ([Nov72],

zitiert in [LB84a]) sowie Tc = 703 K bzw. Tc = 638 K fũr Wachstum in Ge- bzw.

Te-Ũberschuss ([Ero78], zitiert in [LB83]) und Tc = 630 K fũr Ge0:96Te ([Bus77],

zitiert in [LB83]).

Der Ũbergang in SnTe erfolgt bei wesentlich niedrigeren Temperaturen. Fũr eine

Probe mit p = 0;88 ¢ 1020 cm¡3 flnden Iizumi et. al. einen Wert von Tc = 98 K

fũr die kritische Temperatur [Iiz75]. Fũr verschwindende Dichte freier Ladungs-

trãger gibt Referenz [Kob76] den extrapolierten Wert Tc = 125 K an. Die an

Messwerte angepassten Modellrechnungen dieser Autoren ergeben, dass der Ũber-

gang fũr p > 1;3 ¢ 1021 cm¡3 unterdrũckt wird. In [Smi76] flndet man als Bedingung

fũr einen Phasenũbergang p < 1;5 ¢ 1020 cm¡3, Referenz [Bri74] gibt die Bedingung

p < 2;2 ¢ 1020 cm¡3 an.

Die A7-Struktur wird als rhomboedrisches Gitter mit zweiatomiger Basis beschrie-

ben. Seine primitiven Basisvektoren gehen aus denen des fcc-Gitters hervor, wenn

man in letzterem die Raumdiagonale als z-Achse wãhlt. Der Winkel fi zwischen

den Basisvektoren (fi = 60– fũr fcc) ist dann neben a0 ein zweiter Parameter des

1SnTe und GeTe mit exakter Stõchiometrie sind beide Halbleiter mit sehr kleiner Bandlũcke

um 0.2{0.4 eV.
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Kapitel 1 Gitterstrukturen

Abbildung 1.3: A7-Struktur (rechts) und ihre Darstellung als

verzerrte NaCl-Struktur (links).

Bravais-Gitters.

Mit den Bezeichnungen X =
q

1¡cosfi
2

, Y =
q

1¡cosfi
6

und Z =
q

1+2 cosfi
3
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@
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¡Y
Z

1
A ; t3 = a0

0
@
¡X
¡Y
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1
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hierbei bezeichnet a0 (anders als beim fcc-Gitter) die Lãnge der primitiven Einheits-

vektoren.

Die Basis besteht aus einem Atom A (Ge bzw. Sn) bei ¿ 1 = (0; 0; 0) und einem

Atom B (Te) bei ¿ 2 = (0; 0; (– ¢ 3Z)). Damit ist die A7-Struktur durch die Angabe

der drei Parameter a0, fi und – vollstãndig beschrieben. Die NaCl-Struktur erhãlt

man dabei fũr a0;A7 = 1
2

p
2 a0;NaCl, fi = 60– und – = 1

2
. Abbildung 1.3 zeigt die

A7-Struktur (rechts) und wie sie aus dem NaCl-Gitter (links) hervorgeht.

Das Volumen der primitiven Einheitszelle betrãgt › = a30
p

(1¡ cosfi)2(1 + 2 cosfi).

Fũr den Zusammenhang zwischen dem Winkel fi zwischen den primitiven Einheits-

vektoren und dem Winkel µ zwischen den Wũrfelkanten des verzerrten fcc-Gitters,

das die A7-Struktur bildet, ergibt sich cosfi = 3 cos µ+1
2

.

Das reziproke Gitter der rhomboedrischen A7-Struktur ist wieder rhomboedrisch, in

diesem Fall ein verzerrtes bcc-Gitter. Mit den Bezeichnungen b0 =
2…
a0
, » = 1¡ cosfi

und ‡ =
p

(1¡ cosfi)(1 + 2 cosfi) sind die Basisvektoren im reziproken Raum
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1.2 A7-Struktur (fi-Struktur)

Abbildung 1.4: Erste Brillouinzone der A7-Struktur.
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Abbildung 1.4 (aus [LB84b]) zeigt die erste Brillouinzone dieses Gitters. Ihre ge-

naue Gestalt und damit auch die Koordinaten der Hochsymmetriepunkte hãngen

in komplexer Weise von den Parametern a0 und fi ab, deshalb werden hier keine

geschlossenen Ausdrũcke angegeben.

Die A7-Struktur hat die Punktgruppe C3v (3m) mit 6 Symmetrieoperationen. Ihre

Erzeugenden sind eine dreizãhlige Drehung um die z-Achse, c3z, und die Spiege-

lung an der yz-Ebene, ¾x [Lud96]. Insbesondere besitzt das verzerrte Gitter keine

Rauminversionssymmetrie mehr.
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Kapitel 2

Theoretische Grundlagen I:

Grundzustandsrechnungen

Dieses Kapitel ist, gemeinsam mit Kapitel 4, welches die Berechnung der dynami-

schen Eigenschaften des Gitters in harmonischer Nãherung beschreiben wird, im

Wesentlichen eine Zusammenfassung und Erweiterung der entsprechenden Kapitel

aus [Sin96].

2.1 Der Hamiltonoperator im Festkõrper

Das grundlegende Ziel der Festkõrperphysik ist eine (approximative) Lõsung des

Festkõrper-Hamiltonians

H = Hion +Hel (2.1)

mit

Hion = Tion

‡
_X
·
+ Vion¡ion (X) und (2.2)

Hel = Tel ( _x) + Vel¡el (x) + Vel¡ion (x;X) : (2.3)

Hier bezeichnet X die Gesamtheit der Ionenkoordinaten X i und x die Gesamtheit

der Elektronenkoordinaten xi. Die Ionenkoordinaten sindX i = R (li; •i)+u (li; •i),

mit den Gleichgewichtslagen R (li; •i) und den Auslenkungen u (li; •i). Hierbei

indiziert li = (lx;i ; ly;i ; lz;i) die Zellen des Bravais-Gitters und •i die Basisatome.

Die Ruhelagen der Gitterionen sind R (li; •i) = R(li) + ¿ •i ; R(li) ist der Ort der
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Kapitel 2 Theoretische Grundlagen I: Grundzustandsrechnungen

Bravais-Gitterzelle mit dem Index li und ¿ •i der Ort des Basisatoms •i in dieser

Zelle.

Die adiabatische Nãherung ([Bor27]) fũhrt zunãchst zu einer Entkopplung von

Elektronen- und Ionenbewegung. Das physikalische Argument liegt im gro…en Un-

terschied zwischen der Elektronenmasse m und der mittleren Ionenmasse M : Die

leichten Elektronen stellen sich ohne Verzõgerung (\adiabatisch") auf die momenta-

ne Ionenkonflguration ein, wãhrend die Ionen nur auf die \mittlere" Konflguration

der leichten Elektronen reagieren.

Lõst man also zunãchst den elektronischen Hamiltonian (2.3) fũr gegebene Ionenko-

ordinaten X und setzt dann den Produktansatz j“i = j“el(x;X)i j“ion(X)i in den

vollen Hamiltonoperator ein, so kõnnen dabei die Terme, die die Elektronen- mit

der Ionenbewegung koppeln, in erster Nãherung vernachlãssigt werden. Man erhãlt

dann fũr die Dynamik der Ionen die Gleichung

(Hion + Eel (X)) j“ioni = E j“ioni : (2.4)

Die Ionen bewegen sich also in einem efiektiven Potential Vefi = Vion¡ion (X) + Eel (X).

Diese Nãherung entspricht dem ersten Term einer Entwicklung des Hamiltonians

nach dem Parameter • =
¡
m
M

¢1=4
([Mar74]).

Die Entkopplung von Elektronen- und Ionenbewegung kann man auch ohne das

Argument eines \kleinen Terms" erhalten. Die in Referenz [Geb00] vorgestellte

Theorie der adiabatic coherent states benutzt lediglich die Tatsache, dass die An-

regungsenergien des Elektronen- und des Ionensystems in wesentlich verschiedenen

Energiebereichen liegen, und fũhrt ebenso zum oben vorgestellten Resultat.1

Die Ion-Ion-Wechselwirkung,

Vion¡ion (X) =
e2

2

X

i;j

0 ZiZj

jX i ¡Xjj
; (2.5)

kann mithilfe von Ewald-Summationstechniken [Mar71] (siehe Abschnitt 2.4) direkt

ausgewertet werden. Eine sehr verbreitete und erfolgreiche Methode zur Berech-

nung der Energie des Elektronensystems, Eel (X), stellt die in den nãchsten beiden

Abschnitten zusammengefasste Dichtefunktionaltheorie dar.

1Diese Theorie wurde zur Entkopplung von Spin- und Ladungsanregungen fũr die Berechnung

von Magnonen-Dispersionen benutzt; hier flndet man keinen \kleinen Term".
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2.2 Behandlung des elektronischen Problems in der Dichtefunktionaltheorie

2.2 Behandlung des elektronischen Problems in

der Dichtefunktionaltheorie

Die Dichtefunktionaltheorie (DFT), entwickelt in den Arbeiten von Hohenberg

und Kohn [Hoh64] und Kohn und Sham [Kohn65], markierte einen wesentlichen

Einschnitt in der theoretischen Festkõrperphysik. Sie erlaubt die Reduzierung des

elektronischen Problems von der Berechnung der (3Nel)-dimensionalen Wellenfunk-

tion j“el(r1; : : : ; rNel
)i auf die Berechnung der (dreidimensionalen) elektronischen

Dichte ‰(r) =
R
: : :
R
dr2 : : : drNel

j“el(r; r2; : : : ; rNel
)j2, wodurch realistische Rech-

nungen zu grõ…eren Elektronensystemen mit handhabbarem Aufwand erst mõglich

wurden.

Die Grundlage der DFT bilden zwei Theoreme.

Das Hohenberg-Kohn-Theorem besagt, dass der Grundzustand eines Vielelek-

tronensystems vollstãndig durch die elektronische Ladungsdichte ‰(r) beschrieben

wird, d. h. dass die Vielteilchen-Grundzustandswellenfunktion j“eli ein eindeutiges

Funktional von ‰(r) ist (bewiesen fũr nichtentartete Grundzustãnde in [Hoh64], fũr

den allgemeinen Fall z. B. in [Kohn85]).

Genauer besagt das Theorem:

Seien ‰1(r) und ‰2(r) die Grundzustandsdichten eines N -Elektronen-Systems in

den externen Potentialen V1(r) bzw. V2(r) mit ‰1(r) = ‰2(r) 8r, so folgt

V1(r) = V2(r) + C. Damit stimmen auch die Hamiltonoperatoren H1 und H2 bis

auf eine additive Konstante ũberein, haben also insbesondere denselben Grundzu-

stand j“eli.

Fũr den Hamiltonoperator Hel = Tel+Vel¡el+Vext deflninert man nun ein Funktional

F [‰] = min
j“eli!‰

h“eljTel + Vel¡el j“eli ;

dabei wird das Minimum ũber alle Wellenfunktionen j“eli genommen, welche zur

Dichte ‰ fũhren. Nach dem Hohenberg-Kohn-Theorem ist diese Summe aus ki-

netischer Energie der Elektronen und der Elektron-Elektron-Wechselwirkung ein

eindeutiges Funktional der Elektronendichte ‰(r). Dann ist fũr ein beliebiges ex-

ternes Potential Vext(r) (welches im Festkõrper das Potential der Elektron-Ion-

Wechselwirkung ist) das Funktional fũr die Energie des Elektronensystems

Eel[‰] =

Z
dr Vext(r)‰(r) + F [‰]: (2.6)
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Dann besagt das Variationsprinzip:

Fũr jedes extene Potential Vext(r) nimmt das Energiefunktional Eel[‰] bei Variation

der Dichte ‰(r) unter der Nebenbedingung N =
R
dr ‰(r) = const: sein Minimum

fũr die wahre Grundzustandsdichte ‰GS(r) an.

Damit lãsst sich die elektronische Grundzustandsdichte ‰GS(r) aus einer Variations-

rechnung fũr das Energiefunktional (2.6) erhalten.

Zunãchst spaltet man vom Energiefunktional Eel[‰] den Hartree-Term

EH[‰] =
4…e2

2

ZZ
drdr0

‰(r)‰(r0)

jr ¡ r0j

und einen Term T0[‰], welcher der kinetischen Energie eines wechselwirkungs-

freien Elektronensystems, das zur gegebenen Dichte ‰ (r) fũhrt, ab. Die

verbleibenden Vielteilchen-Beitrãge sind dann deflniert als die Austausch-

Korrelationswechselwirkung EXC[‰]. Damit ist

Eel[‰] = T0[‰] + EH[‰] + EXC[‰] +

Z
dr Vext (r) ‰ (r) : (2.7)

Zur Auswertung bildet man den Hamiltonian Hel auf einen Hamiltonoperator wech-

selwirkungsfreier Teilchen in einem efiektiven Potential ~Vefi ab:

µ
¡ „h2

2m
4+ ~Vefi (r)

¶
j’ji = †j j’ji : (2.8)

Multiplikation mit h’jj ergibt

NX

j=1

†j = T0[‰] +

Z
dr ~Vefi (r) ‰ (r) :

Damit kann man in (2.7) den Term T0[‰] ersetzen und erhãlt

Eel[‰] =
NX

j=1

†j ¡
Z

dr ~Vefi (r) ‰ (r) + EH[‰] + EXC [‰] +

Z
dr Vext (r) ‰ (r) : (2.9)

Nullsetzen der Variation dieses Ausdrucks nach der Dichte ‰ (r) fũhrt fũr das efiek-

tive Potential ~Vefi (r) zu dem Ausdruck
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2.2 Behandlung des elektronischen Problems in der Dichtefunktionaltheorie

~Vefi (r) =
–EH[‰]

–‰ (r)
+
–EXC[‰]

–‰ (r)
+ Vext (r) : (2.10)

Mit

–EH[‰]

–‰ (r)
= 4…e2

Z
dr0

‰(r0)

jr ¡ r0j =: VH([‰]; r) und
–EXC[‰]

–‰ (r)
=: VXC([‰]; r)

(2.11)

wird daraus schlie…lich

~Vefi([‰]; r) = VH([‰]; r) + VXC([‰]; r) + Vext (r) =: VKS([‰]; r); (2.12)

dasKohn-Sham-Potential. Dieses ist das gesuchte Potential, welches das Vielteil-

chenproblem des wechselwirkenden Elektronensystems auf das Einteilchenproblem

(2.8) abbildet. Der Preis dafũr ist, dass VKS, genauer die Beitrãge VH und VXC, von

der aus der Lõsung des Einteilchen-Hamiltonians resultierenden Ladungsdichte ‰ (r)

abhãngt. Damit hat man also einen Satz selbstkonsistent zu lõsender Gleichungen

µ
¡ „h2

2m
4+ VKS([‰]; r)

¶
j’ji = †j j’ji ; (2.13)

‰(r) = 2¾
X

j

fj h’jj ’ji ; (2.14)

VKS([‰]; r) = VH([‰]; r) + VXC([‰]; r) + Vext (r) ; (2.15)

den Kohn-Sham-Zyklus. In der Darstellung (2.14) fũr die Dichte ist fj die Beset-

zungszahl des Zustands j’ji (fj = 1 oder fj = 0 fũr Leitungs- bzw. Valenzbãnder

in Isolatoren und Halbleitern), der Faktor 2¾ trãgt der Spinentartung Rechnung.

Die Lõsung erfolgt iterativ. Dabei wird eine Start-Ladungsdichte vorgegeben, etwa

die Ũberlagerung der atomaren Ladungsdichten oder auch einfach ‰ = 0.

Aus den Gleichungen (2.9), (2.10) und (2.11) erhãlt man schlie…lich auch den Aus-

druck fũr die elektronische Gesamtenergie, der tatsãchlich ausgewertet wird:

Eel[‰] =
NX

j=1

†j¡
4…e2

2

ZZ
drdr0

‰ (r) ‰ (r0)

jr ¡ r0j +EXC[‰]¡
Z

drVXC([‰]; r)‰ (r) : (2.16)
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2.3 Pseudopotentiale und Lokale-Dichte-

Nãherung

In diesem Abschnitt sollen Ausdrũcke fũr die Terme Vext und VXC im Kohn-Sham-

Potential (2.15) vorgestellt werden.

2.3.1 Beschreibung der Elektron-Ion-Wechselwirkung

durch Pseudopotentiale

Im Festkõrper ist das externe Potential fũr das Elektronensystem das der Gitterio-

nen,

Vext (r) =
X

l;•

V l;•
ion (r ¡R(l)¡ ¿ •) : (2.17)

Full potential-Methoden berechnen tatsãchlich die Verteilung aller Hũllenelektro-

nen der das Gitter konstituierenden Atome. Diese Methoden liefern sehr exakte

Resultate, sind aber mit erheblichem nummerischen Aufwand verbunden.

Die am hãuflgsten verwendete Darstellung der Kohn-Sham-Gleichungen beruht auf

der Entwicklung in einer Basis ebener Wellen (vgl. Abschnitt 2.4). In dieser Ent-

wicklung erfordern sowohl die kernnahen Elektronenschalen | da sie auf einem sehr

engen Bereich lokalisiert sind | als auch die schwãcher gebundenen Zustãnde |

da sie aufgrund ihrer Orthogonalitãt zu den inneren Zustãnden in der Kernregion

ausgeprãgte Strukturen aufweisen | einen sehr gro…en Basissatz.

Die frozen core-Nãherung geht nun davon aus, dass die stark gebundenen kernnahen

Elektronenschalen beim Einbau in ein Kristallgitter nur sehr geringe Wechselwirkun-

gen mit ihren Nachbaratomen erfahren, also von ihrer chemischen Umgebung (weit-

gehend) unabhãngig sind. Zur Ausbildung der Festkõrperbindung tragen dann nur

die im Atom energetisch am hõchsten liegenden Elektronen bei. Man teilt deswegen

die Atome auf in Ionenrũmpfe, das sind die Kerne mit allen au…er den hõchstliegen-

den Elektronenschalen, und Valenzelektronen. Nur die letzteren benutzt man dann

fũr die Berechnung der elektronischen Ladungsdichte im Festkõrper.

Die Pseudopotential-Nãherung geht noch einen Schritt weiter: Da die Kernregio-

nen nur einen sehr kleinen Teil des Volumens im Festkõrper ausmachen, kõnnen die

Wellenfunktionen der Valenzelektronen mit vernachlãssigbarem Fehler im kernnahen

Bereich durch eine glatte, knotenfreie Nãherung ersetzt werden. Bei Erfũllung be-

stimmter, unten vorgestellter Bedingungen gibt diese Nãherung die Energieniveaus

12



2.3.1 Beschreibung der Elektron-Ion-Wechselwirkung durch Pseudopotentiale

wie auch die Streueigenschaften exakt wieder. Damit lassen sich die beiden eingangs

aufgefũhrten Schwierigkeiten bei Verwendung einer Basis ebener Wellen beheben.

Die verschiedenen Verfahren zur Erzeugung konventioneller Pseudopotentiale (u. a.

[Ham79], [Ker80], [Bac82], [Trou91]) sind in der Arbeit [Sin96] ausfũhrlich zusam-

mengestellt und verglichen. Hier sollen nur noch die wesentlichsten Bestandteile der

Theorie aufgezeigt werden.

Als erster Schritt werden in einer selbstkonsistenten All-electron-Rechnung die Wel-

lenfunktionen und Energieniveaus des freien Atoms, EAE
l und ˆAE

l (r), bestimmt.

Dann wãhlt man die als Valenzzustãnde zu betrachtenden hõchsten Elektronen-

zustãnde aus und modiflziert fũr diese die Radialwellenfunktionen RAE
l im Rumpf-

bereich so, dass man mõglichst \glatte" Pseudowellenfunktionen RPS
l erhãlt. Aus

der Inversion der radialen Schrõdingergleichung,

V PS
scr;l(r) = El ¡

l(l + 1)

2r2
+

1

2rRPS
l (r)

d2

dr2
£
rRPS

l (r)
⁄
; (2.18)

erhãlt man dann das zum Elektronen-Drehimpulszustand l gehõrige Pseudopo-

tential. Dieses abgeschirmte Pseudopotential enthãlt neben der Elektron-Ion-

Wechselwirkung auch die von der atomaren (Pseudo)-Ladungsdichte ‰PS abhãngigen

Hartree- und XC-Anteile. Fũr die Ũbertragung in andere chemische Umgebungen

wird schlie…lich fũr den jeweiligen Drehimpulszustand l das ionische Pseudopotenti-

al,

V PS
ion;l(r) = V PS

scr;l(r)¡ V atom
H

¡£
‰PS
⁄
; r
¢
¡ V atom

XC

¡£
‰PS
⁄
; r
¢
;

verwendet.

Aus der Summe ũber die verwendeten Valenz-Drehimpulszustãnde l resultiert dann

das fũr die Festkõrperrechnungen verwendete, semilokale ionische Pseudopoten-

tial

V PS
ion (r) =

X

l

V PS
ion;l(r) jli hlj (2.19)

mit dem Drehimpuls-Auswahloperator Pl = jli hlj. Dies ist das in (2.17) auftretende

Potential V l;•
ion fũr das Basisatom •.

Die fũr die Ũbertragbarkeit der Pseudopotentiale in andere chemische Umgebungen

notwendigen Bedingungen an die Modiflkationen der atomaren Elektronenzustãnde

sind nach Referenz [Ham79]:
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(HSC 1) Fũr die gewãhlte Elektronenkonflguration stimmen die Energieeigen-

werte der exakten und der Pseudopotentialrechnung ũberein:

EAE
l = EPS

l 8 l :

(HSC 2) Die resultierenden Pseudowellenfunktionen ˆPS
l haben keine Knoten und

stimmen au…erhalb eines fũr jede Drehimpulskomponente individuell

wãhlbaren Radius rcut;l mit den realen Wellenfunktionen ũberein:

ˆAE
l (r) = ˆPS

l (r) 8 jrj ‚ rcut;l ; 8 l :

(HSC 3a) Normerhaltung:

Die Integrale von 0 bis r von Pseudo- und realer Valenzladungsdichte

stimmen fũr r = rcut;l (dann fũr alle r ‚ rcut;l) ũberein:

Z rcut;l

0

dr 4…r2
flflˆAE

l (r)
flfl2 =

Z rcut;l

0

dr 4…r2
flflˆPS

l (r)
flfl2 8 l :

(HSC 3b) Gleichheit der logarithmischen Ableitungen:

Die logarithmische Ableitung der Wellenfunktion und deren Ablei-

tung nach der Energie stimmen bei den Energieeigenwerten EAE
l fũr

jrj ‚ rcut;l fũr den realen und den Pseudo-Fall ũberein:

d

dE

d

dr
lnˆAE

l (r) =
d

dE

d

dr
lnˆPS

l (r) 8 jrj ‚ rcut;l; 8 l :

Die Eigenschaften (HSC 3a) und (HSC 3b) sind ãquivalent. (HSC 3a) gewãhrleistet

gemeinsam mit (HSC 2), dass das elektrostatische Potential der All-electron- und der

Pseudowellenfunktion fũr jrj ‚ rcut;l, also ausserhalb der Kernregion, ũbereinstim-

men; (HSC 3b) stellt sicher, dass die Beschreibung durch das Pseudopotential auch

in einem Energiebereich um den atomaren Energieeigenwert herum richtig bleibt.

Das in dieser Arbeit verwendete Konstruktionsverfahren nach Troullier und

Martins ([Trou91]) benutzt fũr die Pseudo-Radialwellenfunktion den Ansatz

RPS
l (r) =

‰
rl exp (pl(r)) fũr r • rcut;l
RAE

l (r) fũr r > rcut;l
; (2.20)

mit dem Polynom

pl(r) = c
(l)
0 + c

(l)
2 r

2 + c
(l)
4 r

4 + c
(l)
6 r

6 + c
(l)
8 r

8 + c
(l)
10r

10 + c
(l)
12r

12: (2.21)

Die sieben Parameter c
(l)
i werden bestimmt durch
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2.3.1 Beschreibung der Elektron-Ion-Wechselwirkung durch Pseudopotentiale

{ die Bedingung der Normerhaltung (HSC 3a),

{ die Forderung nach der Stetigkeit der Pseudo-RadialwellenfunktionRPS
l (r) und

ihrer ersten vier Ableitungen bei r = rcut;l (damit sind wegen (2.18) auch das

Pseudopotential und seine ersten beiden Ableitungen bei r = rcut;l stetig)

{ und die Bedingung, dass das abgeschirmte Pseudopotential bei r = 0 die

Krũmmung Null haben soll.

Die letzte Bedingung soll eine schnelle Konvergenz in der Entwicklung nach ebenen

Wellen gewãhrleisten.

Zur Beschreibung des Elektronensystems im Festkõrper wird zu den atomaren Elek-

tronenzustãnden der nãchsthõhere, im Atom nicht besetzte Drehimpulszustand hin-

zugenommen. Das Pseudopotential fũr diesen Drehimpuls bestimmt man aus ei-

ner flktiven atomaren Konflguration, in der der betrefiende Drehimpulszustand

leicht besetzt ist. Um diesen Zustand binden zu kõnnen, muss das Atom zusãtz-

lich ionisiert werden. Beispielsweise wurde fũr Germanium mit dem Grundzustand

1s22s22p63s23p63d104s24p2 eine (l = 2)-Potentialkomponente aus der Konflguration

: : : 4s14p0;754d0;25 (Ionisierung +2) generiert. Die genaue Wahl dieses angeregten

Zustandes ist a priori nicht vorgegeben; ihr Ein°uss auf die Resultate ist gering,

aber nicht verschwindend.

Die Pseudopotentiale V PS
ion;l(r) sind fũr jede Atomsorte zunãchst auf einem diskreten

Netz auf der r-Achse gegeben. Einige Implementierungen von DFT-Programmen

lesen die Potentiale direkt auf solchen Netzen ein; oftmals wird aber eine Anpassung

an analytische Funktionen verwendet. Dazu werden die l-abhãngigen Potentiale

zunãchst zerlegt in einen allen Drehimpulsen gemeinsamen lokalen Anteil V PS
loc (r),

der sich fũr gro…e r an das Coulomb-Potential ¡Z
r

annãhert, und einen Satz l-

abhãngiger (nichtlokaler) Korrekturen V PS
nl;l (r), die fũr gro…e r verschwinden:

V PS
ion (r) = V PS

loc (r) +
X

l

V PS
nl;l (r) jli hlj (2.22)

Referenz [Bac82] schlãgt die Parametrisierungen

V PS
loc (r) = ¡

Zv

r

2X

i=1

ccorei erf
‡p

ficore
i r

·
(2.23)

mit der Ladung Zv des Ionenrumpfes und
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V PS
nl;l (r) =

3X

i=1

¡
Ai;l + r2Ai+3;l

¢
exp

¡
¡fii;l r

2
¢

(2.24)

vor. Zur Tabellierung werden die nicht-orthogonalen Basisfunktionen

fexp (¡fii;lr
2) ; r2 exp (¡fii;lr

2) (i = 1;3)g noch orthogonalisiert. Dann erhãlt

man aus den Parametern Ai;l aus (2.24) einen neuen Satz Ci;l; fũr Details siehe die

angegebene Referenz.

Extrem e–ziente Pseudopotentiale der jũngsten Generation (ultrasofte Pseudopo-

tentiale, [Van90]) verzichten auf die Bedingung der Normerhaltung. Hierdurch ist

eine Beschreibung des eigentlichen Pseudopotentials durch einen sehr kleinen Basis-

satz mõglich. Dafũr muss aber in anschlie…enden Rechnungen die elektronische La-

dungsdichte in aufwãndiger Weise korrigiert werden, und das Eigenwertproblem im

Kohn-Sham-Formalismus wird zu einer erweiterten Eigenwertgleichung. Die dabei

auftretenden Komplikationen sind ãhnlich zu denen bei der Verwendung gemisch-

ter Basen (vgl. [Rat99]), die Implementierung in DFT-Programmen entsprechend

schwierig. Dafũr werden aber mit dieser Methode z. B. Strukturrechnungen fũr

Zellen mit mehreren hundert Atomen mõglich.

2.3.2 Die Lokale-Dichte-Nãherung (LDA) fũr das

XC-Potential

Fũr die Austausch-Korrelationsenergie EXC[‰] und das zugehõrige Potential

VXC([‰]; r) sind nur fũr einfachste Elektronensysteme exakte Resultate, im We-

sentlichen aus Quanten-Monte-Carlo-Rechnungen, bekannt. Im allgemeinen Fall

ist man auf nãherungsweise Ausdrũcke angewiesen. Die einfachste Nãherung, die

Lokale-Dichte-Nãherung (LDA), soll hier vorgestellt werden.

Zunãchst drũckt man die Austausch-Korrelationsenergie mithilfe der XC-Ener-

giedichte pro Teilchen, †XC ([‰] ; r), aus; diese ist wiederum ein Funktional der ge-

samten Elektronendichte ‰ (r):

EXC [‰] =

Z
dr †XC ([‰] ; r) ¢ ‰ (r) :

Die Lokale-Dichte-Nãherung verwendet nun fũr †XC ([‰] ; r) die XC-Energiedichte

†homXC (‰0) eines homogenen Elektronengases der Dichte ‰0. Dann ist in der LDA

†LDAXC ([‰] ; r) = †LDAXC (‰ (r)) = †homXC (‰ (r)) ; (2.25)
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2.3.2 Die Lokale-Dichte-Nãherung (LDA) fũr das XC-Potential

und

ELDA
XC [‰] =

Z
dr †LDAXC (‰ (r)) ¢ ‰ (r) : (2.26)

Aus der Form (2.26) erhãlt man unmittelbar den Ausdruck fũr das XC-Potential:

V LDA
XC ([‰] ; r) = V LDA

XC (‰ (r)) =
–ELDA

XC [‰]

–‰ (r)
=

d

d‰

'
†LDAXC (‰) ¢ ‰

“flfl
‰=‰(r)

:

Zur Bestimmung von †homXC spaltet man zunãchst den Austauschanteil †X ab. Fũr

diesen verwendet man das Ergebnis aus der Vielteilchen-Stõrungstheorie erster Ord-

nung (u. a. in [Nol97]). Der Korrelationsanteil †C fũr das homogene Elektronengas

wurde z. B. in Referenz [Cep80] mit QMC-Rechnungen bestimmt. Die vorliegende

Arbeit verwendet die Parametrisierung dieser Ergebnisse nach Perdew und Zun-

ger [Per81].

Die LDA sollte erwartungsgemã… fũr Elektronensysteme mit schwach variierender

Dichte gut geeignet sein. Tatsãchlich aber sind LDA-Rechnungen auch fũr vie-

le Systeme, die diese Bedingung nicht erfũllen, sehr erfolgreich; selbst Rechnun-

gen fũr II-VI-Halbleiter und Verbindungen mit Ũbergangsmetallen konnten durch-

gefũhrt werden. Bekannte Schwãchen der LDA sind eine Unterschãtzung von Bin-

dungslãngen und insbesondere der elektronischen Bandlũcke in Halbleitern. In einer

weiterfũhrenden Nãherung, der Generalized Gradient Approximation (GGA), wird

die XC-Energiedichte als Funktion der lokalen Elektronendichte und ihrem lokalen

Gradienten ausgedrũckt,

EGGA
XC [‰] =

Z
dr †GGA

XC (‰ (r) ;r‰ (r)) ¢ ‰ (r) :

Die Benutzung der GGA fũhrt zu einer Vergrõ…erung der Bindungsabstãnde in

Festkõrpern und Molekũlen gegenũber den Resultaten von entsprechenden LDA-

Rechnungen. Das ergibt in vielen Fãllen eine bessere Ũbereinstimmung mit dem

Experiment, manchmal sind die Ergebnisse aber auch wesentlich zu gro…. Elektro-

nische Bandlũcken werden auch hier nicht korrekt wiedergegeben. Fũr die Form von

†GGA
XC existiert eine Vielzahl verschiedener Parametrisierungen, bekannt sind unter

anderem die von Perdew und Wang (PW91) [Per92] und Becke und Perdew

(BP) [Bec88, Per86].

Bei der Verwendung von Pseudopotentialen wird unterschieden zwischen Rumpf-

und Valenzelektronen. Dabei nimmt man zunãchst an,
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Kapitel 2 Theoretische Grundlagen I: Grundzustandsrechnungen

{ dass die Rumpfladungsdichte ‰core aufgrund ihrer starken Bindung an den

Kern nicht mit ihrer Umgebung wechselwirkt (frozen core), und

{ dass die Rumpf- und Valenzladungsdichten, ‰core und ‰v, nur wenig ũberlap-

pen.

Im Ausdruck (2.26) ist dann ‰ = ‰core + ‰v, und fũr verschwindenden rãumlichen

Ũberlapp von ‰core und ‰v kann man (2.25) zerlegen in

†LDAXC (‰core (r) + ‰v (r)) = †LDAXC (‰core (r)) + †LDAXC (‰v (r)) :

Damit zerfãllt der Ausdruck fũr die XC-Energie in vier Terme,

ELDA
XC [‰] =

Z
dr †LDAXC (‰core (r)) ¢ ‰core (r) +

Z
dr †LDAXC (‰core (r)) ¢ ‰v (r)

+

Z
dr †LDAXC (‰v (r)) ¢ ‰core (r) +

Z
dr †LDAXC (‰v (r)) ¢ ‰v (r) : (2.27)

Dabei betrachtet man den ersten Term als konstant und vernachlãssigt den zweiten

und den dritten Term aufgrund des angenommenen verschwindenden Ũberlapps,

berechnet also nur die XC-Energie fũr die Valenzelektronen.

Diese Unterscheidung zwischen Rumpf- und Valenzelektronen ist eine nicht immer

triviale Fragestellung, etwa bei Ũbergangselementen, bei denen die d-Elektronen

zwar stark lokalisiert sind, energetisch aber nahe der eigentlichen Valenzschalen lie-

gen. Bei binãren Systemen kann auch die Situation auftreten, dass Rumpfelektronen

des einen Konstituenten energetisch in der Nãhe der Valenzelektronenzustãnde des

anderen Konstituenten liegen. In beiden Fãllen ist die Annahme, dass das Rumpf-

elektronensystem nicht mit den Valenzelektronen interagiert, nicht gerechtfertigt.

Auch die Annahme eines verschwindenden Ũberlapps zwischen Rumpf- und Valenz-

ladungsdichte ist im Allgemeinen nicht gut erfũllt.

Eine Verbesserung bringt hier der Ansatz der nichtlinearen Rumpfkorrektur (non-

linear core correction, nlcc) ([Lou82, dalC93]). Dabei wird bei der Konstruktion

der Pseudopotentiale auch die atomare Rumpfladungsdichte ‰core (r) ausgewertet

und an die folgenden Rechnungen ũbergeben. In diesen wird dann die Austausch-

Korrelationsenergie mit der vollen Ladungsdichte,

ELDA
XC [‰core + ‰v] =

Z
dr †LDAXC (‰core (r) + ‰v (r)) ¢ (‰core (r) + ‰v (r)) ;
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2.4 Impulsraumdarstellung des Kohn-Sham-Zyklusses und der Gesamtenergie

berechnet, ebenso das XC-Potential VXC.

Genauer wird die Rumpfladungsdichte aus der atomaren Rechnung bei einem Ra-

dius rnlcc abgeschnitten und fũr Radien r < rnlcc durch die Funktion A sin(Br)
r

stetig

difierenzierbar fortgesetzt. Den Radius rnlcc kann man auch mithilfe des Verhãlt-

nisses der Grõ…en der Rumpf- und der Valenzladungsdichte durch einen Parameter

xnlcc gemã…

‰core(rnlcc) = xnlcc ¢ ‰v(rnlcc) (2.28)

festlegen. Je grõ…er der Parameter xnlcc ist, desto grõ…er ist die gesamte ũbernom-

mene Rumpfladung, vgl. Abbildung 3.2.

Diese partielle Rumpfladungsdichte ‰partcore wird in der parametrisierten Form

‰partcore(r) =
¡
anlcc + bnlccr

2
¢
exp

¡
¡finlccr

2
¢

(2.29)

weitergegeben ([dalC93]).

Da die XC-Energie nun (durch die auftretende Rumpfladung) explizit von den Ionen-

koordinaten abhãngt, ergeben sich durch die Verwendung der nichtlinearen Rumpf-

korrektur zusãtzliche Beitrãge in der Stõrungsrechnung (Kap. 4.3); diese sind in

Referenz [dalC93] angegeben.

2.4 Impulsraumdarstellung des Kohn-Sham-

Zyklusses und der Gesamtenergie

Mit dem Elektron-Ion-Potential aus (2.17) ist das Kohn-Sham-Potential (2.15) git-

terperiodisch. Damit kõnnen als Lõsung Bloch-Funktionen

’jk (r) = ujk (r) exp (ik ¢ r) (2.30)

angesetzt werden. Hier indiziert j die Valenzbãnder des Festkõrpers, k ist ein Wel-

lenvektor in der ersten Brillouinzone. Die Funktionen ujk (r) in diesem Ansatz

haben die Translationssymmetrie des Bravais-Gitters,

ujk (r +R (l)) = ujk (r) ;
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kõnnen also fũr jedes k nach den reziproken Gittervektoren fGg entwickelt werden:2

ujk (r) =
1p
N›

X

G

aj(k +G) exp (iG ¢ r) : (2.31)

Dabei werden periodische (Born-von-K¶arm¶an-) Randbedingungen mit einem Peri-

odizitãtsvolumen VBvK von N1 £ N2 £ N3 primitiven Einheitszellen angenommen,

und N = N1 ¢N2 ¢N3. › ist das Volumen einer primitiven Einheitszelle. Mit (2.30)

und (2.31) ist dann

’jk =
1p
N›

X

G

aj(k +G) exp (i (k +G) ¢ r) (2.32)

Mit der Notation jk +Gi = 1p
N›

exp (i (k +G) ¢ r) wird die Kohn-Sham-Gleichung

(2.13) zu

X

G

µ
¡ „h2

2m
4+ VKS (r)

¶
aj(k +G) jk +Gi =

X

G

†jk aj(k +G) jk +Gi :

Die Projektion auf hk +G0j ergibt dann nach Auswertung des Laplace-Operators

unter Ausnutzung der Orthogonalitãt ebener Wellen

X

G

‰µ
„h2

2m
(k +G)2 ¡ †jk

¶
–GG0 + hk +G0jVKS jk +Gi

¾
aj(k +G) = 0: (2.33)

Aus der Lõsung dieses linearen Gleichungssystems in G und G0 erhãlt man fũr jedes

k die Kohn-Sham-Eigenenergien †jk und die Entwicklungskoe–zienten aj(k +G)

der Kohn-Sham-Wellenfunktionen ’jk. Fũr die Entwicklungskoe–zienten der Elek-

tronendichte, ‰(G), erhãlt man leicht den Ausdruck

‰(G) = 2¾
X

j;k

X

G0

fjka
⁄
j(k +G0)aj(k +G): (2.34)

Die Besetzungszahlen fjk vereinfachen sich in Halbleitern und Isolatoren zu fvk = 1

fũr Valenzbandzustãnde v und fck = 0 fũr Leitungsbandzustãnde c.

2In den folgenden Summationen steht G fũr diese Menge der reziproken Gittervektoren.
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2.4 Impulsraumdarstellung des Kohn-Sham-Zyklusses und der Gesamtenergie

Die Berechnung der Matrixelemente VKS(G;G
0) (fũr jeweils einen gegebenen Wellen-

vektor k, dessen Notation im Weiteren unterdrũckt wird) des Kohn-Sham-Potentials

mit den Entwicklungsfunktionen,

VKS(G;G
0) := hk +G0jVKS jk +Gi =

*
k +G0

flflflflflVH + VXC +
X

l;•

V PS;•
ion

flflflflflk +G

+
;

ist in vielen Arbeiten vorgefũhrt [Ihm79, Sch94, Sin96].

Man erhãlt

VH(G;G
0) = 4…e2

‰(G0 ¡G)

jG0 ¡Gj2 ; (2.35)

VXC(G;G
0) =

1

N›

Z
dr VXC (r) exp (¡i(G0 ¡G) ¢ r) ; (2.36)

X

l;•

V PS;•
loc (G;G0) =

1

›

X

•

S• (G
0 ¡G)

Z
dr V PS;•

loc (jrj) exp (¡i(G0 ¡G) ¢ r) ;

(2.37)
X

l;•

V PS;•
nl;l (G;G0) =

1

›

X

•

S• (G
0 ¡G)Vl• (k +G0;k +G) ; (2.38)

mit dem Strukturfaktor S• (G) = exp (iG ¢ ¿ •) und

Vl•(q
0; q) = 4…(¡1)l(2l + 1)

Z
dr r2 jl(jq0jr) jl(jqjr) Pl

µ
cos

µ
q0 ¢ q
jq0jjqj

¶¶
V PS;•
nl;l (r);

jl sind die sphãrischen Besselfunktionen, Pl die Legendrepolynome.

Fũr die Gesamtenergie des Elektronensystems (2.16) erhãlt man dann zunãchst mit

vXC = –†XC

–‰
pro Elementarzelle

Eel =
2¾
N

X

j;k

fjk†jk ¡ 4…e2
›

2

X

G

‰⁄(G)‰(G)

jGj2 +
1

N

X

G

(†XC(G)¡ vXC(G)) ‰(G):

Hier ist jedoch der (G = 0)-Term im Hartree-Beitrag divergent. Ebenso diver-

giert wegen des langreichweitigen Charakters des lokalen Teils der Pseudopotentiale

der (G = 0)-Term in (2.37). Auch die Impulsraumdarstellung fũr die Ion-Ion-

Wechselwirkung (2.5) weist eine solche Divergenz auf. In der Arbeit [Ihm79] ist
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gezeigt, dass sich diese Divergenzen in folgendem Sinne kompensieren: Wenn man

den Kohn-Sham-Zyklus unter Vernachlãssigung der (G = 0)-Terme im Hartree- und

in den lokalen Pseudopotentialen lõst, dann ergibt eine Modiflzierung der Ewald-

summation die korrekte Gesamtenergie des Kristalls.

Der endgũltige Ausdruck fũr diese ist dann [Ihm79, Schm98]

Etot =
2¾
N

X

j;k

fjk†jk ¡ 4…e2
›

2

X

G6=0

‰⁄(G)‰(G)

jGj2

+
1

N

X

G

(†XC(G)¡ vXC(G)) ‰(G) + °EW; (2.39)

mit

°EW =
4…

›

e2

2

0
@
X

G6=0

exp
‡
¡ jGj2

4·

·

jGj2

flflflflfl
X

•

exp (iG ¢ ¿ •)

flflflflfl

2

¡ 1

2·

ˆ
X

•

Z•

!2
1
A

¡ e2

2

r
2·

…

X

•

Z2
• ;

· ist der Konvergenzparameter im Ewald-Verfahren ([Mar71]).

In den oben angegebenen Ausdrũcken sieht man, dass die beiden wesentlichen Pa-

rameter dieser Darstellung die Basis fGg im reziproken Raum und der Satz von

Wellenvektoren fkg, fũr die der Kohn-Sham-Zyklus gelõst wird, darstellen.

Die Basis der ebenen Wellen G beschrãnkt man fũr jeden Wellenzahlvektor k durch

einen Maximalwert Ecut (Abschneideenergie) fũr die kinetische Energie der zugehõri-

gen Zustãnde jk +Gi:

„h2

2m
(k +G)2 • Ecut: (2.40)

Das fũhrt zu einer eigenen, endlichen Basis fũr jedes k.

Bei der Wahl der (eigentlich unendlich dicht in der ersten Brillouinzone zu wãhlen-

den) Wellenvektoren k der Bloch-Zustãnde beschrãnkt man sich zunãchst auf ein

diskretes Gitter. Diese Diskretisierung
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kn =
n1
N1

b1 +
n2
N2

b2 +
n3
N3

b3

mit n = (n1 ; n2 ; n3), ni = 0; : : : ;(Ni¡1), unter der Nebenbedingung, dass die kn in

der ersten Brillouinzone liegen, entspricht gerade der Verwendung eines Born-von-

K¶arm¶an-Volumens aus N1 £N2 £N3 primitiven Einheitszellen im direkten Raum.

Aufgrund der Symmetrie des Kristalls kõnnen die Eigenlõsungen und -energien zu

mehreren dieser Stũtzstellen kn miteinander verknũpft werden bzw. sind im Fall

der Kohn-Sham-Energieeigenwerte gleich. Dann kann man alle zu einem solchen

Stern der Grõ…e w gehõrigen Vektoren durch einen Reprãsentanten ersetzen, der in

auftretenden Summationen das Gewicht w erhãlt. Fũr die Wahl dieses nicht mehr

durch Symmetrie reduzierbaren Satzes an Stũtzstellen, den Speziellen Punkten, gibt

es mehrere bewãhrte Verfahren (z. B. [Cha73, Mon76]).

In der vorliegenden Arbeit wird das Verfahren nach Monkhorst und Pack

([Mon76]) verwendet. Hierbei wird zur Vermeidung von (fũr eine approximati-

ve Summation ungũnstigen) Hochsymmetriepunkten das diskrete Netz fkng um

k0 =
P3

i=1
1
2

1
Ni
bi vom Ursprung weg verschoben.

Zum Abschluss dieses Kapitels soll noch ein technisches Detail der iterativen Lõsung

des Kohn-Sham-Zyklusses, der in der Impulsraumdarstellung aus den Gleichungen

(2.33), (2.34) und (2.35){(2.38) besteht, beschrieben werden; dieser Punkt wird sich

spãter als wesentlich fũr die Konvergenz herausstellen.

Bei der Iteration wird, ausgehend von einer Startladungsdichte ‰n mit zugehõrigem

Kohn-Sham-Potential VKS;n, die Kohn-Sham-Gleichung (2.33) diagonalisiert und mit

den Eigenlõsungen eine neue Ladungsdichte, ‰(n+1), gemã… (2.34) konstruiert. Aus

dieser erhãlt man ein neues Potential VKS;(n+1), das fũr die nãchste Iteration zu ver-

wenden wãre. Nun fũhrt eine komplette Ersetzung von VKS;n durch VKS;(n+1) zu

einem oszillatorischen Verhalten der Iteration. Eine wesentlich schnellere Konver-

genz (oder in manchen Fãllen ũberhaupt erst Konvergenz) erhãlt man, wenn man

stattdessen fũr die folgende Iteration eine Mischung aus VKS;n und VKS;(n+1) verwen-

det. Im einfachsten Fall wãre dies

V mix
KS;(n+1) = VKS;n + fl

¡
VKS;(n+1) ¡ VKS;n

¢

mit einem Parameter fl 2 [0;1]. Das in dieser Arbeit verwendete Verfahren greift auf

ein ãhnliches Mixing aus VKS;(n+1) und den Potentialen der letzten drei Iterationen

zurũck.
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Das Kriterium fũr die Konvergenz ist dann, dass die mittlere Difierenz der Potentiale

VKS;(n+1)¡VKS;n, also der Mittelwert der Difierenzen der jeweiligen Matrixelemente,

unter einem kritischen Wert "VKS
liegt. Fũr sensible Systeme, wie z. B. einige Halb-

leiterober°ãchen, muss ein sehr konservatives Mixing (kleines fl) verwendet werden,

um ũberhaupt eine Konvergenz zu erreichen.
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Kapitel 3

Strukturelle und elektronische

Eigenschaften

3.1 Konstruktion der Pseudopotentiale und

Konvergenzbetrachtungen

Die in dieser Arbeit verwendeten Pseudopotentiale wurden nach dem Verfahren

[Trou91] generiert und in der in Referenz [Bac82] vorgeschlagenen Form parame-

trisiert (vgl. Abschnitt 2.3.1); vergleichend wurden auch die in [Bac82] tabellierten

Potentiale getestet. Bei der Konstruktion und Anwendung sind an Parametern zu

berũcksichtigen:

{ die Abschneideradien rcut;l fũr die einzelnen Drehimpulskomponenten,

{ die Unterscheidung in Rumpf- und Valenzzustãnde,

{ die elektronische Konflguration, mithilfe derer ein angeregter Drehimpulszu-

stand konstruiert wird, und

{ gegebenenfalls die Berũcksichtigung einer partiellen Rumpfladungsdichte und

deren Abschneideparameter xnlcc.

Grundsãtzlich ist zu einem solchen Vergleich verschiedener konstruierter Potentia-

le zu sagen, dass im Grenzwert sehr hoher Abschneideenergien, sehr kleiner Ab-

schneideradien fũr die atomaren Wellenfunktionen und unter Berũcksichtigung tiefer

liegender Elektronenzustãnde (hier der 4d-Zustãnde fũr Sn und Te bzw. des 3d-

Zustands fũr Ge) | wobei die beiden letzteren Punkte wiederum auf Kosten der
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Konvergenzgeschwindigkeit in der Basis ebener Wellen gehen | alle Konstrukti-

onsverfahren und -parameter dieselben Resultate ergeben mũssen. Die Wahl der

Parameter muss also vor allem als eine Optimierung des Konvergenzverhaltens ver-

standen werden.

Zunãchst werden hierzu die atomaren All-electron-Energieniveaus der Elemente Ge,

Sn und Te gegenũbergestellt (Abb. 3.1).

Abbildung 3.1: Atomare All-electron-Energieniveaus der Elemente

Ge, Sn und Te.

Die hõchstliegenden s- und p-Niveaus sind in jedem Fall als Valenzzustãnde zu be-

trachten. Fũr Te liegt der 4d-Zustand sehr nahe dem 5s-Zustand von Sn. Eine

Behandlung von d-Schalen als Valenzelektronen erfordert (vgl. [Sin96]) sehr gro…e

Basissãtze bei einer Beschreibung mit ebenen Wellen; verzichtet man darauf, so ist

die Verwendung der nlcc fũr das Te-Potential in SnTe deutlich angezeigt. Fũr Ge-

Te ist die Situation weniger eindeutig; die 3d-Elektronen von Ge kommen fũr die

Verwendung der nlcc infrage.

Die Abschneideradien fũr l = 0 wurden jeweils 0;15 aB au…erhalb des ãu…ersten

Maximums der Wellenfunktionen gewãhlt, fũr l = 1 0;15aB innerhalb des ãu…ersten

Maximums. Damit ist eine sehr gute Ũbereinstimmung der All-electron- mit den

Pseudowellenfunktionen ab r = 1;2 aB bei Ge bzw. r = 1;4 aB bei Sn und Te

gewãhrleistet. Fũr die exakten Konstruktionsdaten siehe Anhang A.
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3.1 Konstruktion der Pseudopotentiale und Konvergenzbetrachtungen

Insgesamt wurden Pseudopotentiale mit den folgenden Daten konstruiert:

Label (l = 0 ; 1)-Konf. (l = 2)-Konf. (l = 2)-Ionis. nlcc xnlcc

Ge2 4s24p2 4s14p0;754d0;25 +2 nein

Ge3 4s24p2 4s14p0;754d0;25 +2 ja 0,1

Ge4 4s24p2 4s1;54p1;254d0;25 +1 ja 0,1

Ge5 4s24p2 4s14p0;754d0;25 +2 ja 0,5

Ge6 4s24p2 4s1;54p1;254d0;25 +1 ja 0,5

Sn2 5s25p2 5s15p0;755d0;25 +2 nein

Sn3 5s25p2 5s1;55p1;255d0;25 +1 nein

Te2 5s25p4 5s15p2;755d0;25 +2 nein

Te3 5s25p4 5s1;55p3;255d0;25 +1 nein

Te4 5s25p4 5s15p2;755d0;25 +2 ja 0,2

Te5 5s25p4 5s1;55p3;255d0;25 +1 ja 0,2

Te6 5s25p4 5s15p2;755d0;25 +2 ja 0,5

Te7 5s25p4 5s1;55p3;255d0;25 +1 ja 0,5

Tabelle 3.1: Konstruktionsdaten der Pseudopotentiale. Die zweite

Spalte gibt an, mit welchen Elektronenkonflguration die (l=0)- und

(l=1)-Zustãnde konstruiert wurden, die dritte Spalte die Konfl-

guration des angeregten (l=2)-Zustands, die vierte den Grad der

Ionisierung der letzteren. Der Parameter xnlcc charakterisiert ggf.

die weitergegebene partielle Rumpfladung, vgl. Abschnitt 2.3.2.

Die Potentiale Ge1, Sn1 und Te1 sind die jeweiligen (\BHS")-Potentiale aus [Bac82].

Abbildung 3.2 zeigt die radialen Ladungsdichten fũr Ge in der Konflguration Ge5

(Valenzzustand 4s24p2). Das Maximum der Gesamt-Rumpfladungsdichte liegt bei

einem Wert mehr als eine Grõ…enordnung ũber der gewãhlten Darstellung. Erkenn-

bar ist insbesondere auch die Bedeutung des Parameters xnlcc. In Abbildung 3.3 sind

die ionischen Pseudopotentiale fũr den (l = 0)- und den (l = 1)-Zustand dargestellt.

Man sieht den
¡
¡1

r

¢
-Verlauf fũr r ! 1 und die glatte Form fũr r ! 0, sowie das

gewũnschte schnelle Abklingen der Fourierkomponenten.

Die Potentiale wurden anhand des Ergebnisses fũr den kubischen Gitterparameter

der jeweiligen fl-Struktur verglichen. Die Rechnungen wurden fũr sinnvoll erschei-

nende Paare von Potentialen durchgefũhrt; dabei wurden die weiteren Parameter

der Methode, die Abschneideenergie und die Zahl der speziellen Punkte, so gesetzt,

dass die Rechnungen auf jeden Fall konvergent sind. Als Abschneideenergie der
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Abbildung 3.2: Radiale

Rumpf-, Valenz- und

partielle Rump°adungs-

dichten, am Beispiel der

Konflguration Ge5.

Abbildung 3.3: Ionische

Pseudopotentiale und

ihre Fouriertransfor-

mierten, am Beispiel der

Konflguration Ge5.

Basis ebener Wellen wurde Ecut = 35Ryd gewãhlt, fũr die Summationen im rezipro-

ken Raum ein Satz von 60 Punkten im irreduziblen Teil der ersten Brillouinzone;

letzteres entspricht einem 8£ 8£ 8-Netz im k-Raum.

Als experimentelle Vergleichsdaten dienen fũr SnTe der Messwert a0(T = 300 K) =

6;3268 ”A aus Referenz [Bre71] und fũr GeTe a0(T = 669 K) = 6;0121 ”A aus [Zhu67]

(in [LB83]). Diese Daten wurden mithilfe der thermischen Ausdehnungskoe–zienten

fi(T ) aus [Tou77] nach T = 0 K extrapoliert. Die Vergleichswerte sind dann

GeTe : a0(T = 0 K) = 5;9659 ”A = 11;2739 aB ;

SnTe : a0(T = 0 K) = 6;2947 ”A = 11;8952 aB :

Fũr GeTe ergaben die Testrechnungen die in Tabelle 3.2 angegebenen Werte.

Man sieht, dass die Verwendung der nlcc fũr das Germanium-Atom eine Verbes-

serung darstellt. Fũr Tellur ergibt das Potential Te3 konstant bessere Ergebnisse.

Die BHS-Potentiale liefern eine grõ…ere Abweichung fũr die gewãhlten Parameter

der Rechnung; das ist vor allem ein Problem der Konvergenz der Entwicklung nach

ebenen Wellen. Fũr alle Berechnungen zur fi- und zur fl-Phase von GeTe wurden
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die Potentiale Ge5 und Te3 verwendet. Ihre Parametrisierungen sind im Anhang A

angegeben.

Die Resultate der Testrechnungen fũr SnTe sind in Tabelle 3.3 zusammengefasst.

Die Unterschiede fallen hier etwas weniger deutlich aus als bei GeTe. Die Berũck-

sichtigung einer partiellen Rumpfladungsdichte fũr Te verbessert die Ergebnisse. In

den folgenden Rechnungen wurden die Potentiale Sn3 und Te7 benutzt.

Potentiale a0 [aB] ¢a0 [%]

Ge1/Te1 11,0663 -1,841

Ge2/Te2 11,0068 -2,369

Ge3/Te2 11,0460 -2,021

Ge3/Te3 11,1099 -1,454

Ge4/Te2 10,9225 -3,117

Ge4/Te3 10,9758 -2,644

Ge5/Te2 11,0645 -1,858

Ge5/Te3 11,1163 -1,398

Ge6/Te2 10,8597 -3,674

Ge6/Te3 10,9057 -3,266

Tabelle 3.2: Berechnete kubische Gitterparameter und prozentuale

Abweichung vom experimentellen Wert mit verschiedenen

Pseudopotential-Kombinationen fũr GeTe.

Potentiale a0 [aB] ¢a0 [%]

Sn1/Te1 11,7105 -1,553

Sn2/Te2 11,6662 -1,925

Sn2/Te4 11,6984 -1,654

Sn2/Te5 11,6839 -1,776

Sn2/Te6 11,6854 -1,764

Sn2/Te7 11,7163 -1,504

Sn3/Te4 11,7481 -1,237

Sn3/Te5 11,7249 -1,432

Sn3/Te6 11,7134 -1,529

Sn3/Te7 11,7568 -1,163

Tabelle 3.3: Wie Tabelle 3.2, hier fũr SnTe.
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Nun wird die Konvergenz der Entwicklung nach ebenen Wellen unter-

sucht, also die Konvergenz der Grundzustandsrechnungen mit dem Parameter Ecut.

Dies geschieht fũr die fl-Phase der beiden Substanzen anhand der Berechnung der

Gesamtenergie und des kubischen Gitterparameters. Fũr die fi-Phase wurde eben-

falls die Gesamtenergie betrachtet und die Konvergenz hier mit der in der jeweiligen

fl-Phase verglichen.

Die Rechnungen fũr die Gesamtenergie wurden bei den jeweiligen experimentel-

len Gitterparametern und mit 60 speziellen Punkte im irreduziblen Teil der ersten

Brillouinzone durchgefũhrt. Abbildung 3.4 zeigt stellvertretend das Ergebnis fũr

fl-GeTe, Abbildung 3.5 das entsprechende fũr fi-GeTe.

Fũr fl-GeTe wurde eine Abschneideenergie von Ecut = 20 Ryd gewãhlt. Eine we-

sentliche weitere Verbesserung der Konvergenz erhãlt man erst ab etwa 35Ryd, was

aber nummerisch mit der verwendeten Methode nicht mehr handhabbar ist. Die

getrofiene Wahl entspricht einem Basissatz von rund 4300 G-Vektoren. Bei fi-GeTe

beobachtet man eine etwas schnellere Konvergenz. Die Abschneideenergie wurde

hier zu Ecut = 17 Ryd festgelegt.

Bei SnTe flndet man ein sehr ãhnliches Verhalten. Im Weiteren wird Ecut = 20Ryd

fũr fl-SnTe und Ecut = 18 Ryd fũr fi-SnTe verwendet.

Abbildung 3.4: Konvergenz der Gesamtenergie Etot in Abhãngigkeit

von der Abschneideenergie Ecut fũr fl-GeTe. Etot bezeichnet hier

und im Weiteren immer die Gesamtenergie pro Elementarzelle. Der

in den folgenden Rechnungen verwendete Wert fũr Ecut ist

gekennzeichnet.
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Fũr die fl-Strukturen wurde ferner das Konvergenzverhalten der relaxierten kubi-

schen Gitterkonstante mit der Abschneideenergie betrachtet. Das Resultat, auch

hier exemplarisch fũr GeTe, zeigt Abbildung 3.6; das Bild fũr SnTe ist wiederum

sehr ãhnlich.

Fũr fi-GeTe wurden zusãtzlich bei Ecut = 17Ryd und Ecut = 34Ryd die Ergebnisse

der Relaxierung fũr jeden der drei Gitterparameter a0, fi und – verglichen, wobei

fũr die jeweils anderen beiden der experimentelle Wert verwendet wurde. Die Ver-

doppelung der Abschneideenergie bewirkt dabei fũr jeden Gitterparameter nur eine

Verãnderung von unter 0;2 %.

Abbildung 3.5: Wie Abbildung 3.4, fũr fi-GeTe.

Abbildung 3.6: Konvergenz des relaxierten kubischen Gitter-

parameters mit der Abschneideenergie, fũr fl-GeTe.
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Zuletzt wurde noch die Konvergenz von Grundzustandsenergien und kubischen Git-

terparametern mit der Dichte des N £N £N-Netzes von k-Punkten im rezi-

proken Raum (bzw. der Anzahl der speziellen Punkte im irreduziblen Teil der ersten

Brillouinzone) untersucht. Dazu wurden Netze mit N = 4 (10 Punkte), N = 6 (28

Punkte), N = 8 (60 Punkte) und N = 10 (110 Punkte) betrachtet. Das Ergebnis

fũr die Gesamtenergie ãndert sich jeweils nur um weniger als 0;002 %. Auch die

Bestimmung der relaxierten Gitterparameter fũr die verschiedenen Sãtze spezieller

Punkte zeigt keine nennenswerte Verãnderung ab dem 6£ 6£ 6-Netz. Dieses wurde

im Weiteren verwendet.

3.2 Strukturelle Eigenschaften der fl-Phase von

GeTe und SnTe

Fũr die Struktur der fl-Phasen sind mit den im vorhergehenden Abschnitt beschrie-

benen Konvergenzuntersuchungen schon die wesentlichen Ergebnisse gewonnen. Es

wurden die Grundzustandsenergien fũr 11 Stũtzstellen in einem Intervall von ¡14%
bis +13 % um den jeweiligen experimentellen Wert herum berechnet und an die

Vinet-Zustandsgleichung ([Vin89]) angepasst. Daraus erhãlt man einen Wert fũr

den relaxierten Gitterparameter, darũber hinaus auch noch den Bulkmodul und

dessen Ableitung nach dem Druck.

Die Anpassung an diese Zustandsgleichung zeigt auch, dass das in Referenz [Rig95]

beschriebene Problem einer nicht konstanten Anzahl von Basisfunktionen bei ver-

schiedenen Gitterparametern in den hier durchgefũhrten Rechnungen keine Rolle

spielt. Es tritt hauptsãchlich bei sehr kleinen Abschneideenergien und einer sehr

geringen Zahl spezieller Punkte auf und ãu…ert sich in Sprũngen der Gesamtenergie

bei Variation der Gitterkonstante (bzw. des Volumens der Elementarzelle).

Die experimentellen Werte fũr die kubischen Gitterparameter sind in Abschnitt 3.1

angegeben. Fũr den Bulkmodul von GeTe existieren keine Messwerte.1 Als Ver-

gleichswert wurde das Ergebnis aus Referenz [Rab87], einer anderen DFT-Rechnung,

verwendet. Fũr SnTe existiert ein Messwert von B0 = 460 kbar fũr T = 0 K

(Referenz [Bea69]) sowie ebenfalls der Wert aus einer DFT-Rechnung [Rab85].

Die Ergebnisse dieser Arbeit fũr fl-GeTe sind in Tabelle 3.4 im Vergleich mit den

experimentellen Werten und anderen Rechnungen zusammengestellt. Hier sind auch

die Ergebnisse einer zusãtzlich durchgefũhrten GGA-Rechnung angegeben; fũr die-

se wurde das Paket \Vienna ab-initio Simulation Package" (VASP), vgl. Referenz

1Dies ist bedingt durch die hohe Ũbergangstemperatur von GeTe in die fi-Phase und der Schwie-

rigkeit der Prãparation von Proben hoher Qualitãt, vgl. [Rab87].
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[Kre96], verwendet. Diese Methode benutzt ultrasofte Pseudopotentiale und die

Conjugate-gradients-Methode zur Minimierung des Energiefunktionals. Die Rech-

nungen damit wurden auf einem 8£ 8£ 8-Netz spezieller Punkte durchgefũhrt.

Man sieht, dass die Verwendung der GGA zu einer Ũberschãtzung der Bindungs-

abstãnde etwa in der gleichen Grõ…enordnung fũhrt, in der die LDA sie unterschãtzt.

Die Ergebnisse dieser Arbeit fũr die Gitterkonstante sind etwas besser als die der

Pseudopotential-LDA-Rechnung [Rab87]; Abweichungen um etwa 1 % nach unten

sind typisch fũr LDA-Rechnungen mit der hier verwendeten Methode.

Tabelle 3.5 zeigt den analogen Vergleich der berechneten Daten fũr fl-SnTe mit

anderen Arbeiten.

Es ergibt sich dasselbe Bild wie im Fall von fl-GeTe. Die Rechnungen fũr den

Bulkmodul ergeben in jedem Fall einen deutlich grõ…eren Fehler; es ist bekannt, dass

dies auch an einer langsameren Konvergenz dieser Grõ…e (als einer zweiten Ableitung

der Energie) in allen Entwicklungsparametern begrũndet liegt. Das Auftreten freier

Ladungstrãger im nicht perfekten Kristall fũhrt hier ebenfalls zu Abweichungen, vgl.

die Diskussion in Abschnitt 5.2.

a0 [aB] ¢a0 [%] B0 [kbar] B00
Diese Arbeit (LDA) 11,145 -1,14 628,0 4,02

Diese Arbeit (GGA) 11,356 +0,73 510,3 4,42

DFT ([Rab87]) 11,055 -1,94 510,0

Exp. ([Zhu67]) 11,274

Tabelle 3.4: Vergleich der berechneten Gitterparameter fũr fl-GeTe

mit anderen Rechnungen und experimentellen Werten.

a0 [aB] ¢a0 [%] B0 [kbar] ¢B0 [%] B00
Diese Arbeit (LDA) 11,758 -1,15 510,4 +11,0 4,35

Diese Arbeit (GGA) 12,089 +1,63 428,7 -6,80 4,55

DFT ([Rab85]) 11,735 -1,35 490,0 +6,52

Exp. ([Bre71]/[Bea69]) 11,895 460,0

Tabelle 3.5: Wie Tabelle 3.4, fũr fl-SnTe.
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3.3 Strukturelle Eigenschaften der fi-Phase von

GeTe und SnTe

Fũr die fi-Strukturen ist die Energie in dem dreidimensionalen Parameterraum aus

a0, fi und – (bzw. dem Zellvolumen ›, fi und –) zu minimieren. Diese Minimierung

wurde nach folgendem Schema auf N›, Nfi und N– Stũtzstellen fũr ›, fi bzw. –

durchgefũhrt:

1. Fũr jedes Paar (›i; –j) Berechnung der Energie E›i;–j(fi) auf Nfi Stũtzstellen;

daraus erhãlt man den Wert fimin(›i; –j) des jeweiligen Energieminimums.

2. Fũr jedes ›i Berechnung von E›i(–) auf den N– Stũtzstellen fũr –; dabei

werden fũr fi die Werte fimin(›i; –j) aus Schritt 1 verwendet. Das ergibt fũr

jedes Volumen ›i den relaxierten Wert fũr den Parameter –, –min(›i).

3. Fũr jedes ›i Berechnung von E›i(fi) auf den Nfi Stũtzstellen fũr fi; dabei

werden fũr – die relaxierten Werte –min(›i) aus Schritt 2 verwendet. Das ergibt

fũr jedes Volumen ›i den relaxierten Wert fũr den Parameter fi, fimin(›i).

4. Mit den Parametern fimin(›i) und –min(›i) aus den Schritten 2 und 3

ist fũr jeden Volumenwert ›i die Struktur relaxiert. Die Energie

E(›i ; fimin(›i) ; –min(›i)) wird auf den N› Stũtzstellen berechnet. Aus

der Anpassung der Vinet-Zustandsgleichung an diese Werte erhãlt man das

relaxierte Zellvolumen ›min (sowie den Bulkmodul etc.).

Nun werden die Parameter fi und – fũr dieses ›min relaxiert:

5. Fũr ›min und die N– Werte –j Bestimmung des relaxierten Parameters fimin(–j)

analog zu Schritt 1.

6. Damit Berechnung von E›min
(–) auf den Stũtzstellen fũr – unter Verwendung

von fimin(–j) analog zu Schritt 2; das ergibt den relaxierten Parameter –min.

7. Zu diesen Werten ›min und –min Relaxierung von fi zu fimin wie in Schritt 3.

Dieses Verfahren bietet den Vorteil, dass alle Relaxierungen von fi und – bei konstant

gehaltenem Volumen der Elementarzelle durchgefũhrt werden. Damit kann kein

Fehler durch eine variierende Zahl ebener Wellen wãhrend der Rechnung auftreten.

Die Minimierung benõtigt die Berechnung der Grundzustandsenergie fũr

(N› + 1)(NfiN– +Nfi +N–) +N› Konflgurationen. Das sind nur unwesentlich
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mehr als die N›NfiN–, die nõtig wãren, wenn man das Minimum durch Anpassung

eines Polynoms an die auf dem kompletten Stũtzstellennetz berechneten Ener-

giewerte bestimmen wũrde. Dafũr ist das verwendete Verfahren physikalischer

und liefert eine feinere Nachminimierung der Parameter in der Umgebung des

Energieminimums.

Als experimenteller Wert fũr die Kantenlãnge der gestõrten kubischen Gitterzelle

von fi-GeTe gibt die Referenz [Gol66] den Wert acubic = 5;996 ”A bei T = 300 K

an. Mit den Werten fũr die thermische Ausdehnung aus [Tou77] erhãlt man fũr

T = 0 K acubic0 = 5;9720 ”A. Die oben genannte Referenz enthãlt fũr die Koordinate

– des Te-Untergitters in der Elementarzelle – = 0;4746, fũr den Winkel µ zwischen

den Kanten des verzerrten fcc-Wũrfels µ = 88;18–. Dann ist fi = 56;79– und mithilfe

des Zusammenhangs2 arhomb = acubic ¢ cos
¡
µ
2

¢
a0 = 8;1057 aB, und das Volumen der

Elementarzelle › = 348;68 a3B. Alternativ gibt Referenz [Coh64] (zitiert in Referenz

[Luc74]) bei Zimmertemperatur die Werte arhomb = 8;001aB und fi = 58;25– an. Fũr

T ! 0 ergibt dies (fi ist nach Referenz [Bus77] in diesem Temperaturbereich nahezu

temperaturunabhãngig) a0 = 7;9690 aB und › = 343;50 a3B. Fũr den Grenzwert

des Winkels µ fũr verschwindende Dichte freier Ladungstrãger p erhãlt man aus

Referenz [Bus77] (zitiert in [LB83]) µ = 88;09–; damit ergibt sich hier fũr den Winkel

fi zwischen den Gittervektoren der rhomboedrischen Einheitszelle cosfi = 0;54999

bzw. fi = 56;63–.

Die Abhãngigkeit des Parameters acubic von der Dichte freier Ladungstrãger p

fũr fi-SnTe bei T = 5 K ist in Referenz [Iiz75] angegeben. Fũr p ! 0

erhãlt man acubic = 6;327 ”A. Der Winkel µ betrãgt fũr T ! 0 bei einer Probe

mit p = 1 ¢ 1020 cm¡3 µ = 89;895– ([Mul73], in [LB83]), daraus errechnet sich

cosfi = 0;50275 und fi = 59;82–. Die rhomboedrische Gitterkonstante ist dann

a0 = 8;4621 aB und das Volumen der primitiven Einheitszelle › = 426;70 a3B. Die

Koordinate – des Te-Untergitters ist – = 0;4918 fũr T ! 0 in einer Probe mit

p = 0;88 ¢ 1020 cm¡3 [Iiz75].

Insgesamt zeigen diese Werte, dass die Stõrung der NaCl-Struktur in der Nieder-

temperaturphase in GeTe sehr viel stãrker ausgeprãgt ist als in SnTe.

In den Tabellen 3.6 und 3.7 sind zunãchst die Resultate der Relaxationen fũr fi-GeTe

bzw. fi-SnTe mit den jeweiligen experimentellen Daten zusammengestellt. Die

Daten der gewãhlten Stũtzstellen fũr die Relaxierung waren bei fi-GeTe N› = 7,

› 2 [260 a3B ; 440 a
3
B], Nfi = 20, fi 2 [27– ; 75–] und N– = 6, – 2 [0;420 ; 0;500],

bei fi-SnTe N› = 9, › 2 [330 a3B ; 530 a
3
B], Nfi = 14, fi 2 [50– ; 63–] und N– = 8,

– 2 [0;460 ; 0;500].

2Mit Notationen ohne Index ist immer die rhomboedrische Gitterkonstante arhomb gemeint.
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› [a3B] fi – ¢› [%] ¢fi [%] ¢– [%]

Diese Arbeit 351;57 58;79– 0;4747 +0;83 (a)

+2;35 (b)

+3;52 (a)

+0;03 (b)

+3;81 (c)

+0;03 (a)

Exp. 348,68(a)

343,50(b)
56;79– (a)

58;25– (b)

56;63– (c)

0,4746(a)

Tabelle 3.6: Ergebnisse fũr die relaxierten Gitterparameter ›, fi und

– von fi-GeTe und Vergleich mit den experimentellen Daten:
(a): Referenz [Gol66], (b): Referenz [Luc74], (c): Referenz [Bus77].

› [a3B] fi – ¢› [%] ¢fi [%] ¢– [%]

Diese Arbeit 406;22 59;90– 0;4930 -4,80 +0,13 -0,24

Exp. 426;70 (a) 59;82– (b) 0;4918 (c)

Tabelle 3.7: Wie Tabelle 3.6, fũr fi-SnTe.

Experimentelle Daten: (a): Referenz [Iiz75] mit [Mul73],
(b): Referenz [Mul73], (c): Referenz [Iiz75].

Die Ergebnisse fũr das Zellvolumen geben die Messwerte mit der fũr LDA-

Rechnungen ũblichen Genauigkeit wieder (die Fehler in a0 betragen ¡1;3 % bzw.

+0;35 % im Vergleich mit dem Wert aus [Gol66] bzw. [Luc74]). Die grõ…ten Feh-

ler liefert die Berechnung des Winkels fi; allerdings flnden sich hierfũr auch wider-

sprũchliche Messwerte. Da das Volumen der primitiven Elementarzelle eine Funktion

von a0 und fi ist, tragen zum Fehler in › sowohl die Fehler der isotropen Ausdeh-

nung a0 als auch der Winkelverzerrung fi bei. Mit sehr guter Genauigkeit wird der

Parameter – der Untergitterverschiebung, welcher auch der primãre Ordnungspara-

meter des Ũbergangs von der fl- in die fi-Phase ist, reproduziert.

In Referenz [Rab87] wurden Dichtefunktional-Rechnungen zur Relaxierung von fi

und – bei festgehaltenem Zellvolumen (dem aus der Relaxierung der fl-Struktur)

durchgefũhrt. Die Ergebnisse, fi = 58;8– und – = 0;475 stimmen gut mit den in der

vorliegenden Arbeit gefundenen Resultaten ũberein.

Die Ergebnisse fũr fi-SnTe, Tabelle 3.7, zeigen ein ãhnliches Bild.

Der Fehler in a0 liegt hier bei ¡1;7%. Anders als bei fi-GeTe wird er nicht durch eine

Abweichung in fi mit umgekehrtem Vorzeichen kompensiert; davon rũhrt der deut-

lich grõ…ere Fehler in › her. Die Position des Te- Untergitters, –, und hier auch der

Winkel fi stehen in sehr guter Ũbereinstimmung mit den experimentellen Werten.

Weitere experimentelle Vergleichswerte standen nicht zur Verfũgung, die Resultate
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der DFT-Rechnungen in Referenz [Rab85], wieder fũr festes Zellvolumen, stehen mit

fi = 59;878– und – = 0;492 in guter Ũbereinstimmung mit den Ergebnissen dieser

Arbeit.

Die folgenden Abbildungen zeigen Details der Relaxationen fũr fi-GeTe; hier sind

die Efiekte wesentlich deutlicher ausgeprãgt als bei fi-SnTe. Abbildung 3.7 zeigt die

Relaxierung des Zellvolumens. Die auftretenden Energieunterschiede bei Variation

des Volumens um §6 % um den Wert des Minimums herum liegen bei 0;002 Ryd

pro Elementarzelle.

Abbildung 3.7: Gesamtenergie in Abhãngigkeit vom Volumen der

Elementarzelle fũr fi-GeTe. Die Punkte sind die berechneten Werte,

die durchgezogene Linie ist die Anpassung der Vinet-Zustands-

gleichung.

Abbildung 3.8: Gesamtenergie bei der Relaxierung des Gitterwinkels

fi fũr fi-GeTe. Kreuze: Berechnete Werte, durchgezogene Linie:

Spline-Interpolation.
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In Abbildung 3.8 ist die abschlie…ende Relaxierung des Winkels fi (Schritt 7) dar-

gestellt. Die Energiedifierenz zwischen dem Minimum und dem Wert fũr die unver-

zerrte Konflguration (fi = 60–) betrãgt 0;00031 Ryd pro Elementarzelle. Die Kurve

muss nicht symmetrisch um cosfi = 0;5 sein, da hier das Te-Untergitter nicht mehr

bei seiner symmetrischen Position liegt.

Abbildung 3.9 zeigt schlie…lich im oberen Teil die Abhãngigket der Gesamtenergie

von der Untergitterkoordinate –; die Relaxierung ergibt hier eine Energiedifierenz

Abbildung 3.9: Oberes Bild: Gesamtenergie bei der Relaxierung der

Untergitterkoordinate – fũr fi-GeTe. Kreuze: Berechnete Werte,

durchgezogene Linie: Spline-Interpolation.

Unteres Bild: Konturplot der Energie°ãche in Abhãngigkeit von fi

und – fũr relaxiertes Zellvolumen, Energiewerte in Ryd, Abstand

zwischen zwei Niveaulinien 0,001 Ryd. Eingezeichnet ist der

experimentelle Wert fũr – und zwei Messwerte fũr fi sowie die

unverzerrte Konflguration fi = 60–.
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3.3 Strukturelle Eigenschaften der fi-Phase von GeTe und SnTe

von 0;0020 Ryd pro Elementarzelle. Der untere Teil zeigt die Energie°ãche E(fi;–),

berechnet fũr den relaxierten Wert des Volumens der Elementarzelle (aus Schritt 5).

Fũr fi-SnTe betrãgt die Energieãnderung pro Elementarzelle bei einer Variation von

› um §6 % um den Wert des Minimums herum 0;0013 Ryd, bei der Relaxierung

von fi 2;1 ¢ 10¡5 Ryd und bei der Relaxierung von – 1;0 ¢ 10¡5 Ryd. Damit ist der

Zusammenhang zwischen der Energie und dem Zellvolumen vergleichbar mit dem

bei fi-GeTe. Die Relaxierung der beiden anderen Gitterparameter ist in fi-SnTe

sowohl hinsichtlich ihres Ausma…es als auch des damit verbundenen Energiegewin-

nes wesentlich schwãcher ausgeprãgt als in fi-GeTe. Insbesondere der sehr kleine

Beitrag der Relaxierung von – (Abbildung 3.10) fãllt ins Auge.3 Dies ist vermutlich

die Erklãrung, warum die Berechnung des harmonischen Phononenspektrums fũr

fl-SnTe erfolgreich durchgefũhrt werden konnte, siehe Abschnitt 5.2.

3Dabei ist aber sichergestellt, dass die auftretende kleine Energiedifierenz nicht daher rũhrt, dass

fũr die verschiedenen Konflgurationen unterschiedlich viele Kristallsymmetrien in der Rechnung

verwendet wurden; und die resultierende Energiedifierenz liegt noch im Bereich der nummerischen

Genauigkeit der Methode. Der sprungartige Verlauf resultiert lediglich aus der Genauigkeit der

Ausgabe der Daten.

Abbildung 3.10: Gesamtenergie bei der Relaxierung der Unter-

gitterkoordinate – fũr fi-SnTe.
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3.4 Elektronische Eigenschaften

Die Berechnung der Grundzustandsenergie im Rahmen der DFT liefert auch die Fou-

rierkoe–zienten der Elektronendichte, so dass diese und auch Dichteãnderungen bei

Ãnderungen der Gitterstruktur leicht untersucht werden kõnnen. Mit der Grund-

zustandsladungsdichte kennt man auch den vollen Kohn-Sham-Hamiltonoperator.

Dieser kann nun fũr jeden Wellenvektor k der Elektronen aufgestellt (Gleichungen

(2.35){(2.38)) und diagonalisiert werden. Hieraus erhãlt man fũr jedes beliebige

k die Energien der Einteilchenzustãnde im Kohn-Sham-Bild. Unter der Annahme

schwach wechselwirkender Elektronen kõnnen diese als eine Nãherung fũr die wirk-

lichen Elektronenenergien verwendet werden. Trotz dieser starken Annahme erhãlt

man so aus DFT-Rechnungen auch gute Nãherungen jedenfalls fũr die Valenzbãnder

der elektronischen Bandstrukturen und die zugehõrigen elektronischen Zustands-

dichten. Da die Rechnungen angeregte Zustãnde nicht berũcksichtigen, werden die

Leitungsbãnder weniger gut wiedergegeben; insbesondere eine Unterschãtzung der

elektronischen Bandlũcke ist eine bekannte Schwãche der LDA.

Abbildung 3.11: Berechnete elektronische Bandstruktur lãngs der

Hochsymmetrierichtungen fũr fl-SnTe.

Fette Linien: LDA-Rechnungen dieser Arbeit; grauer Untergrund:

Ergebnisse aus [Mel79].

40



3.4 Elektronische Eigenschaften

Die Abbildungen 3.11 und 3.12 zeigen die berechneten elektronischen Bandstruk-

turen fũr die fl-Phase von GeTe und SnTe im Vergleich mit frũheren Rechnungen;

fũr fl-GeTe mit den Ergebnissen der relativistischen EPM-Rechnungen4 aus Refe-

renz [Tun69], fũr fl-SnTe mit denen der selbstkonsistenten relativistischen APW-

Rechungen5 aus [Mel79].

Das Bild fũr fl-SnTe ist sehr ũberzeugend. Die Rechnungen decken sich nahezu, und

insbesondere die in [Mel79] gefundenen Details werden reproduziert. Diese Referenz

weist nach, dass die Spin-Bahn-Wechselwirkung fũr die Entstehung der Energielũcke

verantwortlich ist; der Abbildung sind die entsprechenden unter Vernachlãssigung

der Spin-Bahn-Wechselwirkung bestimmten Kurven unterlegt. Beide Rechnungen

ergeben, dass die Bandlũcke (bzw. hier die Berũhrung von Valenz- und Leitungs-

band) nicht exakt am L-Punkt, sondern um einen kleinen Betrag in Richtung von

W verschoben auftritt. Das Valenzbandmaximum in der ¡-K-Richtung liegt beide

Male sehr knapp unter den Maxima nahe L. Auch die Ergebnisse der theoretischen

Rechnungen [Rab85] stimmen mit den hier vorgestellten ũberein.

4Empirical Pseudopotential Method
5Augmented Plane Waves

Abbildung 3.12: Wie Abbildung 3.11, fũr fl-GeTe. Vergleichs-

rechnungen: Referenz [Tun69].
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Das Ergebnis fũr fl-GeTe erscheint zunãchst weniger gut. Die Bãnder in der Umge-

bung der Fermienergie werden zufrieden stellend reproduziert, doch sowohl fũr die

tiefer gelegenen gebundenen Zustãnde als auch fũr alle weiter von der Fermienergie

entfernten Leitungsbãnder zeigen sich sehr gro…e Abweichungen. In der hier verwen-

deten Referenz wurde auch die Bandstruktur von fl-SnTe berechnet. Der Vergleich

dieser mit den neueren Rechnungen von [Mel79] zeigt allerdings gerade im Bereich

der unteren Valenzbãnder ãhnliche Difierenzen, die eher den in der vorliegenden Ar-

beit gefundenen stãrker gekrũmmten Verlauf bestãtigen. Auch die Pseudopotential-

LDA-Rechnungen in Referenz [Rab87] zeigen nahezu dasselbe Resultat.

Experimentelle Vergleichsdaten fũr die Bandstrukturen liegen nicht vor. In der Lite-

ratur flnden sich nur aus Photoemissionsspektren gewonnene Daten ([Fis72, Kem76])

fũr die elektronischen Zustandsdichten. Die Ergebnisse der durchgefũhrten Rech-

nungen zeigt Abbildung 3.13. Hierbei wurden die auf 400 Punkten im irreduziblen

Teil der ersten Brillouinzone berechneten Daten mithilfe der Linearen-Tetraeder-

Methode interpoliert. Leider sind die PE-Spektren in beiden Referenzen relativ

schlecht aufgelõst. Der Vergleich zeigt lediglich eine Ũbereinstimmung in der groben

Struktur und in den auftretenden Eneergiebereichen. Die elektronische Bandlũcke

ergibt sich aus den durchgefũhrten Rechnungen in fl-GeTe zu 0;2 eV. Entsprechen-

de Messwerte sind nicht eindeutig; insbesondere zeigt sich eine starke Abhãngigkeit

von der (Ge-Fehlstellen herrũhrenden) Dichte freier Ladungstrãger. Sie liegen aber

ebenfalls in dieser Grõ…enordnung. Ũber die Qualitãt der LDA lãsst sich bei diesen

kleinen Bandlũcken wenig aussagen, jedenfalls aber ergeben auch LDA-Rechnungen

die experimentell nachgewiesene kleine Bandlũcke in GeTe.

Fũr die elektronischen Bandstrukturen bzw. Zustandsdichten der jeweiligen fi-

Strukturen flnden sich noch weniger Vergleichswerte, weder experimentelle Daten

noch andere Rechnungen. Theoretische Arbeiten verweisen hierbei auf die nur ge-

ringe Stõrung der NaCl-Struktur und erwarten allenfalls geringfũgige Ãnderungen.

Als Test dieser Aussage wurde fũr fi-GeTe die elektronische Dispersion lãngs der

[0 0 1]-Richtung berechnet und der in der dazu ãquivalenten [1 1 1]-Richtung der fl-

Struktur gegenũbergestellt. Das Ergebnis, Abbildung 3.14, bestãtigt die Vermutung.

Lediglich im Bereich der Leitungsbãnder zeigt sich eine kleine Verãnderung. Die ein-

zige weitere theoretische Arbeit, Referenz [Rab87]6, ergibt fũr die ¡-T-Richtung das

gleiche Bild.

6Ebenfalls LDA-Pseudopotential-Rechnungen.
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Abbildung 3.13: Elektronische Zustandsdichten fũr fl-GeTe (links)

und fl-SnTe (rechts). Das Inset im linken Bild zeigt eine Ver-

grõ…erung des Bereichs um die Fermienergie.

Abbildung 3.14: Vergleich der elektronischen Bandstruktur fũr die fl-

und die fi-Struktur von GeTe. Die Richtung ist jeweils die Raum-

diagonale des fcc-Wũrfels.
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Zum Abschluss sollen noch die Grundzustands-Ladungsdichten diskutiert werden.

Abbildung 3.15 zeigt zunãchst die Ladungsdichten fũr die fl-Strukturen von GeTe

und SnTe in den jeweiligen (0 0 1)-Ebenen.

Die Ladungsverteilung zeigt, dass diese IV-VI-Verbindungen keinen reinen Bin-

dungstypus aufweisen. Man sieht sowohl einen deutlich ionischen Bindungsanteil

als auch die Ausbildung kovalenter Bindungen. Letztere rũhren von den sechs

p-Elektronen pro Basispaar her, in den Hõhenlinienplots erkennt man gut die sechs-

fache Koordination (vierfach in der abgebildeten Ebene) zu den nãchsten Nachbar-

atomen in der NaCl-Struktur. Die Ionisierung der (Ge/Sn)- und Te-Atome ist bei

SnTe dominanter als bei GeTe. Es ist anzunehmen, dass die ionische Bindung dazu

beitrãgt, die fl-Struktur in SnTe zu stabilisieren: Antimon, das das Gruppe-V-Ãqui-

valent zu SnTe darstellt, kristallisiert bei Zimmertemperatur in der A7-Struktur; der

wesentlichste Unterschied zwischen Sb und SnTe ist die Ionizitãt des letzteren.

Abbildung 3.15: Valenzladungsdichten in den (0 0 1)-Ebenen der

fl-Strukturen von GeTe (links) und SnTe (rechts).
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Zusãtzlich flndet man auch einen metallischen Bindungsanteil. Die Valenzladungs-

dichte sinkt in der gesamten (0 0 1)-Ebene nicht unter ein Zehntel der maxima-

len Dichte. Auch vom metallischen Bindungsanteil ist anzunehmen, dass er die

fl-Struktur stabilisiert (vgl. [Luc74]).

Abbildung 3.16 zeigt die Ladungsverteilung in einer (112)-Ebene der beiden Gitter.

Hier flndet man kaum kovalenten Bindungscharakter; in dieser Ebene liegen auch

keine Paare nãchster Nachbarn.

Abbildung 3.17 zeigt im linken Teil die Ladungsverteilung in einer (1 1 0)-Ebene

in GeTe, dargestellt im Koordinatensystem der fi-Struktur. Die yz-Ebene wurde

gewãhlt, weil in ihr sowohl die [111]- als auch die [001]-Richtung der NaCl-Struktur

enthalten sind und sich die Atome bei der Verzerrung in die fi-Phase nicht aus dieser

Ebene herausbewegen. Im linken Teil sind die Richtungen im fcc-Gitter angegeben,

und der Rand der fcc-Gitterzelle ist markiert. Die Bezeichnungen der Atomposi-

tionen im rechten Bild, also der fi-Struktur, beflnden sich an den Positionen des

unverzerrten Gitters. Neben der Verschiebung der Atome erkennt man hier schon,

dass sich beim Ũbergang die Ladungsverteilung innerhalb der [0 0 1]-Ketten der

NaCl-Struktur verschiebt; jeweils eine kovalente Bindung wird stãrker ausgeprãgt,

die darauf folgende schwãcher. Das entspricht auch dem Bild 3.18 von der Ãnderung

der Konflguration der Atome beim Ũbergang: Ausgehend von der sechsfachen Ko-

ordination zu den nãchsten Nachbarn im NaCl-Gitter bewegt sich das betrachtete

Abbildung 3.16: Valenzladungsdichten in den (1 1 2)-Ebenen der

fl-Strukturen von GeTe (links) und SnTe (rechts). Die x-Achsen

entsprechen den Flãchendiagonalen des fcc-Gitters, die y-Achsen

den Raumdiagonalen.
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Atom etwas auf eine Gruppe von drei Nachbaratomen zu. Die Bindungen zu diesen

drei werden stãrker, die zu den verbleibenden schwãcher.

Die Ladungsverteilung in GeTe lãngs einer solchen Kette von Atomen in der [0 0 1]-

Richtung des fcc-Gitters zeigt Abbildung 3.19, im linken Teil fũr die symmetrische

fl-Struktur, rechts fũr die fi-Struktur. Man sieht deutlich, wie sich die Ladung in

den kovalenten Bindungen zugunsten einer Bindung verlagert.

Die Abbildungen 3.20 und 3.21 zeigen das Gleiche fũr SnTe. Die Niveaulinien liegen

bei denselben Werten wie in den Bildern fũr GeTe. Sowohl die Gitterverzerrung als

auch der Ladungstransfer innerhalb der Bindungsketten sind wesentlich schwãcher

ausgeprãgt als in GeTe, aber auch hier klar zu erkennen.

Abbildung 3.17: Valenzladungsdichte in GeTe beim Ũbergang von der

symmetrischen (links) in die verzerrte Struktur (rechts).

Abbildung 3.18: Schematisches Bild der Gitterverzerrung beim

Ũbergang von der fl- in die fi-Struktur. Die sechsfache Koordination

geht ũber in zwei unterschiedlich starke dreifache Koordinationen.
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Abbildung 3.19: Umverteilung der Valenzladung lãngs einer

Ge-Te-Ge-Kette beim strukturellen Ũbergang.

Abbildung 3.20: Wie Abbildung 3.17, fũr SnTe.
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Abbildung 3.21: Wie Abbildung 3.19, fũr SnTe.
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Kapitel 4

Theoretische Grundlagen II:

Gitterdynamik in harmonischer

Nãherung

In diesem zweiten theoretischen Kapitel soll das Verfahren von Baroni und Mit-

arbeitern zur Berechnung von harmonischen Phononenspektren, also der Gitterdy-

namik in harmonischer Nãherung, in Halbleitern und Isolatoren in seinen wesentli-

chen Zũgen beschrieben werden. Die Theorie wurde unter anderem in den Arbei-

ten [Bar87] und [Gia91] vorgestellt, eine Zusammenfassung aller Aspekte bietet der

Ũbersichtsartikel [Bar01].

Zunãchst bedarf es einiger begri†icher Vorarbeit.

4.1 Bewegungsgleichungen in der harmonischen

Nãherung; Ortsraumkraftkonstanten

Die Gesamtenergie eines Kristallgitters kann nach den Auslenkungen der Ionen

fu(‘•)g1 in eine Taylorreihe entwickelt werden:

Etot = E0 + E2 +O(u3)

= E0 +
1

2

X

fifi0

X

••0

X

‘‘0

'2
fifi0

••0
(‘; ‘0) ufi(‘•)ufi0(‘

0•0) +O(u3): (4.1)

1Zur Vereinfachung wird, abweichend von der Notation in Kapitel 2, ab jetzt der Bravais-Index

l mit ‘ bezeichnet; ‘ = 1; : : : ;N durchlãuft dann die Zellen des Born-von-K¶arm¶an-Volumens.
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fi; fi0; : : : sind hier und im Folgenden kartesische Indizes, •; •0; : : : indizieren die Basis-

atome und ‘; ‘0; : : : die Gitterzellen. Die oberen Indizes (die der Ũbersichtlichkeit

halber ũberall ungeklammert notiert sind) bezeichnen die Ordnung in den Auslen-

kungen. E0 ist die Energie des Grundzustandes (u · 0), ein Term erster Ordnung

tritt bei Entwicklung um die Ruhelagen nicht auf.

Die Entwicklungskoe–zienten zweiter Ordnung,

'2
fifi0

••0
(‘; ‘0) =

@2Etot

@ufi(‘•) @ufi0(‘0•0)

flflflfl
u=0

; (4.2)

werden als harmonische (Ortsraum-)Kraftkonstanten bezeichnet, die Vernachlãssi-

gung aller hõheren Ordnungen in (4.1) stellt die harmonische Nãherung dar.

Die Rũckstellkraft auf das Ion (‘•) bei Auslenkung in Richtung fi ergibt sich dann

als

Ffi (‘•) = ¡
@Etot

@ufi (‘•)
= ¡

X

fi0•0‘0

'2
fifi0

••0
(‘; ‘0)ufi0 (‘

0•0) ;

damit ist die klassische Bewegungsgleichung fũr die Gitterionen in harmonischer

Nãherung

M•
˜ufi(‘•) = ¡

X

fi0•0‘0

'2
fifi0

••0
(‘; ‘0)ufi0 (‘

0•0) : (4.3)

M• ist hier die Masse des Basisatoms •.

Die Kraftkonstanten '2
fifi0

••0

(‘; ‘0) lassen sich, wie die Gesamtenergie, in einen ionischen

und einen elektronischen Teil aufspalten:

'2
fifi0

••0
(‘; ‘0) = '2;ion

fifi0

••0

(‘; ‘0) + '2;el
fifi0

••0

(‘; ‘0) :

Fũr den ionischen Term nimmt man Punktladungen Z•e an, die Auswertung von

Ableitungen des ionischen Teils der Gesamtenergie kann mit Ewaldsummationstech-

niken durchgefũhrt werden (s. u.).
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4.1 Bewegungsgleichungen in der harmonischen Nãherung . . .

Die Energie der Elektronen, Eel, hãngt durch das Potential2

Vel¡ion(fXg; r) =
X

‘•

V PS;•
ion (r ¡X(‘•)) =: V PS (r)

von den Ionenkoordinaten X(‘•) = R(‘) + ¿ • + u(‘•), also insbesondere von den

Auslenkungen der Ionen aus ihren Ruhelagen, u(‘•), ab. Das Hellmann-Feyman-

Theorem liefert fũr die erste Ableitung von Eel nach einer Auslenkung ufi(‘•)

@Eel

@ufi(‘•)
=

¿
“el

flflflfl
@Hel

@ufi(‘•)

flflflfl“el

À
:

Hier ist
@Hel

@ufi(‘•)
=

@V PS

@ufi(‘•)
.

Damit hat man

@Eel

@ufi(‘•)
=

Z
dr ‰ (r)

@V PS (r)

@ufi(‘•)
;

‰ bezeichnet hier und im Weiteren immer die Valenzladungsdichte ‰v. Der elek-

tronische Beitrag zu den harmonischen Kraftkonstanten ist die Ableitung dieses

Ausdrucks nach einer weiteren Auslenkung ufi0(‘
0•0). Das Ergebnis ist

'2;el
fifi0

••0

(‘; ‘0) =
@2Etot

@ufi(‘•) @ufi0(‘0•0)

=

Z
dr

@‰ (r)

@ufi0(‘0•0)

@V PS (r)

@ufi(‘•)
+

Z
dr ‰ (r)

@2V PS (r)

@ufi(‘•) @ufi0(‘0•0)
–‘‘0–••0 :

(4.4)

Alle Ableitungen sind fũr verschwindende Auslenkungen (u = 0) zu nehmen.

Die Deltafunktionen im zweiten Term drũcken aus, dass die zweiten Ableitungen

des Elektron-Ion-Potentials nur fũr zwei Auslenkungen desselben Atoms nicht ver-

schwinden.

2Hier wird vereinfachend wieder von einer lokalen Elektron-Ion-Wechselwirkung ausgegangen.

Die notwendigen Modiflkationen des Formalismus bei Verwendung nichtlokaler (semilokaler) Pseu-

dopotentiale ist in Referenz [Gia91] beschrieben.
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Die Ableitungen von V PS nach den Ionenauslenkungen kõnnen unmittelbar ausge-

wertet werden, die ungestõrte Ladungsdichte erhãlt man aus der Lõsung der Kohn-

Sham-Gleichungen (vgl. Abschnitt 2.4). Der Formalismus zur Berechnung der Ant-

wort der elektronischen Ladungsdichte auf eine Gitterauslenkung, @‰(r)
@ufi0 (‘

0•0)
, wird in

Abschnitt 4.3 beschrieben.

Zur Auswertung der Ausdrũcke in (4.4) geht man in der Regel von den Ionenko-

ordinaten ufi(‘•) ũber zu Kollektivkoordinaten, die die Eigenmoden des Gitters

quantisieren. Dies soll im folgenden Abschnitt beschrieben werden.

4.2 Darstellung in Normalkoordinaten;

dynamische Matrix

Fũr eine Born-von-K¶arm¶an-Ũberstruktur ausN Gitterzellen kann man mithilfe eines

Bloch-Ansatzes fũr die Auslenkungen,

u » exp (iq ¢R) exp (¡i!t) ;

die Bewegungsgleichungen (4.3) ũberfũhren in einen Satz entkoppelter harmonischer

Oszillatoren. Man verwendet dabei fũr die Amplituden ufi(‘•) der zeitabhãngigen

Ionenauslenkungen, ufi(‘•; t) = ufi(‘•) exp (¡i!t), den Ansatz3

ufi(‘•) =
X

qj

´•
fi(‘; qj)B(qj) (4.5)

mit den Auslenkungsmustern der Eigenmoden

´•
fi(‘; qj) =

s
„h

2NM•!(qj)
e•fi(qj) exp (iq ¢R(‘)) : (4.6)

Dabei sind die !(qj) die zugehõrigen Eigenfrequenzen. Die Eigenvektoren

e(qj) = (e•fi(qj) ; fi = 1; : : : ;3 ; • = 1; : : : ;s) sind die auf eins normierten Auslen-

kungsvektoren. j indiziert die verschiedenen Eigenmoden zum jeweiligen Wellen-

vektor q, s ist die Anzahl der Basisatome in der Einheitszelle. Die B(qj) sind die

(harmonischen) Phonon-Feldoperatoren, die mithilfe der entsprechenden Phonon-

Erzeugungs- und -Vernichtungsoperatoren als B(qj) = b(qj) + by(qj) dargestellt

werden kõnnen.

3Genau genommen sind hier die Operatoren der Auslenkungen ufi(‘•) notiert.
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4.2 Darstellung in Normalkoordinaten; dynamische Matrix

Hier wird die so genannte D-Konvention ([Mar71]) verwendet: Im Phasenfaktor tritt

nur der Ort der Gitterzelle, R(‘), auf; die der Position ¿ • des jeweiligen Basisatoms

entsprechende Phase ist im Eigenvektor e•fi(qj) enthalten.

Mit diesem Ansatz zerfãllt die klassische Bewegungsgleichung fũr die Ionenauslen-

kungen, (4.3), in einen Satz von unabhãngigen Gleichungen fũr jedes (qj):

M•

s
„h

2NM•!(qj)
e•fi(qj) exp (iq ¢R(‘)) !(qj)2 =

=

s
„h

2NM•0!(qj)

X

fi0•0‘0

'2
fifi0

••0
(‘; ‘0) e•

0

fi0(qj) exp (iq ¢R(‘0)).

Nun deflniert man die dynamische Matrix D(q) mit den Elementen D fifi0

••0
(q),

Dfifi0

••0
(q) =

1

N
p
M•M•0

X

‘‘0

'2
fifi0

••0
(‘; ‘0) exp (¡i q ¢R(‘)) exp (i q ¢R(‘0)) : (4.7)

Unter Benutzung der Translationsinvarianz des Gitters verkũrzt sich dies zu

Dfifi0

••0
(q) =

1p
M•M•0

X

‘00

'2
fifi0

••0
(0 ; ‘00) exp (i q ¢R(‘00)) ; (4.8)

mitR(‘00) = R(‘0)¡R(‘). Damit hat man fũr jedes q ein (3s£3s)-Gleichungssystem

!(qj)2 e•fi(qj) =
X

fi0•0

Dfifi0

••0
(q) e•

0

fi0(qj) (4.9)

zu lõsen. Die j = 1; : : : ; 3s Eigenwerte und Eigenvektoren dieses Systems sind die

Eigenvektoren e•fi(qj) und Eigenfrequenzquadrate (!(qj))2 der 3s Phononenmoden

fũr den jeweiligen Wellenvektor q.

Die dynamische Matrix ist (bis auf Massenfaktoren) die Fouriertransformier-

te der Ortsraum-Kraftkonstanten. Verkũrzt man die Notation der Entwick-

lung (4.5) und (4.6) zu u(‘) =
P

q u(q) exp (i q ¢R(‘)),4 dann hat man fũr

solche peroidische Auslenkungen u(‘) = u(q) exp (i q ¢R(‘)) die Kettenregel
@

@u(q)
=
X

‘

exp (i q ¢R(‘))
@

@u(‘)
. Damit bekommt die dynamische Matrix (4.7)

nach Einsetzen der Deflnition der Kraftkonstanten die Form

4Die Vektoren sind hier 3s-dimensional aus kartesischen und Basisindizes.
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Kapitel 4 Theoretische Grundlagen II: Gitterdynamik in harmonischer Nãherung

Dfifi0

••0
(q) =

1

N
p
M•M•0

@2Etot

@u•
fi(¡q)@u•0

fi0(q)
: (4.10)

Ãquivalent zu (4.4) erhãlt man als Ausdrũcke fũr die einzelnen Beitrãge zu Dfifi0

••0
(q):

Dfifi0

••0
(q) =

1

N
p
M•M•0

‰Z
dr ‰ (r)

@2V PS

@u•
fi(q = 0)@u•0

fi0(q = 0)
–••0

+

Z
dr

@V PS

@u•
fi(¡q)

@‰ (r)

@u•0
fi0(q)

¾
+ Dion

fifi0

••0
(q) : (4.11)

4.3 Berechnung des elektronischen Teils der

dynamischen Matrix

In diesem Abschnitt soll die Berechnung der linearen elektronischen Dichteantwort

auf eine gitterperiodische Auslenkung, @‰(r)

@u•
0

fi0
(q)

, mithilfe einer Stõrungsrechnung im

Rahmen der Dichtefunktionaltheorie beschrieben werden. Damit kann dann der

zweite Term der dynamischen Matrix Dfifi0

••0
(q) in Gleichung (4.11) ausgewertet wer-

den; der erste Term ist aus der Darstellung der Pseudopotentiale bei bekannter

Grundzustandsdichte ‰ unmittelbar zugãnglich.

Ũberlagert man das ungestõrte Kohn-Sham-Potential (2.15) mit einer gitterperiodi-

schen Stõrung @u•0

fi0(q), so erhãlt man im gestõrten Potential

VKS[‰
(0) +¢‰] (r) = VKS[‰

(0)] (r) + ¢VKS (r)

in linearer Nãherung fũr die Stõrung5

¢VKS (r) = ¢VPS (r) + 4…e2
Z

dr
¢‰ (r)

jr ¡ r0j + ¢‰ (r)

µ
–VXC
–‰ (r)

¶flflflfl
‰=‰(0)

: (4.12)

Umgekehrt erhãlt man fũr die Fourierkoe–zienten der durch ¢VKS verursachten

Stõrung der Dichte in Stõrungstheorie erster Ordnung

5Hier sind gegebenenfalls auch aus der Verwendung von nichtlinearen Rumpfkorrekturen (vgl.

Abschnitt 2.3.2) zum XC-Potential herrũhrende Beitrãge zu berũcksichtigen. Diese sind in Referenz

[dalC93] beschrieben.
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4.3 Berechnung des elektronischen Teils der dynamischen Matrix

¢‰(q+G) =
2¾ £ 2

N›

X

k

X

c;v

›
’vk jexp (¡i (q +G)¢r)j’c(k+q)

fi›
’c(k+q) j¢VKSj’vk

fi

†vk ¡ †c(k+q)

:

(4.13)

Dies ist der Ausdruck, der auch von Adler und Wiser ([Adl62, Wis63]) fũr die

Suszeptibilitãt eines Systems nichtwechselwirkender Elektronen in einem efiektiven

Potential angegeben wurde. Der Faktor 2 rũhrt hierbei von der Reduktion der

Summation ũber zwei Bandindizes jj 0 auf eine Summe nur ũber Valenz- bzw. nur

ũber Leitungsbandzustãnde, v und c, her; vgl. u. a. [Schm98].

Die Summation ũber c in (4.13) wũrde eine aufwãndige Berechnung des komplet-

ten Spektrums des ungestõrten Hamiltonians erforderlich machen. Dies lãsst sich

durch den in Ref. [Bar87] vorgestellten Projektorformalismus umgehen (eine sehr

detaillierte Beschreibung flndet sich z. B. in [Bau98]).

Es seien in verkũrzter Notation j’vi und j’ci die zum Valenz- bzw. Leitungs-

band gehõrenden Lõsungen des elektronischen Hamiltonoperators Hel. Dann sind

Pv =
P

v j’vi h’vj und Pc =
P

c j’ci h’cj die Projektoren auf den Unterraum der

Valenz- bzw. der Leitungsbandzustãnde. Der Operator Hel hat dann die Darstel-

lung

Hel =
X

v0

j’v0i †v0 h’v0 j+
X

c0

j’c0i †c0 h’c0 j :

Nun deflniert man einen Operator

Gv = †v + fiPv ¡Hel = †v +
X

v0

j’v0i (fi¡ †v0) h’v0 j ¡
X

c0

j’c0i †c0 h’c0 j :

Dann ist Gv angewandt auf den von der c-Summation abhãngigen Teil von (4.13),6

jˆvi :=
X

c

j’ci h’c j¢VKSj’vi
†v ¡ †c

;

gegeben als

Gv jˆvi = Pc¢VKS j’vi : (4.14)

6Hier sind der Ũbersichtlichkeit halber die Wellenvektorindizes nicht notiert.
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Dabei wurde die Orthogonalitãt der Eigenzustãnde ausgenutzt. Der Paramteter fi

tritt aufgrund der Orthogonalitãt aller j’vi auf allen j’ci nicht mehr auf. Damit

kann er so gewãhlt werden, dass der Operator Gv regulãr ist, das System (4.14) also

eine eindeutige Lõsung besitzt.

Benutzt man nun noch die Identitãt Pc = 1 ¡ Pv, so erhãlt man fũr die Fourierko-

e–zienten der linearen Dichteantwort, wieder in voller Notation:

¢‰(q +G) =
4

N›

X

vk

›
’vk jexp (¡i (q +G) ¢ r)jˆv(k+q)

fi
; (4.15)

(†v + fiPv ¡Hel;k)
flflˆv(k+q)

fi
= (1¡ Pv)¢VKS j’vki : (4.16)

Hier treten nur noch Valenzbandzustãnde auf.

Diese beiden Gleichungen bilden nun mit (4.12) den wiederum selbstkonsistent zu

lõsenden Gleichungszyklus der Dichtefunktional-Stõrungstheorie. Man erkennt

hier auch, dass zur Auswertung die ungestõrten Wellenfunktionen zu den Wellen-

vektoren k und k+ q bekannt sein mũssen. Wenn man also den ungestõrten Kohn-

Sham-Zyklus auf einem Netz fkg im reziproken Raum lõst, dann kann die dynami-

sche Matrix nur fũr solche periodischen Stõrungen u(q) ausgewertet werden, fũr die

zu jedem k 2 fkg auch k + q in fkg enthalten ist.

4.4 Berechnung des ionischen Teils der

dynamischen Matrix

Fũr den ionischen Anteil der dynamischen Matrix, Dion;an
fifi0

••0

(q), erhãlt man zunãchst

([Gia91]):

Dion;an
fifi0

••0

(q) =
4…e2

›
p
M•M•0

X

G

00
exp

‡
¡ (q+G)2

4·2

·

(q +G)2
Z•Z•0 exp (i (q +G) ¢ (¿ • ¡ ¿ •0))£

£(qfi +Gfi)(qfi0 +Gfi0)

¡ –••0
2…e2

›M•

X

G6=0

exp
‡
¡G

2

4·2

·

G2 £

£
"
Z•

X

•00

Z•00 exp (iG ¢ (¿ • ¡ ¿ •00))GfiGfi0 + c:c:

#
: (4.17)
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4.4 Berechnung des ionischen Teils der dynamischen Matrix

Hier bedeutet
P 00

in der Summe im ersten Term, dass fũr q = 0 in der Summa-

tion der Term zu G = 0 weggelassen wird. Das ist ãquivalent zu der Annahme

eines verschwindenden makroskopischen elektrischen Feldes Emak. Ein solches mak-

roskopisches Feld tritt fũr longitudinal-optische Moden im Grenzfall langer Wellen

(q ! 0) auf. Dieses Feld ist mit der Annahme periodischer Randbedingungen, fũr

die der Stõrungszyklus gelõst wird, nicht vertrãglich, allerdings ist ein analytischer

Ausdruck fũr seinen Beitrag zur dynamischen Matrix bekannt [Bor54]:

Dion;na
fifi0

••0

(q ! 0) =
4…e2

›
p
M•M•0

(q̂ ¢Z⁄
•)fi (q̂ ¢Z⁄

•0)fi0

q̂ ¢ †1 ¢ q̂ : (4.18)

q̂ bezeichnet den Einheitsvektor zu q, die Z⁄
• sind die Tensoren der Bornschen

efiektiven Ladungen, †1 der Tensor der elektronischen dielektrischen Konstanten

(Hochfrequenz-DK). Dieser Ausdruck lãsst sich aus dem allgemeinen Ansatz fũr die

Energieãnderung durch Auslenkungen u• und ein elektrisches Feld Emak,

¢E =
1

2

X

••0

p
M•M•0 u•D••0u•0 ¡

X

•

(Z⁄
•uK) ¢ Emak ¡

›

8…
Emak ¢ †1 ¢ Emak;

herleiten.

Damit wird die dynamische Matrix zunãchst unter der Annahme eines verschwin-

denden makroskopischen Feldes berechnet und anschlie…end fũr q ! 0 der nicht-

analytische (von der Richtung q̂ abhãngige) Anteil (4.18) hinzugefũgt. Die Summe

der elektronischen Beitrãge (Terme 1 und 2 in (4.11)) und (4.17) fasst man zum

analytischen Anteil

Dan
fifi0

••0
(q) = Del

fifi0

••0
(q) +Dion;an

fifi0

••0

(q)

der dynamischen Matrix zusammen. Der nichtanalytische Anteil verursacht die LO-

TO-Aufspaltung am Gammapunkt durch eine Erhõhung der LO-Frequenz gegenũber

dem dreifach entarteten Eigenwert von Dan
fifi0

••0

(q = 0).

Mit der elektronischen Polarisation7 P el = ¡2¾e
V

P
v h’v jrj’vi erhãlt man fũr die

Hochfrequenz-DK und die Bornschen efiektiven Ladungen die Ausdrũcke

7Diese Darstellung ist fũr einen unendlich ausgedehnten Festkõrper nicht wohldeflniert, sondern

von der Wahl der periodischen Randbedingungen abhãngig. Endliche Ãnderungen bzw. die im

Folgenden betrachteten Ableitungen kõnnen dagegen in eine Form gebracht werden, die auch im

Limes V !1 wohldeflniert bleiben.
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†1fifi0 = –fifi0 + 4…
@Pel;fi

@Emak;fi0

flflflfl
Emak=0

und Z⁄•;fifi0 = Z•–fifi0 +
›

e

@Pel;fi

@u•
fi0(q = 0)

flflflfl
u=0

:

Fũr die Ableitung der elektronischen Polarisation nach dem makroskopischen elek-

trischen Feld bekommt man zunãchst mit der allgemeinen Darstellung der gestõrten

Dichte, ¢‰ = 4
P

v h’vj¢’vi,

@Pel;fi

@Emak;fi0
= ¡4e

V

X

v

¿
’v

flflflflrfi
flflflfl

@’v

@Emak;fi0

À
= ¡4e

V

X

vc

h’v jrfij’ci
¿
’c

flflflfl
@’v

@Emak;fi0

À
:

Dabei kann der erste Term mithilfe der Beziehung8 h’n jrfij’mi =
h’n j[HKS;rfi]j’mi

†n ¡ †m
fũr m 6= n umgeschrieben werden:

@Pel;fi

@Emak;fi0
= ¡4e

V

X

vc

h’v j[HKS;rfi]j’ci
†v ¡ †c

¿
’c

flflflfl
@’v

@Emak;fi0

À
:

Diese Form ist auch im Grenzfall des unendlich ausgedehnten Festkõrpers wohldefl-

niert.

Mit der Deflnition der Hilfsgrõ…e

jˆfi
v i =

X

c

h’c j[HKS;rfi]j’vi
†c ¡ †v

j’ci (4.19)

fũhrt das schlie…lich zu

†1fifi0 = –fifi0 +
16…e

V

X

v

¿
ˆfi

v

flflflfl
@’v

@Emak;fi0

À
: (4.20)

Die Grõ…e jˆfi
v i erhãlt man aus der Lõsung einer zu (4.16) ãquivalenten Gleichung

(mit der Stõrung Pc [HKS;rfi]),

(†v + fiPv ¡HKS) jˆfi
v i = Pc [HKS;rfi] j’vi :

8Die Auswertung des Kommutators bei Verwendung nichtlokaler Potentiale ist in Referenz

[Gia91] beschrieben.
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4.4 Berechnung des ionischen Teils der dynamischen Matrix

Die gestõrte Wellenfunktion,
flflfl @’v
@Emak;fi0

E
, erhãlt man aus der Lõsung der Gleichung

(†v + fiPv ¡HKS)

flflflfl
@’v

@Emak;fi0

À
= Pc

@VKS

@Emak;fi0
j’vi (4.21)

mit dem gestõrten Potential

@VKS

@Emak;fi0
=

Z
dr0

4…e2

jr ¡ r0j
@‰(r0)

@Emak;fi0
+

µ
–VXC
–‰ (r)

¶flflflfl
‰=‰0

¢ @‰ (r)

@Emak;fi0
¡ erfi0 : (4.22)

Diese beiden Gleichungen ergeben zusammen mit dem Ausdruck

@‰ (r)

@Emak;fi0
= 4

X

v

¿
’v

flflflfl
@’v

@Emak;fi0

À
(4.23)

fũr die gestõrte Dichte wieder einen selbstkonsistent zu lõsenden Gleichungszyklus.

Fũr die Berechnung der Bornschen efiektiven Ladungen benõtigt man die Ableitung

der Polarisation nach Ionenauslenkungen. Dafũr erhãlt man ãhnlich wie fũr die

Ableitung nach dem elektrischen Feld

@Pel;fi

@u•
fi0(q = 0)

= ¡4e

V

X

v

¿
’v

flflflflrfi
flflflfl

@’v

@u•
fi0(q = 0)

À
:

Unter Verwendung derselben Umformungen wie oben wird daraus mit der Hilfsgrõ…e

jˆfi
v i aus (4.19)

@Pel;fi

@u•
fi0(q = 0)

=
4e

V

X

v

¿
ˆfi

v

flflflfl
@’v

@u•
fi0(q = 0)

À
;

die gestõrte Wellenfunktion fũr die Ionenauslenkung u•
fi0(q = 0) erhãlt man bei der

Lõsung des in Abschnitt 4.3 beschriebenen Stõrungszyklusses ohne makroskopisches

Feld.

Dann hat man fũr die Bornschen efiektiven Ladungen

Z⁄•;fifi0 = Z•–fifi0 +
4

N

X

v

¿
ˆfi

v

flflflfl
@’v

@u•
fi0(q = 0)

À
; (4.24)

Z• sind hier die unabgeschirmten Valenzladungen der Ionen.
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4.5 Fourier-Interpolation der dynamischen

Matrizen

In Gleichung (4.8) sieht man, dass die dynamischen Matrizen Dfifi0

••0
(q) bis

auf die Massenfaktoren die Fouriertransformierten der Ortsraum-Kraftkonstanten

'2
fifi0

••0

(0 ; ‘) sind:

Dfifi0

••0
(q) =

1p
M•M•0

X

‘

'2
fifi0

••0
(0 ; ‘) exp (i q ¢R(‘)) ; (4.25)

'2
fifi0

••0
(0 ; ‘) =

1

N

p
M•M•0

X

q

Dfifi0

••0
(q) exp (¡i q ¢R(‘)) : (4.26)

Damit kõnnen die dynamischen Matrizen im reziproken Raum interpoliert wer-

den. Zunãchst berechnet man hierzu die dynamischen Matrizen auf einem Netz aus

N1 £ N2 £ N3 Stũtzstellen q0i in der ersten Brillouinzone (mithilfe der Symmetrie-

operationen der Punktgruppe reduziert sich die Berechnung auf die im irreduziblen

Teil der ersten Brillouinzone liegenden Punkte). Mit (4.25) erhãlt man daraus die

Ortsraum-Kraftkonstanten. Dem N1£N2£N3-Netz im reziproken Raum entspricht

dabei im direkten Raum ein Periodizitãtsvolumen von N1£N2£N3 primitiven Ele-

mentarzellen. Durch die Rũcktransformation (4.26) (mit N = N1N2N3) erhãlt man

aus diesen Kraftkonstanten dann dynamische Matrizen fũr beliebige Wellenvekto-

ren q und hieraus unter anderem die Phononenenergien und Auslenkungsmuster

(Eigenvektoren) fũr beliebige Punkte im reziproken Raum.

Diese Transformation ist korrekt unter der Annahme, dass die Krãfte im Ortsraum

innerhalb des gewãhlten Born-von-K¶arm¶an-Volumens abklingen. Dies ist gut erfũllt

fũr die elektronischen Anteile der Wechselwirkung, nicht aber fũr die ionische Wech-

selwirkung. Also stellen (4.25) und (4.26) nur fũr den kurzreichweitigen Anteil der

dynamischen Matrix, Del
fifi0

••0

(q), eine gute Interpolation dar.

Daher wird vor der Interpolation der langreichweitige Anteil Dion;an
fifi0

••0

(q0i) in der Form

(4.17)9 von den berechneten dynamischen Matrizen Dfifi0

••0
(q0i) abgezogen. Man erhãlt

dann den kurzreichweitigen Anteil der Kraftkonstanten und aus der Rũcktrans-

formation den Anteil Del
fifi0

••0

(q) der interpolierten dynamischen Matrix. Dazu wird

nachtrãglich der langreichweitige Anteil Dion;an
fifi0

••0

(q) addiert, fũr q = 0 zusãtzlich der

in der gesamten Rechnnung nicht enthaltene nichtanalytische Anteil Dion;na
fifi0

••0

(q ! 0).

9Tatsãchlich werden hier die abgeschirmten Ionenladungen verwendet. Fũr kubische Systeme

ist dies Z⁄
•=
p
†1, fũr den allgemeinen Fall siehe z. B. [Ste00].
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Kapitel 5

Gitterdynamik von GeTe

und SnTe fũr T = 0

5.1 Allgemeine Vorbetrachtungen zur

Gitterdynamik der IV-VI-Verbindungen

Die Telluride von Elementen der vierten Hauptgruppe, GeTe, SnTe und PbTe,

dienen seit den spãten sechziger Jahren als einfache Modellsysteme zur Untersu-

chung temperaturinduzierter ferroelektrischer Phasenũbergãnge und ihrem Zusam-

menhang mit der Gitterstruktur, den vorherrschen Bindungstypen und der elek-

tronischen Bandstruktur. Der experimentelle Befund ist eine Abnahme der kri-

tischen Temperatur fũr den Ũbergang von der symmetrischen NaCl-Struktur bei

hohen Temperaturen in die ferroelektrische fi-Struktur mit zunehmender Masse des

Gruppe-IV-Ions. GeTe zeigt einen deutlichen Phasenũbergang mit Tc » 700 K, die

kritische Temperatur fũr den Ũbergang in SnTe liegt um 100 K, und in PbTe tritt

kein Phasenũbergang auf.

Der Ũbergang in GeTe und SnTe kann beschrieben werden als eine Verschiebung

des Ge- bzw. Sn- und des Te-Untergitters gegeneinander entlang der kubischen

[1 1 1]-Richtung in Verbindung mit einer Ausdehnung der Elementarzelle lãngs die-

ser Richtung. Die Untergitterverschiebung entspricht dem Auslenkungsmuster einer

transversal-optischen Mode der kubischen Struktur im Grenzfall q ! 0. Deshalb

erwartet man bei Temperaturerniedrigung in der Hochtemperatur-NaCl-Struktur

ein Weichwerden der TO-Mode am Gammapunkt. !TO ! 0 entspricht einem Ver-

schwinden der rũcktreibenden Krãfte fũr dieses Auslenkungsmuster, also dem Eintre-

ten des Phasenũbergangs. Tatsãchlich flndet man in den kubischen (fl-) Strukturen

von SnTe und PbTe einen bei niedrigen Energien liegenden TO-Zweig, der bei SnTe

eine deutlich ausgeprãgte Temperaturabhãngigkeit zeigt ([Paw66]), die jedenfalls in
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Kapitel 5 Gitterdynamik von GeTe und SnTe fũr T = 0

die Nãhe von ! = 0 fũhrt. Einen guten Ũberblick ũber die Spektroskopie an wei-

chen Moden und ihren Zusammenhang mit strukturellen Phasenũbergãngen bietet

Referenz [Sco74].

Telluride der Gruppe-IV-Elemente weisen immer eine leichte Abweichung von der

exakten Stõchiometrie auf, in Form von Fehlstellen der Gruppe-IV-Ionen. Damit ist

das Auftreten einer relativ gro…en Dichte von freien Ladungstrãgern verbunden (die

besten Proben kommen nur wenig unter eine Dichte von p = 1 ¢1020 cm¡3). Die Git-

terdynamik aller optischen Zweige im Zonenzentrum ist aufgrund der Abschirmung

sowohl des makroskopischen elektrischen Feldes als auch der lokalen Felder durch

die freien Ladungstrãger sehr sensibel abhãngig von dieser Ladungstrãgerdichte (vgl.

[Iiz75]). Viele Referenzen (u. a. [Kob76], [Smi76] und [Bri74]) berichten, dass eine

zu gro…e Dichte freier Ladungstrãger den Ũbergang in SnTe võllig unterdrũckt.

Die Ursachen des Auftretens eines durch eine weiche Mode (\Soft Mode") am Gam-

mapunkt ausgelõsten strukturellen Phasenũbergangs wurden mit Modellrechnungen

und dem Vergleich mit ferroelektrischen Phasenũbergãngen in anderen Verbindun-

gen vielfach diskutiert (siehe z. B. [Por81] und [Bus87]). Beide zitierten Referenzen

schlie…en die kleine elektronische Bandlũcke der IV-VI-Verbindungen ebenso wie die

auffallend hohe Hochfrequenz-Dielektrizitãtskonstante als notwendige Ursachen fũr

das Auftreten einer weichen Mode aus. Als Mechanismus wird in allen Referenzen

ein sensibles Gleichgewicht zwischen der direkten Ion-Ion-Wechselwirkung und der

ũber das Elektronensystem vermittelten Wechselwirkung zwischen den Gitterionen

identiflziert, in dem sich die beiden Beitrãge fũr die den Phasenũbergang antreiben-

de Gammapunktsmode weitgehend kompensieren. Wesentlich fũr den Soft-Mode-

Ũbergang ist nach [Por81] in GeTe und SnTe nur die Geometrie des NaCl-Gitters

und die Ausbildung kovalenter Bindungen. Dabei begũnstigt eine rhomboedrische

Verzerrung des NaCl-Gitters schon aus geometrischen Grũnden die Untergitterver-

schiebung.

Referenz [Kaw77] beschreibt das Zustandekommen der p-Bindungen in der sechs-

fachen Koordination der NaCl-Struktur als \Resonanz": Die drei Paare von

p-Elektronen verteilen sich (ãhnlich der Bindung im Benzolmolekũl) auf die sechs

auszubildenden Bindungen. Aus diesem Zustand heraus kann es leicht zu einer Loka-

lisierung in nur drei kovalenten Bindungen kommen, was den strukturellen Ũbergang

in die fi-Struktur begũnstigt (vgl. Abschnitt 3.4). Dieser Mechanismus macht die

NaCl-Struktur der IV-VI-Verbindungen instabil gegenũber der fi-Struktur, wohin-

gegen die direkte Wechselwirkung der Ionen die symmetrische Konflguration bevor-

zugt.
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5.2 Ergebnisse fũr SnTe

Fũr die Gitterdynamik der fl-Phase von SnTe liegen umfassende experimentelle Er-

gebnisse aus inelastischer Neutronenstreuung vor. In Referenz [Paw66] ist die Tem-

peraturabhãngigkeit der Phononen in der [0 0 1]-Richtung untersucht, in [Cow69]

wurden die vollstãndigen Phononenspektren entlang der drei Hauptsymmetrierich-

tungen [0 0 1], [1 1 0] und [1 1 1] bei einer Temperatur von 100 Kelvin vermessen.

Diesen Daten sollen die Resultate einer Rechnung in harmonischer Nãherung ge-

genũbergestellt werden.

Dazu wurden die 16 dynamischen Matrizen eines 6£6£6-Netzes im reziproken Raum

berechnet. Dies ist vertrãglich mit dem verwendeten 6£ 6£ 6-Netz von k-Punkten,

auf dem die ungestõrten und dann auch die gestõrten Elektronen-Wellenfunktionen

berechnet werden. Die Abschneideenergie betrug wie in den Grundzustandsrechnun-

gen 20Ryd. Das Ergebnis zeigt Abbildung 5.1. Die eingezeichneten Messwerte sind

Abbildung 5.1: Phononen-Dispersionsrelation in Hochsymmetrie-

richtungen fũr fl-SnTe. Die gepunkteten Linien entsprechen einer

Interpolation mit geringerer Genauigkeit fũr die langreichweitige

Wechselwirkung. Messwerte aus [Cow69]; ausgefũllte Kreise:

transversale Zweige, leere Kreise: longitudinale Zweige.
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die aus Referenz [Cow69] bei T = 100K; ausgefũllte Kreise entsprechen transversaler

Polarisation, leere longitudinaler.

Die erhaltenen Ergebnisse stimmen sehr gut mit den Messdaten ũberein. Bei der

Fourierinterpolation zeigte sich, dass diese sehr sensibel auf den Parameter · und die

durch die Bedingung jGj • Gmax festgelegte Grõ…e der Basis in der Ewaldsummation

(4.17) reagiert. Fũr die z. B. fũr III-V-Halbleiter ũblicherweise verwendeten Werte

sind die Summen nicht konvergent, was sich in unregelmã…igen gro…en Sprũngen

des Ergebnisses bei der Variation von q ãu…ert. Auch in einem Bereich, in dem

dieser Fehler nicht mehr auftritt, haben die genannten Parameter noch Ein°uss auf

die Phononenfrequenzen in der Umgebung des Gammapunktes, was in Abbildung

5.1 durch die gepunkteten Linien gezeigt ist. Die durchgezogenen Linien sind das

Resultat fũr Werte · undGmax, jenseits derer eine Erhõhung das Ergebnis nicht mehr

verãndert. Auch die Anzahl der Stũtzstellen q ist kritisch. Mit den verwendeten

k-Punkten wãre auch ein 3£ 3£ 3-Netz von q-Vektoren vertrãglich. Wãhrend ein

solches bei anderen Substanzen auch sinnvolle Ergebnisse, wenn auch natũrlich mit

grõ…eren Fehlern, liefert, fũhrt seine Verwendung hier zu Instabilitãten (negativen

Eigenwerten !2 der interpolierten dynamischen Matrizen) in einem weiten Bereich

um den Gammapunkt und auch um den X-Punkt.

Ins Auge fãllt der TO-Zweig, der insbesondere in der ¡-X-Richtung nahezu konstant

um etwa 0;2 THz zu hoch liegt. Um eine mõgliche Ursache innerhalb der Parameter

der Rechnungen zu identiflzieren wurden die Phononenfrequenzen am X-Punkt fũr

eine grõ…ere Zahl von k-Punkten, eine hõhere Abschneideenergie und den exakten

experimentellen Gitterparameter berechnet. Das Ergebnis zeigt Tabelle 5.1.

Hier sind in der ersten Zeile die Werte fũr die Parameter angegeben, welche auch bei

der Berechnung der vollen Dispersionsrelation (Abbildung 5.1) verwendet wurden;

L1 L2 T1 T2

atheo, Ecut = 20 Ryd, Nk = 28 1,43281 2,55149 1,04240 2,43682

atheo, Ecut = 34 Ryd, Nk = 28 1,41432 2,57254 1,02700 2,45839

atheo, Ecut = 20 Ryd, Nk = 60 1,43329 2,57975 1,05542 2,40137

aexp, Ecut = 20 Ryd, Nk = 28 1,26654 2,21757 0,95961 2,03007

Exp. 1,41176 2,47058 1,05882 2,26274

Tabelle 5.1: Frequenzen (in THz) fũr die longitudinalen (L) und

transversalen (T) Phononen am X-Punkt in fl-SnTe fũr

unterschiedliche Wahl der Konvergenzparameter und der kubischen

Gitterkonstante. Die letzte Zeile gibt die experimentellen Daten

wieder.
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in der untersten Zeile stehen die Messwerte. Der Vergleich zeigt, dass die Ergebnisse

fũr Ecut = 20 Ryd und Nk = 28 gut konvergiert sind. Eine Erhõhung der Zahl der

speziellen Punkte bewirkt noch einen grõ…eren Efiekt als eine Erhõhung der Ab-

schneideenergie, aber beides bringt die TO-Mode (T2) nicht in wesentlich bessere

Ũbereinstimmung mit dem experimentellen Wert. Der experimentelle Gitterpara-

meter wurde verwendet um zu untersuchen, ob die Abweichung in der Relaxierung

des Zellvolumens als Fehlerquelle infrage kommt. Tatsãchlich bewirkt diese Verãnde-

rung einen starken Efiekt, der aber das Ergebnis eher verschlechtert (das ungestõrte

Gitter ist dann auch nicht mehr krãftefrei). Zwar flndet man nun Frequenzen nahe

bei !TO;exp, aber die Mode, die diesen Wert nun trifit, ist longitudinal polarisiert.

Damit sind nummerische Fehler als Quelle fũr diese systematische Abweichung des

TO-Zweiges von den Messdaten auszuschlie…en. Ob hier ein Fehler in den Messun-

gen vorliegt oder ein ũber die harmonische Nãherung hinaus gehender physikalischer

Efiekt, konnte nicht abschlie…end geklãrt werden. Auch die Berechnung der Gam-

mapunktsmatrizen fũr eine hõhere Zahl spezieller Punkte und eine hõhere Abschnei-

deenergie zeigte nur einen geringen Efiekt, der zudem die Phononenfrequenzen leicht

nach oben verschiebt, auf keinen Fall jedoch zu ! ! 0 fũhrt.

Weder die hier vorgestellten Rechnungen noch das zitierte Experiment zeigt also

eine Instabilitãt der TO-Mode am Gammapunkt. Experimentell flndet man auch

fũr Temperaturen unter 100 Kelvin (Referenz [Paw66] derselben Autoren gibt Werte

bis T = 6 K an) kein vollstãndiges Weichwerden. Im Experiment liegt dies in den

relativ hohen Dichten freier Ladungstrãger in den verwendeten Proben begrũndet

(p = 5 ¢ 1020 cm¡3 in [Cow69] und p = 8 ¢ 1020 cm¡3 § 10% in [Paw66]), die je-

weils den Phasenũbergang unterdrũcken. Diese freien Ladungstrãger fũhren in den

Messungen im Ũbrigen auch durch eine starke Abschirmung des makroskopischen

elektrischen Feldes (LO-Plasmon-Kopplung, vgl. [Bri74]) zur Aufhebung der LO-

TO-Aufspaltung, wodurch die LO-Frequenz am Gammapunkt steil auf die Frequenz

der TO-Moden absinkt.

Zur theoretischen Untersuchung wurde die Grundzustandsenergie des fcc-Gitters in

Abhãngigkeit der Untergitterposition (– ; – ; –) berechnet; – = 0;5 entspricht dabei

der NaCl-Struktur. Das Ergebnis zeigt Abbildung 5.2. Diese Rechnung beinhaltet,

anders als die stõrungstheoretische Bestimmung der dynamischen Matrizen, auch

die anharmonischen Anteile des Potentials. Das Ergebnis zeigt zwar einen sehr °a-

chen Verlauf, doch in der gegebenen Struktur bleibt die symmetrische Konflguration

– = 0;5 stabil. Daran ãndert sich auch nichts, wenn man fũr jede Untergitterpo-

sition – das Elementarzellenvolumen neu relaxiert. Dieses Ergebnis deckt sich mit

dem Bild, das sich bei der Relaxierung der Gitterparameter der fi-Struktur gezeigt

hat (Abschnitt 3.3). Auch hier flndet man in der Konflguration mit fi = 60– ein

(wenn auch sehr °aches) Energieminimum fũr die Untergitterkoordinate – = 0;5.

Erst wenn man eine Relaxierung des Gitterwinkels fi zulãsst, verschiebt sich das
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Abbildung 5.2: Gesamtenergie des fcc-Gitters von fl-SnTe in

Abhãngigkeit von der Untergitterkoordinate –. Das Inset zeigt eine

Vergrõ…erung des Bereichs um das Minimum.

Minimum zu einem Wert – 6= 0;5 hin. Also wird in der vorliegenden Rechnung

der strukturelle Phasenũbergang durch die Vorgabe der fcc-Struktur unterdrũckt.

Auch der Ein°uss der thermischen Ausdehnung ãndert an diesem Resultat nichts.

In Testrechnungen wurden dieselben E(–)-Diagramme fũr verschiedene Elementar-

zellenvolumina berechnet. Hier zeigte sich, dass die symmetrische Konflguration fũr

kleinere Volumina stabil bleibt, ebenso bei Vergrõ…erung des Elementarzellenvolu-

mens in einem weiten Bereich. Erst fũr Volumina, die (basierend auf den Werten

fũr den thermischen Ausdehnungskoe–zienten aus [Tou77]) Temperaturen von ũber

400 K entsprechen, flndet man das Energieminimum bei – 6= 0;5. Nimmt man al-

so den relaxierten Gitterparameter dieser Arbeit als nicht mit einem gro…en Fehler

behaftet an, so erhãlt man die NaCl-Struktur stabil gegenũber der reinen Untergit-

terverschiebung. Fũr die Dynamik von GeTe wird sich ein anderes Bild ergeben.

Bisher wurde nur die Gesamtenergie E(–) betrachtet, wohingegen die ma…gebliche

Grõ…e fũr den Phasenũbergang die freie Energie F (–) = E(–) ¡ TS(–) darstellt.

Deswegen sollte geklãrt werden, ob der Entropiebeitrag bei einer gegebenen Tem-

peratur T die Struktur destabilisieren kõnnte. In der quasiharmonischen Nãherung

ist die freie Energie (fũr ein gegebenes Volumen V , dessen Notation im Folgenden

unterdrũckt ist)
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F (T;–) = Etot(–) + F 0
vib(–) + Fvib(–;T )

mit

F 0
vib(–) =

1

2

X

qj

„h!(qj; –) und

Fvib(–;T ) = kBT
X

qj

ln

µ
1¡ exp

µ
¡„h!(qj; –)

kBT

¶¶
;

!(qj; –) sind die harmonischen Phononenfrequenzen.

In Abbildung 5.3 sind die aus der Diagonalisierung der dynamischen Matrizen an

vier Punkten in der ¡-X-Richtung (» ¢ (0 0 1) mit » 2 f0 ; 1
3
; 2
3
; 1g) fũr verschiedene

Untergitterkoordinaten – um die relaxierte Koordinate – = 0;4918 der fi-Struktur

herum gezeigt. Man sieht deutlich, dass fũr zunehmende Untergitterverschiebung

(abnehmendes –) die Frequenzen fast ũberall deutlich zunehmen (weiterhin erkennt

man auch, dass durch die Verletzung der Inversionssymmetrie die Entartung der

Abbildung 5.3: Phononenfrequenzen in der [0 0 1]-Richtung in SnTe

bei Variation der Untergitterkoordinate – der NaCl-Struktur. Die

Punkte sind die berechneten Werte, die Linien dienen nur zur

Verdeutlichung.
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beiden TO-Zweige zunehmend aufgehoben wird). Ein ãhnliches Bild zeigt sich in

den anderen Hochsymmetrierichtungen (und auch auf den restlichen Stũtzstellen).

Mit zunehmendem !(qj; –) werden auch die Beitrãge F 0
vib(–) und Fvib(–;T ) zur freien

Energie grõ…er, durch den Entropiebeitrag wird das Minimum von F (–) also (fũr jede

Temperatur) lediglich tiefer als das der Gesamtenergie E(–). Der Entropieterm ¡TS
liefert also keinen destabilisierenden Beitrag.

Bei der Berechnung der dynamischem Matrizen fũr die gestõrten Strukturen zeig-

te sich die Konvergenz des Stõrungszyklusses fũr den am nãchsten am Gamma-

punkt liegenden q-Punkt, q = 1
6
(1 1 1), als sehr kritisch hinsichtlich der Wahl des

Mixing-Parameters fl, mit welchem bei jeder Iteration das neue gestõrte Kohn-

Sham-Potential dem aus der vorhergehenden Iteration beigemischt wird. Der fũr

alle ũbrigen q-Punkte benutzte Wert fl = 0;5 fũhrte bei diesem Punkt zur Diver-

genz des Stõrungszyklusses. Nur fũr sehr langsames Mixing (fl • 0;2) konnte eine

Konvergenz erreicht werden. Dies zeigt, dass das Elektronensystem fũr periodische

Gitterstõrungen mit langen Wellenlãngen zu einer Instabilitãt neigt, die als Vorzei-

chen eines strukturellen Ũbergangs aufgefasst werden kõnnte.

Die Mõglichkeit, die Phononenfrequenzen auf beliebig fein in der Brillouinzone ver-

teilte Punkte zu interpolieren, legt noch einen Vergleich der berechneten Daten mit

experimentell gemessenen Schallgeschwindigkeiten nahe. Die Schallgeschwindigkeit

ist der Grenzwert fũr q ! 0 der Steigung der akustischen Dispersionszweige,

cs = lim
q!0

!(q)

jqj :

Messwerte lagen vor fũr die Schallgeschwindigkeiten in der [1 1 0]-Richtung (Refe-

renz [Sed76]). In Tabelle 5.2 sind diese Daten den berechneten Geschwindigkeiten

gegenũbergestellt.

Es fãllt eine gro…e Abweichung fũr zwei Zweige ins Auge, wãhrend das Ergebnis

fũr den dritten Zweig sehr gut mit dem Messwert ũbereinstimmt. Zur Erklãrung

kõnnen wieder die auftretenden freien Ladungstrãger herangezogen werden. Die

zitierte Referenz weist eine ausgeprãgte Abhãngigkeit der elastischen Konstanten

cs;LA cs;TA1
cs;TA2

Exp. 3,171 1,220 2,869

Diese Arbeit 3,532 1,796 2,851

Abweichung +11 % +47 % ¡1 %

Tabelle 5.2: Schallgeschwindigkeiten in der [1 1 0]-Richtung in fl-SnTe.
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C11, C12 und C44 von der Ladungstrãgerkonzentration p nach, wãhrend die Difierenz

C11¡C12 nahezu unabhãngig von p ist. Nun ist c2s;LA proportional zu C11+C12+2C44,

c2s;TA1
und c2s;TA2

zu C44 bzw. C11¡C12. Damit lãsst sich die Abweichung der beiden

ersteren Ergebnisse und die Ũbereinstimmung des letzteren mit den Messwerten

begrũnden.

Zuletzt sollen noch die Resultate der Stõrungsrechnung fũr die Bornschen efiektiven

Ladungen Z⁄• (Gleichung (4.24)) und die Hochfrequenz-Dielektrizitãtskonstante †1
(Gleichung (4.20)) vorgestellt werden. Fũr die kubische Symmetrie der fl-Strukturen

sind die Tensoren alle Vielfache der Einheitsmatrix, somit kann man hier von diesen

skalaren Grõ…en sprechen.

Der experimentelle Wert fũr †1 stammt aus der Messung der Dispersion des

Brechungsindexes bei Zimmertemperatur fũr verschiedene Ladungstrãgerdichten p

[Ota71]. Hier erkennt man fũr p < 2 ¢ 1020 cm¡3 eine starke Zunahme von †1 mit

abnehmendem p. Die Extrapolation der Messdaten fũhrt in den Bereich zwischen

55 und 60. Ein anderes Experiment, das auf Re°ektivitãtsmessungen an Proben

mit zwei verschiedenen Ladungstrãgerdichten beruht ([Rie65]), ergibt Werte, die

mit denen aus [Ota71] ũbereinstimmen. Der Wert fũr die Bornsche efiektive La-

dung stammt aus einer Modellrechnung, die an die Messwerte fũr !LO(q ! 0)

und !TO(q ! 0) aus [Cow69] angepasst wurde. Referenz [Zein92] ist eine frũhere

Pseudopotential-DFT-Rechnung.

Die Ergebnisse fũr die Bornschen efiektiven Ladungen stimmen gut mit den Ver-

gleichswerten ũberein, was nicht verwundert, weil jede Rechnung, die die gemessenen

Gammapunktsfrequenzen gut wiedergibt, auch fũr Z⁄• ebenso gute Resultate erge-

ben muss. Auffãlliger ist die Abweichung bei der Hochfrequenz-DK. Eine ãhnlich

gro…e Abweichung von den Messwerten flndet auch Referenz [Zein92]. Zur Erklãrung

wird hier angefũhrt, dass die Ableitungen der Energie nach dem elektrischen Feld

†1 Z⁄

Ecut = 20 Ryd, Nk = 28 93,37 8,056

Ecut = 34 Ryd, Nk = 28 88,57 7,864

Ecut = 20 Ryd, Nk = 182 81,88 8,039

DFT ([Zein92]) 75,0 8,43

Exp. ([Ota71] / [Luc71]) » 57 8,1

Tabelle 5.3: Hochfrequenz-Dielektrizitãtskonstante †1 und Bornsche

efiektive Ladung Z⁄ fũr fl-SnTe bei unterschiedlichen Werten der

Konvergenzparameter der Rechnung im Vergleich mit anderen

theoretischen und experimentellen Ergebnissen.

69



Kapitel 5 Gitterdynamik von GeTe und SnTe fũr T = 0

eine wesentlich ausgeprãgtere Empflndlichkeit gegenũber den Konvergenzparame-

tern der Rechnung, also der Zahl der speziellen Punkte und der Abschneideenergie,

zeigen, als dies die Phononenfrequenzen fũr q 6= 0 tun. In der Tat zeigt sich diese

Abhãngigkeit auch in der Verletzung der akustischen Summenregel, nach welcher

fũr die Bornschen Efiektiven Ladungen gelten mũsste
P

• Z
⁄
• = 0, also fũr eine

zweiatomige Basis Z⁄1 = ¡Z⁄2 . Diese Bedingung ist bei den zur Berechnung der

Phononenspektren verwendeten Parametern nur mit Fehlern bis zu einigen Prozent

erfũllt (deswegen ist in der Tabelle auch der Mittelwert Z⁄ = 1
2
(Z⁄1 ¡ Z⁄2 ) angege-

ben).

Eine Erhõhung der Abschneideenergie verbessert das Ergebnis etwas, die Verwen-

dung einer grõ…eren Zahl spezieller Punkte wesentlich. Zieht man das Ausma…

der ASR-Verletzung als Ma… fũr die Konvergenz der Stõrungsrechnung heran, dann

muss man aber davon ausgehen, dass die Rechnung mit Ecut = 20Ryd und Nk = 182

weitgehend konvergiert ist; die Erklãrung in [Zein92] reicht also nicht aus. Das Bild

verbessert sich, wenn man die in [Ota71] gezeigte ausgeprãgte p-Abhãngigkeit der

Hochfrequenz-DK berũcksichtigt. Das Verhalten dieser Abhãngigkeit fũr p! 0 lãsst

sich nur schwer abschãtzen; es fũhrt aber zumindest in die Umgebung von †1 » 60.

Vermutlich bringt jedoch auch dies das Ergebnis dieser Arbeit nicht in vollstãndige

Ũbereinstimmung mit dem Experiment.

Abbildung 5.4: Phononendispersionen in den ãquivalenten

Richtungen [0 0 1] in fi-SnTe (durchgezogene Linien) und [1 1 1] in

fl-SnTe (gestrichelte Linien) mit den experimentellen Werten fũr

fl-SnTe aus [Cow69].
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Das reziproke Gitter der A7-Struktur ist eine leichte Verzerrung des zur NaCl-

Struktur gehõrenden bcc-Gitters. Somit lassen sich die Hochsymmetrielinien der

fl-Struktur zumindest teilweise auf die der fi-Struktur abbilden. Aus den Abbildun-

gen der Brillouinzonen in Kapitel 1 erkennt man unmittelbar, dass die ¡-L-Linien

der fcc-Struktur in der A7-Struktur in zwei nicht entartete Richtungen ũbergehen,

nãmlich in die (zu den reziprokten Basisvektoren parallelen) ¡-L-Richtungen der

rhomboedrischen Brillouinzone und die beiden ¡-T-Richtungen entlang der trigona-

len Achse [0 0 1]. Der Strecke ¡-K-X entlang [1 1 0] in der fcc-Struktur entsprechen

unter anderem die Richtungen [1 0 0] und [1 0 0] in der A7-Struktur.

Entlang dieser drei Richtungen, [001], [100] und b3, wurden fũr fi-SnTe die phononi-

schen Dispersionsrelationen unter Verwendung derselben Konvergenzparameter wie

in den Grundzustandsrechnungen berechnet. Als Stũtzstellen fũr die Interpolation

der dynamischen Matrizen dienten wiederum die Punkte eines 6 £ 6 £ 6-Netzes in

der ersten Brillouinzone, welches fũr die rhomboedrische Struktur aus 32 q-Punkten

besteht. Ãhnlich wie in der fl-Struktur erwiesen sich die Hochfrequenz-DK und die

Bornschen efiektiven Ladungen bei diesen Parametern als noch nicht konvergiert.

Deshalb wurden diese und die Gammapunktsmatrix mit einer Abschneideenergie

von 40 Ryd und 182 speziellen Punkten berechnet. Auch hier zeigte die Betrach-

tung der ASR-Verletzung, dass insbesondere die Verwendung einer grõ…eren Zahl

von speziellen Punkten die Konvergenz wesentlich verbessert.

Abbildung 5.5: Wie Abbildung 5.4, fũr die [1 0 0]-Richtung in fi-SnTe

(durchgezogene Linien) und die [1 1 0]-Richtung in fl-SnTe (gestri-

chelte Linien).
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Abbildung 5.4 zeigt zunãchst die Phononendispersion lãngs der [1 1 1]-Richtung

in fl-SnTe im Vergleich mit der [0 0 1]-Richtung in fi-SnTe und den experimentel-

len Daten aus [Cow69]. Dazu wurde die Abszisse der Dispersion der fi-Struktur,

in der der Zonenrand bei etwa 0;61 ¢ (0 0 1) liegt, auf die der fl-Struktur skaliert.

Auffãllig ist die weitgehende Ũbereinstimmung der Frequenzen der akustischen Zwei-

ge, wãhrend die optischen, und insbesondere die TO-Zweige in der Nãhe des Gam-

mapunktes, grõ…tenteils deutlich ũber denen der NaCl-Struktur liegen. Letzteres

verdeutlicht nochmals die grõ…ere Stabilitãt der fi-Struktur gegenũber dem Pha-

senũbergang. Weiterhin ist dieser Vergleich auch eine Bestãtigung dafũr, dass in

der Arbeit [Cow69] tatsãchlich die Dispersion von fl-SnTe vermessen wurde.

Abbildung 5.5 zeigt denselben Vergleich fũr die [100]-Richtung von fi-SnTe bzw. die

[001]-Richtung von fl-SnTe. Das Resultat entspricht dem oben diskutierten. In Ab-

bildung 5.6 sind schlie…lich die Phononendispersionen lãngs den Strecken ¡-L und

¡-T der fi-Struktur gegenũbergestellt. Man sieht als wesentlichsten Unterschied,

dass die Entartung der transversalen Zweige entlang der trigonalen Achse (¡-T) in

der dazu nicht mehr ãquivalenten Richtung ¡-L aufgehoben ist. Auch die Ausdeh-

nung der ersten Brillouinzone ist in den beiden Richtungen nicht mehr dieselbe.

Wenn man die beiden Bilder aufeinander skaliert, erkennt man, dass die akustischen

Zweige wiederum nahezu ũbereinander liegen, ebenso der untere der beiden TO-

Zweige. Die grõ…te Verãnderung zeigt sich beim LO-Zweig, auch hier vor allem in

der Umgebung des Gammapunktes.

Abbildung 5.6: Phononendispersion in fi-SnTe lãngs den beiden in

der entsprechenden fl-Struktur entarteten Linien ¡-L (links) und

¡-T (rechts).
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5.3 Ergebnisse fũr GeTe

GeTe liegt bis zu hohen Temperaturen (Tc » 700 K) als fi-GeTe vor; dies ist auch

die Struktur fũr T = 0 K. Die Phononendispersion wurde also zunãchst fũr die

fi-Struktur berechnet, wie fũr fi-SnTe lãngs der Hochsymmetrielinien ¡-L, ¡-T und

¡-K-X. In der Literatur flndet man nur einen einzigen Messwert fũr Phononen in

fi-GeTe (und keine Daten fũr fl-GeTe). In Referenz [Ste70] wurde mit Raman-

streuung die Gammapunktsmode in einer Geometrie entsprechend dem Grenzfall

q ! 0 der [1 0 0]-Richtung in einem Temperaturbereich von 50 K{500 K vermessen.

Extrapoliert man die Ergebnisse dieser Messungen nach T = 0 K, so erhãlt man

!LO = !TO;1 = 2;95 THz und !TO;2 = 4;27 THz. Untersuchungen in anderen Streu-

geometrien und eine Betrachtung der Ramantensoren zeigten, dass die Mode bei

4;27 THz nicht, die bei 2;95 THz zweifach entartet ist, und dass die nicht entartete

Mode einer Polarisation in [0 0 1]-Richtung entspricht. Zur Erklãrung der Messwer-

te wurden zwei Ũberlegungen herangezogen. Zum einen sorgt die Anisotropie der

fi-Struktur fũr die Aufhebung der Entartung der beiden TO-Zweige, zum anderen

fũhrt eine vollstãndige Abschirmung des makroskopischen E-Feldes zur Aufhebung

der LO-TO-Aufspaltung und fũhrt die Frequenz der LO-Mode zurũck auf die der

entsprechenden TO-Mode. Die Richtungen der Eigenvektoren am Gammapunkt

sind [1 0 0] fũr die LO-Mode und [0 1 0] fũr die TO1-Mode. Diese beiden Moden

fallen zusammen, wãhrend die TO2-Mode, die in der Richtung der trigonalen Ach-

se [0 0 1] polarisiert ist, bei einer anderen Energie liegt. Diese ist es auch, deren

Auslenkungsmuster der Untergitterverschiebung beim Ũbergang in die fl-Struktur

entspricht.

Die hier durchgefũhrten Rechnungen ergeben ein davon stark abweichendes

Bild. Fũr dieselben Polarisationsrichtungen sind die Ergebnisse am Gammapunkt

!LO = 4;59 THz, !TO;1 = 2;79 THz und !TO;2 = 3;84 THz bei einer Rechnung mit

Ecut = 17 Ryd und 28 speziellen Punkten, !LO = 4;59 THz, !TO;1 = 2;60 THz und

!TO;2 = 3;88 THz fũr Ecut = 34 Ryd und 182 spezielle Punkte, siehe Tabelle 5.4.

!LO [THz] !TO;1 [THz] !TO;2 [THz]

Ecut = 17 Ryd, Nk = 28 4,59 2,79 3,84

Ecut = 34 Ryd, Nk = 182 4,59 2,60 3,88

Exp. ([Ste70]) 2,95 2,95 4,27

Tabelle 5.4: Berechnete und experimentelle Werte der

Gammapunktsfrequenzen in der [0 0 1]-Richtung in fi-GeTe.
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Die experimentelle Referenz weist auf eine, nicht nãher speziflzierte, hohe Dichte

freier Ladungstrãger um p = 1 ¢ 1020 cm¡3 in GeTe hin. Der Efiekt der dadurch

hervorgerufenen Abschirmung des mit der LO-Mode verbundenen makroskopischen

Feldes wird in den Rechnungen nicht berũcksichtigt. Deswegen flndet man in diesen

eine ausgeprãgte LO-TO-Aufspaltung; dieses !LO taucht in den experimentellen Da-

ten nicht auf. Aber auch die berechneten Werte fũr die beiden TO-Zweige liegen mit

einer Abweichung von 0,2 bzw. 0,4 THz deutlich unter den gemessenen. Ein Hinweis

zur Erklãrung dieser Diskrepanz flndet sich in den Arbeiten [Iiz75] und [Cow69]. In

letzterer wird ein modiflziertes Schalenmodell, das dem Vorhandensein freier La-

dungen Rechnung trãgt, herangezogen, um die gemessenen Phononenfrequenzen in

SnTe zu erklãren. Es wird gezeigt, dass die Abschirmung aller Felder, also auch

der lokalen, berũcksichtigt werden muss, um die Messwerte zu reproduzieren. Da-

durch verschieben sich auch die TO-Frequenzen am Gammapunkt wesentlich nach

oben: Die Abschirmung der lokalen Felder durch die freien Ladungstrãger stabili-

siert auch die TO-Moden. In SnTe ergab die Modellrechnung bei Vernachlãssigung

dieser Abschirmung eine Verschiebung um bis zu 50 % nach unten. Auch die hier

durchgefũhrten Rechnungen beinhalten keinerlei Abschirmungsefiekte (entsprechend

dem Grenzfall p ! 0), somit war davon auszugehen, dass die Resultate unter den

gemessenen Daten liegen. Ũber die Qualitãt der Rechnungen kann somit unmit-

telbar keine Aussage getrofien werden. Der Vergleich der Ergebnisse fũr SnTe mit

den entsprechenden experimentellen Daten fũr q 6= 0, wo die Abschirmungsefiekte

verschwinden, zeugt allerdings von der Zuverlãssigkeit der verwendeten Methode.

Abbildung 5.7: Berechnete Phononendispersionen fũr fi-GeTe lãngs

der Hochsymmetrielinien ¡-L (links) und ¡-T (rechts). Gestrichelte

Linien sind die Ergebnisse fũr eine schwãcher konvergierte

Rechnung am Gammapunkt.
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Die Abbildungen 5.7 und 5.8 zeigen die Phononendispersionen lãngs der Linien ¡-L,

¡-T und ¡-K-X analog zu den Abbildungen 5.6 und 5.5 fũr fi-SnTe. Gestrichelt ein-

gezeichnet sind die Werte, die sich mit der Gammapunktsmatrix, der Hochfrequenz-

DK und den Bornschen efiektiven Ladungen aus der Rechnung mit Ecut = 17 Ryd

und 28 speziellen Punkten ergeben, die durchgezogenen Linien entprechen einer

Rechnung mit Ecut = 34 Ryd und Nk = 182 fũr diese Grõ…en. Diese Ergebnisse

kõnnen vor allem als Vorhersagen fũr entsprechende Experimente angesehen wer-

den.

Im Vergleich mit den entsprechenden Bildern fũr fi-SnTe fãllt auf, dass die Frequen-

zen der optischen Moden hier deutlich hõher liegen als in fi-SnTe, insbesondere auch

am Gammapunkt. Das deutet auf eine hõhere Stabilitãt der fi-Struktur von GeTe ge-

genũber strukturellen Ũbergãngen, die durch eine Verschiebung der Untergitter be-

schrieben werden kõnnen, hin. Um dies unter Berũcksichtigung der unterschiedlichen

Atommassen der Konstituenten in GeTe und SnTe nãher zu untersuchen, sind in

Abbildung 5.9 die fũr fi-GeTe berechneten Dispersionsrelationen jenen gegenũberge-

stellt, die man in einer Massennãherung aus den Kraftkonstanten von fi-SnTe erhãlt.

Dazu wurden aus den (masseunabhãngigen) Ortsraum-Kraftkonstanten fũr fi-SnTe

die dynamischen Matrizen fũr die Atommassen von GeTe konstruiert und diagonali-

siert. Dies entspricht einer Ũbertragung der in fi-SnTe vorliegenden Wechselwirkun-

gen auf ein (flktives) System mit den Atommassen von fi-GeTe. Aus dem Vergleich

dieser skalierten Phononenfrequenzen mit den fũr fi-GeTe tatsãchlich berechneten

erhãlt man einen um den Ein°uss der Massen korrigierten Vergleich der Wechselwir-

Abbildung 5.8: Wie Abbildung 5.7, lãngs ¡-K-X. Eingezeichnet sind

auch die experimentellen Werte aus [Ste70].
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kungen in fi-SnTe und fi-GeTe. Um den unterschiedlichen isotropen Ausdehnungen

Rechnung zu tragen, wurden au…erdem die aus der Massennãherung bestimmten

Frequenzen noch mit dem Verhãltnis der Gitterkonstanten,
a0;fi¡SnTe

a0;fi¡GeTe
= 1;085, ska-

liert.

Das Bild zeigt, dass die Rũckstellkrãfte in fi-GeTe fũr nahezu alle Auslenkungsmus-

ter, die optischen Moden entsprechen, stãrker sind als in fi-SnTe. Am deutlichsten

zeigt sich dies in der Umgebung des Gammapunkts. Fũr akustische Moden ist der

Unterschied kleiner und geht teilweise auch in die andere Richtung.

Die Tensoren der Hochfrequenz-DK und der Bornschen efiektiven Ladungen sind

in der A7-Struktur immer noch diagonal, haben aber zwei verschiedene Eintrãge

†xx1 = †yy1 und †zz1 bzw. Z⁄;xx• = Z⁄;yy• und Z⁄;zz• . Die Ergebnisse der am besten

konvergierten Rechnung (Ecut = 34 Ryd, Nk = 182) sind †xx1 = 51;2, †zz1 = 44;2

und Z⁄;xx• = 6;32, Z⁄;zz• = 4;18. Als Vergleichswert fũr die Z⁄ flndet man in den

Modellrechnungen der Referenz [Nak80] Z⁄;xx• = 6;4. Fũr †zz1 ergeben Re°ektivitãts-

messungen in [Bah69] und [Tsu68] fũr verschiedene Temperaturen und Ladungs-

trãgerdichten Werte zwischen †zz1 = 34 (bei T ! 0 K) und †zz1 = 40. Zur Diskussion

der Ergebnisse sind dieselben Argumente hinsichtlich der Konvergenz der Rechnun-

gen und des Ein°usses der freien Ladungstrãger wie im vorhergehenden Abschnitt

bei fl-SnTe heranzuziehen. Die Aussagekraft dieses Vergleiches bleibt somit gering,

es ergibt sich aber jedenfalls kein gravierender Widerspruch der hier durchgefũhrten

Rechnungen mit anderen Arbeiten.

Abbildung 5.9: Vergleich der fũr fi-GeTe berechneten Phononendis-

persionen (durchgezogene Linien) mit den aus einer Massennãhe-

rung mit den Kraftkonstanten von fi-SnTe resultierenden (gestri-

chelte Linien) fũr die beiden Hochsymmetrierichtungen [0 0 1]

und [1 0 0].
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Fũr die Dynamik der Hochtemperaturstruktur von GeTe existieren keine experi-

mentellen Untersuchungen. Die hohe Ũbergangstemperatur in die verzerrte fi-Phase

deutet darauf hin, dass die NaCl-Struktur (bei T = 0 K) eine ausgeprãgte Instabi-

litãt gegenũber Untergitterverschiebungen aufweist. Dies sollte zunãchst untersucht

werden. Das Ergebnis, die Grundzustandsenergie des NaCl-Gitters in Abhãngig-

keit der Position (– ; – ; –) des Te-Untergitters entlang der Raumdiagonalen, ist in

Abbildung 5.10 dargestellt.

Dieses Bild zeigt, dass, anders als in SnTe, hier auch ohne die Relaxation des Gitter-

winkels fi eine unsymmetrische Konflguration energetisch bevorzugt ist. Der Ũber-

gang von der sechsfachen Koordination der fl-Struktur zu einer dreifachen resultiert

also in einer Energieerniedrigung. Zwar nimmt die Ewaldenergie des Ionensystems

bei dieser Umordnung innerhalb der NaCl-Struktur um 0;043 Ryd pro Elementar-

zelle zu, die elektronischen Beitrãge fũhren jedoch zu einer Abnahme der Gesamt-

energie um 7;7 ¢ 10¡4 Ryd pro Elementarzelle. Das entspricht dem in Abschnitt 3.4

gewonnenen Bild von der Umverteilung der elektronischen Ladungsdichte lãngs der

Bindungsketten beim Ũbergang von der fl- in die fi-Struktur, die in GeTe deutlich

grõ…er ist als in SnTe. Allerdings flndet man bei aufgeprãgter fcc-Struktur das Ener-

gieminimum beim Wert – = 0;480 der relativen Untergitterkoordinate, gegenũber

– = 0;4747 in der vollstãndig relaxierten rhomboedrischen Struktur. Die Relaxierung

des Gitterwinkels trãgt also auch hier ma…geblich zum strukturellen Ũbergang bei.

So erhãlt man als Energiedifierenz zwischen der symmetrischen und der komplett

relaxierten Konflguration, beide berechnet in der Basis des rhomboedrischen Git-

Abbildung 5.10: Gesamtenergie des NaCl-Gitters von GeTe in

Abhãngigkeit von der Untergitterkoordinate –.
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ters, mit 1;88 ¢10¡3Ryd pro Elementarzelle einen deutlich hõheren Wert. Wesentlich

ist also wirklich das Zusammenspiel der Ãnderung der beiden Strukturparameter fi

und –.

Der Vergleich dieser bei voller Relaxierung auftretenden Energiebarriere mit der

Energie von Nullpunkts°uktuationen, welche etwa dazu fũhren kõnnten, dass Expe-

rimente wieder die Eigenschaften der symmetrischen Struktur zeigen, schlie…t diese

Mõglichkeit aus. Dazu wãren Phononenzustãnde mit Frequenzen um 12 THz nõtig;

dieser Wert liegt wesentlich hõher als die fũr die fi-Struktur gefundenen. Anders

sieht dieses Bild fũr SnTe aus, wo die berechnete Tiefe des Doppelmuldenpotentials

um zwei Grõ…enordnungen kleiner ist als in GeTe. Dies spiegelt sich auch in den

Ergebnissen von Abschnitt 6.4 wieder.

Der Versuch, trotz dieser Instabilitãt die dynamische Matrix am Gammapunkt und

die dielektrischen Eigenschaften zu berechnen, fũhrte zu sehr erstaunlichen Schwie-

rigkeiten. Zwar konvergiert der Stõrungszyklus fũr den elektronischen Teil der dy-

namischen Matrix in gewohnter Weise, nicht aber der fũr die Ableitungen nach

dem elektrischen Feld. Hier ergibt sich keine wirkliche Divergenz, jedoch stellen

sich nach wenigen Iterationen (dann konstant bleibende) irreal hohe, und fũr die

Hochfrequenz-DK unphysikalisch negative, Werte um Z⁄ » 108 und †1 » ¡1020 ein.
Es ist ausgeschlossen, dass diese Zahlen aus einem Ũberlauf der Zahldarstellung auf

dem verwendeten Rechner resultieren. Auch andere denkbare nummerische Arte-

fakte, etwa durch die Verwendung eines iterativen Algorithmus zur Diagonalisierung

des Hamiltonians, konnten durch Vergleichsrechnungen mit voller Diagonalisierung

ausgeschlossen werden. Ebenso ãndert die Verwendung von erheblich mehr speziel-

len Punkten (Nk = 182 und Nk = 408) nichts Wesentliches an diesem Verhalten.

Eine eingehendere Untersuchung zeigt, dass dieses Phãnomen, das zunãchst beim re-

laxierten Volumen der Elementarzelle (›theo = 346;06 a3B) auftritt, sehr sensibel von

dieser Zellgrõ…e abhãngt. Fũr Zellvolumina grõ…er als › = 347;42 a3B ergeben sich

sinnvolle Werte (die dann auch den Ergebnissen der DFT-Rechnung [Zein92] ent-

sprechen), unterhalb dieses Volumens setzt das oben beschriebene Verhalten abrupt

ein. Der linke Teil von Abbildung 5.11 zeigt dies am Beispiel der Bornschen efiek-

tiven Ladung. Hier sieht man auch, dass der betrofiene Volumenbereich wesentlich

unter dem Zellvolumen liegt, das der experimentellen Gitterkonstante entspricht.

Es ist jedoch hier nicht zu rechtfertigen, die theoretischen Rechnungen bei einem

anderen als dem relaxierten Zellvolumen, also an einem nicht krãftefreien Kristall,

durchzufũhren. Dies zeigt sich unter anderem auch bei der Berechnung von Pho-

nonenfrequenzen, vgl. Tabelle 5.1. Die naheliegendste zu vermutende Ursache, eine

Divergenz des Energienenners 1
†c¡†v

in der Stõrungsrechnung durch Verschwinden der

Bandlũcke, kann ausgeschlossen werden. Dazu wurden fũr verschiedene Zellvolumi-

na um den kritischen Bereich herum die elektronischen Zustandsdichten (mithilfe
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Abbildung 5.11: Linkes Bild: Bornsche efiektive Ladung von fl-GeTe

in Abhãngigkeit des Volumens der Elementarzelle.

Rechtes Bild: Elektronische Bandlũcke in fl-GeTe in Abhãngigkeit

vom Zellvolumen.

der Linearen-Tetraeder-Methode auf 800 Stũtzstellen, entsprechend einer bewãhr-

ten sehr hohen Genauigkeit der Rechnung) und aus diesen die Bandlũcke berechnet.

Abbildung 5.11 zeigt im rechten Teil das Ergebnis. Die Bandlũcke nimmt mit kleiner

werdendem Zellvolumen ab, im sich als kritisch erweisenden Bereich erkennt man

aber nichts, was auf eine sprunghafte Verãnderung im Elektronensystem hindeutet.

Zur weiteren Klãrung wurden fũr zwei Volumina ›1 = 347;45a3B und ›2 = 347;40a3B
um das kritische Volumen herum die Beitrãge der einzelnen k-Punkte und Elektro-

nenbãnder in den Summationen (4.20) und (4.24) fũr †1 und Z⁄ untersucht. Dabei

zeigt sich, dass bei Z⁄ nur der Betrag des Beitrags des obersten Valenzbandes am

Punkt k = 0;4167 [1 1 1], im Weiteren als k27=5 bezeichnet, bei ›2 um mehrere

Zehnerpotenzen zunimmt (und zwar im Real- und im Imaginãrteil), wãhrend die

Betrãge aller ũbrigen Beitrãge weitestgehend gleich bleiben. Bei †1 werden dagegen

alle Beitrãge um Faktoren 107 bis 1010 im Betrag grõ…er, der von k27=5 um 1022.

Z⁄ ist eine Summe aus Beitrãgen von Skalarprodukten aus den Funktionen
flflˆfi

jk

fi
,

die im Wesentlichen Matrixelemente des r-Operators mit den Valenz- und Lei-

tungsbandzustãnden im Kohn-Sham-Bild sind, und den durch die Auslenkung einer

Gammapunktsmode gestõrten Wellenfunktionen
flflfl @’jk
@u•

fi0
(q=0)

E
, †1 ergibt sich aus den

Skalarprodukten der
flflˆfi

jk

fi
mit den Ableitungen der Wellenfunktionen nach einem

elektrischen Feld,
flflfl @’jk
@Emak;fi0

E
. Die Betrachtung dieser Einzelbeitrãge ergibt, dass bei

den
flflˆfi

jk

fi
nur der Betrag des Zustands k27=5 beim Volumen ›2 um viele Grõ…en-

ordnungen zunimmt, ebenso bei den Ableitungen der Wellenfunktionen nach den

Ionenauslenkungen
flflfl @’jk
@u•

fi0
(q=0)

E
. Die Betrãge der E-Feld-Ableitungen der Wellen-

funktionen,
flflfl @’jk
@Emak;fi0

E
, springen dagegen alle um viele Zehnerpotenzen, die von k27=5
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Abbildung 5.12: Linkes Bild: Bandstruktur von fl-GeTe in der

[1 1 1]-Richtung nahe des L-Punktes fũr die Zellvolumina ›¡ und

›+ (vgl. den Flie…text).

Rechtes Bild: Bornsche efiektive Ladung von fl-GeTe in

Abhãngigkeit von der Untergitterkoordinate – in der NaCl-Struktur.

auch hier noch deutlich mehr als die restlichen. Diese Ergebnisse sind (der Symme-

trie entsprechend) jeweils fũr alle drei kartesischen Koordinaten und auch die beiden

Basisindizes gleich.

Es fãllt auf, dass der besonders \kritische" Zustand k27=5 gerade der ist, der am

nãchsten am Ort der Bandlũcke (nahe L) liegt.1 Deshalb wurde die elektronische

Bandstruktur fũr zwei unmittelbar um das kritische Volumen herum liegende Ele-

mentarzellenvolumina, ›¡ = 347;41 a3B und ›+ = 347;42 a3B, berechnet. Beim

ersteren tritt die beschriebene Quasi-Divergenz von Z⁄ und †1 auf, beim letzteren

nicht. Das Ergebnis zeigt der linke Teil von Abbildung 5.12. Hier sind das oberste

Valenz- und die untersten beiden Leitungsbãnder in einem engen Bereich um den

L-Punkt herum in starker Vergrõ…erung fũr die beiden Volumina ›¡ und ›+ dar-

gestellt. Die Punkte sind die berechneten Werte. Die Kurven liegen nahezu exakt

aufeinander; die unterschiedliche Darstellung der Linien ist, auch in noch stãrkerer

Vergrõ…erung, fast nicht sichtbar.

Insgesamt stõ…t man hier also auf einen Grundzustand des Elektronensystems, der

nummerisch extrem sensibel auf Stõrungen, sowohl durch Ionenauslenkungen am

Gammapunkt als auch auf angelegte elektrische Felder, reagiert, ohne aber, etwa

in seiner elektronischen Bandstruktur, Unterschiede zu einer nur um einen minima-

len Betrag verãnderten stabilen Struktur zu zeigen. Betrachtet man zudem noch

1Die Hochsymmetriepunkte, also auch 0;5 [1 1 1], werden ja bei der Impulsraumsummation

ausgeschlossen, vgl. Abschnitt 2.4.
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beim relaxierten Zellvolumen beispielsweise das Verhalten der efiektiven Ladungen

bei Variation der Untergitterkoordinate in der NaCl-Struktur (rechtes Bild in Ab-

bildung 5.12, so ist man verleitet, gerade auch aus dem hier gefundenen Verhalten

fũr – ! 0;5 zu schlie…en, dass sich darin physikalisch Anzeichen auf den Ũbergang

in eine ferroelektrische Phase zeigen; siehe auch die Zusammenhãnge zwischen †1
und Z⁄ und der elektronischen Polarisation in Abschnitt 4.4. Dem stehen allerdings

die unsinnigen hohen Betrãge der Grõ…en und vor allem der negative Wert von †1
entgegen. Es handelt sich also um ein Artefakt der Methode, das in der Struktur

des Elektronensystems begrũndet liegen muss, dies aber in einer sehr subtilen Wei-

se, die sich in keiner der berechenbaren Grõ…en im elektronischen Grundzustand

unmittelbar zu erkennen gibt.

Das Problem lõst sich in võllig unerwarteter Weise auf. Wãhrend eine Verãnderung

des Mixing-Parameters flph fũr das Update des gestõrten Kohn-Sham-Potentials,

welcher auch als Quelle nummerischer Schwierigkeiten im Stõrungszyklus infrage

kommt, nichts am Verhalten ãndert, trifit das wohl auf den Parameter flGS des

Potential-Mixings bei der iterativen Bestimmung des zur Stõrungsrechnung heran-

gezogenen elektronischen Grundzustandes zu. In allen Rechnungen wurde bisher der

Wert flGS = 0;7 verwendet; eine Verãnderung dieses technischen Parameters sollte

auch maximal mit einer Verãnderung der Konvergenzgeschwindigkeit einhergehen,

keinesfalls aber mit einer Ãnderung des Ergebnisses fũr den Grundzustand des Elek-

tronensystems. Hier aber fũhrt die Rechnung mit flGS = 0;3 zum Verschwinden der

beobachteten Probleme, auch ũber einen weiten Bereich von Zellvolumina. Dass dies

auf einer Nicht-Konvergenz einer der beiden Rechnungen basiert ist ausgeschlossen;

auch bei einer sehr starken Verschãrfung des ansonsten ũblichen Konvergenzkriteri-

ums (der Verringerung der zugelassen Ãnderung der Koe–zienten des Kohn-Sham-

Potentials um acht Zehnerpotenzen) ergibt sich noch dasselbe Bild. Der Vergleich

der Grundzustandsenergien der beiden Rechnungen zeigt tatsãchlich einen Unter-

schied, dem Ergebnis von ¡24:6423 Ryd pro Elementarzelle fũr flGS = 0;7 steht der

Wert ¡24:6431 Ryd fũr flGS = 0;3 gegenũber. Der \stabile" elektronische Grundzu-

stand liegt also bei einer niedrigeren Energie, die Rechnung mit flGS = 0;7 lãuft in

ein anderes, etwas hõheres, Minimum, welches das beschriebene instabile Verhalten

aufweist. Es sei nochmals darauf hingewiesen, dass es sich hier nicht um unter-

schiedliche Gitterkonflgurationen handelt (fũr die Relaxierung der Gitterparameter

ist ein solches kritisches Verhalten gegenũber den technischen Details der Rechnung

nicht unbekannt). Vielmehr mũssen unterschiedliche stationãre Konflgurationen des

Elektronensystems in demselben Gitter vorliegen, welche in der Stõrungsrechnung

ein võllig unterschiedliches Verhalten zeigen. Ein solches Phãnomen ist in Rechnun-

gen mit der verwendeten Methode bisher nicht bekannt geworden.

Ein Vergleich dieser beiden elektronischen Zustãnde ergibt auch nur margina-

le Unterschiede. Abbildung 5.13 zeigt stellvertretend die Bandstruktur in der
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