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Einleitung

Versuchte man, ein mathematisches Gebiet durch die in ihm untersuchten Gleichungen
zu charakterisieren, so wéren diese im Falle der Algebraischen Geometrie polynomia-
le Gleichungen {iber beliebigen Ringen, im Falle der Zahlentheorie bzw. Arithmetischen
Geometrie spezieller polynomiale Gleichungen iiber Zahlkorper, deren Ganzheitsringen
oder endlichen Koérpern.

Ein besonders beriihmtes Beispiel ist die Fermatgleichung P} diber R:

X4 X4 X" =0

fiir natiirliche Zahlen m,n > 2 und Unbestimmte Xi,...,X,, aus R. Im Falle m > 3,
n =3 und R = Z ist sie Gegenstand der berithmten, 1993 von Andrew Wiles bewiesenen,
Fermatschen Vermutung; im Falle R = F, ein endlicher Koérper diente sie André Weil
1949 in seinem wegweisenden Artikel [Weid9] als Motivation zur Formulierung der Weil-
Vermutungen, deren endgiiltiger Beweis durch Pierre Deligne im Jahre 1973 zweifellos zu
einem der Hohepunkte der Mathematik des 20. Jahrhunderts gehort.

Auch bei vielen anderen aktuellen Problemen der Algebraischen Geometrie wird die
Fermatgleichung bzw. die durch sie definierte Fermathyperfiiche im projektiven Raum oft
als Beispiel herangezogen, so etwa bei den bedeutenden Vermutungen von Hodge und Tate,
und obwohl man — insbesondere dank Tetsuji Shiodas intensiven Bemiithungen ([SK79],
[Shi79], [Shi82], [Shi83], [Shi87], [Shi88]) — iiber die Fermathyperflachen wesentlich mehr
weif} als iiber allgemeine Hyperflichen oder gar beliebige Varietédten, sind doch noch im-
mer viele Fragen offen; sowohl die Hodge- als auch die Tate-Vermutung etwa konnte von
Shioda zwar fiir viele, aber eben nicht fiir alle Fermathyperflichen bewiesen werden.

Sei jetzt speziell R = k = F, ein endlicher Koérper. Offenbar hat dann jede homogene
Gleichung f(Xi,...,X,) = 0 iber k nur endlich viele Losungen v@ in den endlichen
Erweiterungen F,: von %, und die Zusammenfassung all dieser v gur Zetafunktion

o0

C(f,t) = exp (Z
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ist eine der grundlegendsten und wichtigsten Invarianten von f bzw. der durch f in IP’Z_l
definierten (n — 2)-dimensionalen projektiven Hyperfliche X (f).

Eine feinere Invariante ist die [-adische Kohomologie H (X(f), Q) von X(f) :=
X(f) i k (fiir eine Primzahl [ # char (k)) und die Operation der absoluten Galois-
gruppe G}, auf ihr, und aus dieser kann man die Zetafunktion leicht berechnen, weil die
Zahl v gerade die Spur der i-ten Potenz des Frobenius x — 29 aus G}, ist.

Die Zetafunktion der Fermathyperfliche X' := X (P!") war schon Weil bekannt; er
hatte sie in dem oben genannten Artikel berechnet und insbesondere gezeigt, dafl sie nicht
blof3 eine Potenzreihe, sondern sogar eine rationale Funktion ist; und es war — wie schon
oben bemerkt — unter anderem dieses Beispiel, das ihn zu seiner Vermutung fiihrte, die
Zeta-Funktion einer Varietét iiber k sei stets rational.

Deligne hat dann in [Del82] auch die Galoisoperation auf Hj (X™, Q;) genau bestimmt,
sie ist in diesem Fall besonders einfach, da die Kohomologie in kanonisch definierte ,,moti-
vische“, vom Grundkoérper k£ unabhéngige, eindimensionale Unterrdume zerfillt, auf denen
der Frobenius durch gewisse Griéflencharaktere — sogenannte Jacobisummen — operiert.
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Ausgehend von der Fermathyperfliache ist es ein natiirlicher Schritt, etwas allgemeinere
Klassen von Hyperflichen zu betrachten, etwa die diagonalen Hyperfiichen, die durch
Gleichungen der Form

X" +...+a,X]'=0

mit Konstanten aq, ..., a, aus einem Korper k, sogenannten diagonalen Gleichungen, ge-
geben werden; diese werden (im Fall k£ = [F, mit ¢ = 1 (mod m)) ausfiihrlich von Fernando
Q. Gouvéa und Noriko Yui in dem Buch [GY95] untersucht; mit Hilfe von Delignes und
Weils Resultaten ist es dann nicht schwer, zum Beispiel die Zetafunktion solcher diago-
nalen Gleichungen zu berechnen.

,Geometrisch, d.h. iiber dem separablen algebraischen Abschluf &, ist jede diagonale
Gleichung ) vom Grad m in n Unbestimmten zur Fermatgleichung P isomorph, d.h.
geht durch lineare Variablensubstitution mit Koeffizienten in k aus P™ hervor: Ein Iso-
morphismus wird einfach durch X; — z/a;X; gegeben. Die Betrachtung der diagonalen
Gleichungen ist also nur interessant, wenn der Grundkérper k nicht algebraisch abge-
schlossen ist, wenn also ,arithmetische® Fragen beriihrt werden. Wie schon der Vergleich
der beiden quadratischen diagonalen Gleichungen

P}: X}+X3+X2=0 und
Q: X?-2X7-Xi=0

iiber Q zeigt, kann das Losungsverhalten vollkommen unterschiedlich sein: Wihrend P
iiberhaupt keine nicht-triviale Losung in Q besitzt, hat ) unendlich viele (,,Pellsche Glei-
chung®).

Dennoch ist es moglich, die Tatsache, da$ alle diagonalen Gleichungen iiber k isomorph
werden, auszunutzen, um aus Kenntnissen iiber die Fermatgleichung Informationen iiber
die diagonalen Gleichungen zu gewinnen mittels eines sehr allgemeinen Prinzips, das ge-
meinhin Galois-Abstieg bzw. -Descent genannt wird:

Ist K/k eine Galoiserweiterung mit Galoisgruppe G und X ein ,iiber k“ definier-
tes ,,Objekt“, so definiert jedes ebenfalls iiber k& definiert Objekt Y, das ,iiber K*“ iso-
morph zu X wird (man nennt Y dann eine K /k-Form von X ), eine Kohomologieklasse in
H'(G, A(X)), wobei A(X) die (im allgemeinen nicht abelsche) Automorphismengruppe
von X iiber K ist. Die Idee ist nun, Eigenschaften von Y aus den entsprechenden Eigen-
schaften von X mittels ,, Twist* mit dieser Kohomologieklasse abzuleiten. — Insbesondere
kann man dies im Falle einer diagonalen Gleichung tun, die ja eine k/k-Form der Fermat-
gleichung ist.

Jetzt liegt die Frage nahe: Gibt es auch k/k-Formen der Fermatgleichung, sogenannte
Lgetwistete Fermatgleichungen®, die nicht diagonal sind? — Man kann dann versuchen,
auch fiir diese mittels Galois-Descent Fragen nach Kohomologie, Zetafunktion usw. zu
beantworten.

Im Fall K = k ist A(P™) das Kranzprodukt S, [ fi,, der symmetrischen Gruppe S,
mit der Gruppe der m-ten Einheitswurzeln j,, in k; dabei operiert S,, durch Permutation
der X; und p”, durch X; — ¢ X; (fiir (¢;); € ).

Die k/k-Formen von P™ werden dann durch Kohomologieklassen in H'(Gy, Sy, [ )
gegeben, und es stellt sich heraus, dafl die diagonalen Gleichungen genau diejenigen For-
men der Fermatgleichung sind, deren zugehorige Kohomologieklasse schon in H(G, u”)
liegt; vom Standpunkt der K/k-Formen aus bilden die diagonalen Gleichungen also nur



ein spezielles Beispiel und stellen eine kiinstliche Einschrankung der natiirlichen Allge-
meinheit dar.

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es deshalb, alle Formen von P* gleichberechtigt zu
betrachten, sie zunéchst zu klassifizieren, um sie dann mit Hilfe der Descent-Methode zu
untersuchen und im Falle k = F, schliellich ihre Zetafunktion zu berechnen.

Im Gegensatz zum Fall der diagonalen Gleichungen sieht man den Gleichungen einer
allgemeinen Form von P]" ihre Verwandtschaft zur Fermatgleichung nur selten an — so
ist etwa die durch

AXTXo +3X1 X3 + 3X7 X3 + 4XI X, + 4X: X3 X + X1 X
+AXo X2 + Xo X3 Xy + X3 X[ +2X5 + X3X, +2X3X7 +3X) =0

definierte Gleichung eine Form der Fermatgleichung P} iiber dem Kérper Fs, die nicht
diagonal ist. Und auch fiir diese wie auch fiir alle anderen, beliebig kompliziert anmuten-
den, Formen erhalten wir mit Hilfe der Descent-Methode Resultate wie die Berechnung
der Automorphismengruppe oder die Berechnung der Zeta-Funktion.

Andererseits ist es natiirlich auch ein kleiner Nachteil, da} die allgemeinen Formen
keine augenscheinliche Symmetrie mehr besitzen, denn diese Tatsache erschwert es oft,
von einer gegebenen Gleichung zu entscheiden, ob sie denn nun eine Form der Fermat-
gleichung ist oder nicht.

Eine besonders interessante Ausnahme bildet hier der Fall m = 3, n = 2, d.h. der
Fall der bindren kubischen Formen, weil dort alle homogenen Polynome in zwei Unbe-
stimmten vom Grad drei, die ,,nicht-ausgeartet* sind, Formen von Pj sind. Wir kénnen
die nicht-ausgearteten bindren kubischen Formen iiber einem beliebigem Korper K mit
unserer Methode nicht nur klassifizieren, sondern diese Klassifikation sogar vollsténdig ex-
plizit machen, so daB es tatséchlich moglich wird, zu jeder gegebenen (nicht-ausgearteten)
kubischen Form die Klasse anzugeben und im Falle k = F, die Zetafunktion zu berechnen.

Obwohl die Descent-Methode ,,Folklore® ist, steckt auch hier der Teufel wie so oft im
Detail. Deshalb widmet sich das erste Kapitel einer Axiomatisierung der Situation, in der
wir Galois-Descent anwenden koénnen:

Definition: Eine Koeffizientenerweiterung (zu einer gegebenen Galoiserweite-
rung K /k mit Galoisgruppe () besteht aus zwei Kategorien Cj, und C, einem
kovarianten Funktor F' : C;, — Cx und einer Links-G-Operation auf allen Iso-
morphismenmengen Isoc, (FY, FZ) fiir Objekte Y und Z aus Cg, so daf die
folgenden beiden Bedingungen erfiillt sind:

e Die Operation ist vertraglich mit Kompositionen, d.h. fiir Objekte X Y
und Z aus Cj, Isomorphismen X % Y und YV 7, Z und ein Element
s € G gilt:
f9)="r%.
e Genau die Morphismen, die ,, von unten“ kommen, sind fix unter der G-

Operation, d.h. fiir Objekte Y, Z € Ob(Cy) gilt:

G
Im (Isock(Y, Z)ilsocK(FY,FZ)> - [IsocK(FY,FZ) .
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Zwei Beispiele fiir Koeffizientenerweiterungen sind besonders wichtig fiir unsere Un-
tersuchung der K /k-Formen von Fermatgleichungen: Zum einen betrachten wir die Kate-
gorien F"" bzw. F2™, deren Objekte homogene Gleichungen vom Grad m in n Unbe-
stimmten mit Koeffizienten in k bzw. K und deren Morphismen Elemente aus GL (n, k)
bzw. GL (n, K) sind, aufgefafit als lineare Variablensubstitutionen. Die Koeffizientener-
weiterung wird dann durch den offensichtlichen Funktor F;"™ — F™ und die natiirliche
G-Operation auf GL (n, K) gegeben.

Die Bedeutung dieser Koeffizientenerweiterung fiir uns ist offensichtlich: Die Fermat-
gleichung P ist ein Objekt von ;"™ und die uns interessierenden K/k-Formen von P
sind genau die Objekte aus F,"™, die in F2"™ isomorph zu P! werden.

Das zweite wichtige Beispiel sind die Kategorien Repgl’“ und Repgl’( der Q;-G-
Darstellungen bzw. Q-G k-Darstellungen mit dem Funktor Repgl’“ — Repgl’(, der ei-
ner Darstellung Gy, 2 Autg,(V) die Einschrinkung ¢|Gx zuordnet. Hier wird die G' =
Gy /G g-Operation eines 5 € G auf (V, ) ER (W,4) durch ,Konjugation“, d.h. durch
f = (s) fipls) ™" gegeben.

Diese Koeffizientenerweiterung ist wichtig fiir uns, weil die /-adische Kohomologie
H} (X', Q) ein Objekt von Repg’“ ist und weil die Kohomologie einer Form der Fer-

1

mathyperfliche eine Form von Hj (X™ Q) ist.

Obwohl die beiden genannten in Hinblick auf unsere Ziele die wichtigsten Beispie-
le sind, treten Koeffizientenerweiterungen noch an vielen anderen Stellen auf, und wir
fithren einige weitere interessanten Beispiele an, so etwa den natiirlichen Funktor aus der
Kategorie der geometrisch irreduziblen Varietéten iiber £ mit dominanten rationalen Ab-
bildungen als Morphismen in die Kategorie der geometrisch irreduziblen Varietdten iiber
K oder — im Falle £ = Q — den natiirlichen Funktor aus der Kategorie der Motive iiber
einem Korper in die Kategorie der Motive mit Koeffizienten in K iiber demselben Kérper.

Wir haben oben schon erwéhnt, dafl wir fiir den Galois-Descent die Kohomologie
HY(G, A) fiir im allgemeinen nicht-abelsche Gruppen A benétigen werden, weil die Au-
tomorphismengruppen der Objekte, die uns interessieren, oft nicht abelsch sein werden
— das Kranzprodukt A(P™) = S,, [ pm zum Beispiel ist fiir n > 2 nicht kommutativ.
Deshalb wollen wir im zweiten Kapitel die grundlegenden Definitionen und Resultate
der nicht-abelschen Gruppenkohomologie vorstellen, wobei wir im Wesentlichen Serres
Ausfithrungen in [Ser97| folgen. Allerdings betrachten wir einen leicht allgemeineren Fall,
némlich beliebige topologische Gruppen G und nicht blof3 proendliche, was den Vorteil
hat, dafl wir unsere Galoisgruppe GG sowohl als diskrete als auch als proendliche Gruppe
betrachten kénnen.

Im dritten Kapitel werden wir dann das Prinzip des Galois-Descents im Falle einer
beliebigen Koeffizientenerweiterung F' : C, — Cx entwickeln. Ist X ein Objekt aus Cg, so
bezeichnet F(K/k, X) die Menge' der K/k-Formen von X, d.h. der Isomorphieklassen
[Y] von Objekten aus Cy, die in Cg isomorph zu X werden (d.h. fiir die F'Y und F X in Cx

isomorph sind). Ist Y eine solche K /k-Form von X, und ist F'Y’ L FX ein Isomorphismus
in Cg, so definiert s — f%(f~') einen 1-Kozykel a = (as) von G := Gal (K/k) in A(X) :=
Aute, (FX) und damit eine Kohomologieklasse 9[Y] in H'(G, A(X)).

tA priori ist dies nur eine Klasse, aber wir werden beweisen, daB es sich tatsichlich um eine Menge
handelt.



Satz: Die Zuordnung [Y] — U[Y] definiert eine wohldefinierte Injektion von
E(K/k,X) in H'(G, A(X)).

Als erste Anwendung werden wir die Automorphismengruppe von Y (in Ci!) berech-
nen: Es ist | Aute, (V) = (A(X),)¢ |, wobei A(X), die Gruppe A(X) mit um den 1-Kozykel
a getwisteter G-Operation ist, d.h. s € G operiert als b — a,ba; .

Ist C;' — Cx’ eine zweite Koeffizientenerweiterung, und sind C, — C;’ und Cx —>

Cx' Funktoren, die miteinander und mit den G-Operationen kompatibel sind (wir werden
dies im dritten Kapitel natiirlich prézisieren), so sprechen wir von einem Morphismus von
Koeffizientenerweiterungen, und wir erhalten ein kommutatives Diagramm

E(K/k, X) A E(K/k, HyX)
) = )
(G AX)) T ) 6 A

Dieses Ergebnis ist fiir unsere Zwecke sehr wichtig, denn wenn wir fiir die beiden Koeffi-
zientenerweiterungen die beiden Hauptbeispiele aus dem ersten Kapitel und fiir Hy bzw.
Hy den Funktor der étalen Kohomologie einsetzen, dann besagt die Kommutativitéit des
Diagramms:

Ist Q eine K/k-Form der Fermatgleichung P, charakterisiert durch die Kohomolo-

gieklasse ¥[Q)], so wird die Kohomologie der Hyperfliche X (Q) und damit auch die Zeta-
funktion von @ durch die Kohomologieklasse Hg0[Q| charakterisiert.

Anstatt die Kohomologie von X (@) zur Berechnung der Zetafunktion von @ direkt be-
stimmen zu miissen, kénnen wir also stattdessen die Komposition 9! o Hy, 09 berechnen
und miissen dazu folgendes tun:

e die Galoisoperation auf der étalen Kohomologie der Fermathyperfliche X verstehen
— dies leistet gerade das oben beschriebene Ergebnis von Deligne,

e fiir einen Automorphismus a € A(P;") den zugehérigen Automorphismus Hgi(a) der
Kohomologie Hf (X, Q) berechnen und

e das Urbild einer gegebenen Kohomologieklasse unter der Injektion ¢ berechnen.

Aus der Tatsache, daf das Kranzprodukt S, [ i, auf X" operiert, kann man auf die
Zerlegung der étalen Kohomologie von X" in Eigenrdume schliefen, die zu den Charak-
teren der abelschen Gruppe ', korrespondieren.

Im wierten Kapitel werden wir allgemeiner die Situation untersuchen, dafl ein semidi-
rektes Produkt A xS zweier endlicher Gruppen auf einem Objekt M einer pseudoabelschen
Kategorie operiert. Auch dann hat man eine Zerlegung von M in die direkte Summe von
Eigenrdumen M, zu den Charakteren x von A, und bezeichnet p, den Projektor, der M,



8 EINLEITUNG

aus M herausschneidet®, so kommutiert fiir s € S das Diagramm

Dy S-Dsy

My

M

M M

So sehen wir, daf die Zerlegung von H} (X™, Q) in Eigenriiume eine ,,motivische® Zer-
legung ist, d.h. sie ist die [-adische Realisierung der entsprechenden Zerlegung des Gro-
thendieck-Motivs h(X]") von X"

Das fiinfte Kapitel widmet sich dem Studium der Kohomologie H*(G,S,, [ pim), d.h.
der Klassifikation der k/k-Formen von P™ in JF"™. Dabei rekapitulieren wir im We-
sentlichen nur die Ergebnisse aus der Diplomarbeit [Rup96] von Christopher Rupprecht,
machen allerdings die auftretenden Abbildungen expliziter, weil wir zur Berechnung der
Zetafunktion explizite Formeln benotigen. — Aulerdem berechnen wir zusétzlich die Au-
tomorphismengruppen der getwisteten Fermatformen. Die Hauptergebnisse dieses Kapi-
tels sind:

Ist m > 3, so haben wir eine Bijektion

E(k/k, P™) = Ilfhmk (L*/L*™)

wobei die disjunkte Vereinigung tiber Isomorphieklassen separabler k-Algebren

L vom Gradn tiber k lduft. Bezeichnet (Q die Gleichung, die unter dieser Bijek-
tion zu einem Paar (L, z) korrespondiert, so haben wir die folgende kanonische
exakte Sequenz:

1_»I1u¢mﬁmg-»AHM(Q)—»{aeznmﬂLym>

=1

@=ep o1

Im sechsten Kapitel betrachten wir speziell den Fall der bindren kubischen Formen iiber ei-
nem Korper &k mit char (k) > 5, in dem — wie oben schon gesagt — alle nicht-ausgearteten
Objekte, d.h. solche mit nicht-verschwindender Diskriminante, Formen der Fermatglei-
chung P§ sind. Als Anwendung des fiinften Kapitels listen wir zunichst die k/k-Formen
von P fiir den Fall, da k ein endlicher Korper ist, vollstindig auf. Dann zeigen wir,
daf die Klassifikation aus dem fiinften Kapitel in diesem Fall besonders explizit gemacht
werden kann: Zu einer gegebenen Gleichung kann das Paar (L, z) aus obiger Bijektion mit
der folgenden Formel berechnet werden:

Theorem: Es sei Q(X,Y) = aX3+bX?Y +cXY?+dY? eine nicht-ausgeartete
Form iber k mit a # 0. Setze

AQ)

= _— X
o o e kx,

a  27a%d + 2b% — 9abe x




wobet
A(Q) := —27a*d* + 18abed + b*c® — 4b*d — 4ac®

die Diskriminante von @ ist und die Wurzel von § so zu wahlen ist, daff e # 0
15t.

Dann gehért Q) zu dem Paar:

(k: x k, <e, ?)) falls 0 € k*2,

(k(\/g), e) sonst.

Die reellen Polynome x* +y*+ 2z* und —2* — y* — 2* sind im Sinne des fiinften Kapitels
nicht isomorph, d.h. sie lassen sich nicht durch eine lineare Koordinatentransformation
ineinander iiberfithren. Wenn wir die Polynome als Gleichungen interpretieren, erscheint
dies aber unnatiirlich, denn selbstverstdndlich haben beide Gleichungen dieselbe Losungs-
menge und ,,sollten® also isomorph sein. Dieser Intuition wird mit dem Ubergang zu einer
anderen Kategorie Rechnung getragen, in der Polynome, die sich nur um skalare Vielfache
unterscheiden, isomorph sind. Morphismen sind dann keine Elemente aus GL (n, k) mehr,
sondern Elemente aus PGL (n, k). Es ist naheliegend, daf§ es in dieser Kategorie ,,weniger*
Formen der Fermatgleichung geben wird, und wir werden im siebten Kapitel zeigen, wie
man dieses ,,weniger® prézisieren kann:

Satz: Zwei Paare (L,z) und (L,z") geben in der neuen Kategorie genau dann
dasselbe Objekt, wenn es ein a € Auty(L), ein A € k* und ein y € L* gibt, so

dafs | 2" = a[\xy™]| gilt.

Wenn K ein Zahlkorper oder allgemeiner der Quotientenkorper eines Dedekindringes Ok
und p ein Primideal von O ist, so haben wir eine intuitive Vorstellung davon, was
die Reduktion eines homogenen Polynoms P modulo p sein sollte: Wir erweitern die
Koeffizienten derart, dafl alle in O liegen, und reduzieren sie dann modulo p. — Dabei
sollte es so sein, daf die Reduktion einer L/K-Form @ von P eine Form der Reduktion
von P ist.

Es wird sich herausstellen, dafl diese intuitive Vorstellung nur beinahe richtig ist und
dal man sich auf sogenannte ,,p-reduzible Formen*“ () von P beschrianken muf}, wenn man
einen verniinftigen Begriff von Reduktion modulo p erhalten will, der auch die Eigenschaft,
Form zu sein, respektiert. Dabei sind die p-reduziblen Formen solche, die nicht blo8 durch
eine lineare Variablentsubstitution aus PGL (n, L) in P iibergehen, sondern sogar durch
eine Substitution aus PGL (n, Oy, ) fiir ein iiber p liegendes Primideal P von L.

Hat man die Reduktion einmal definiert, so stellt sich natiirlich die Frage, wie sie
sich in Termen unserer kohomologischen Beschreibung von Formen ausdriicken 1&8t, d.h.
welchen 1-Kozykel man einem 1-Kozykel von Gal (L/K) mit Werten in Auty(P) zuordnen
mufl, um den die Reduktion reprisentierenden 1-Kozykel zu erhalten.

Im achten Kapitel werden wir die Reduktion modulo p sowohl fiir Formen als auch fiir
1-Kozykel definieren und insbesondere zeigen, daf§ diese beiden Reduktionen miteinander
vertréglich sind. Wir werden dann speziell den Fall der Fermatgleichung P)" betrachten
und untersuchen, wie sich die Reduktion in Termen der Charakterisierung von 1-Kozykeln
durch Paare (L, z) ausdriicken 1a8t.
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Das neunte Kapitel ist das technische Herzstiick unserer Arbeit, denn dort wird be-
rechnet, welchen Isomorphismus auf der mittleren Kohomologie ein Isomorphismus 7 von
X7, d.h. ein Element des Kranzproduktes S, [ p,, induziert. Schon aus dem vierten
Kapitel ist das Ergebnis fiir Elemente 7 € p;., bekannt, so dafl sich die Frage auf Permu-
tationen 7 € S,, und dann weiter auf den Fall der Transposition 7 = (12) reduzieren la8t.

Als Ergebnis konnen wir die Existenz einer Basis {v,}, von Vpyim, dem primitiven Teil
der Kohomologie von X", beweisen, auf der die Operation von 5, f Mm explizit bekannt
ist.

In den Arbeiten von Shioda, Gouvéa und Yui wird stets vorausgesetzt, dafl der Grund-
korper k£ die m-ten Einheitswurzeln enthélt, und in diesem Fall ist auch die Matrix der
Galoisoperation beziiglich der Basis {v, }, wohlbekannt, so dal unsere Ergebnisse aus dem
dritten Kapitel es uns dann tatséchlich gestatten, die Galoisoperation auf der Kohomo-
logie einer jeden getwisteten Fermathyperfliche iiber k£ genau zu beschreiben. Dariiber
hinaus gelingt es uns, fiir beliebige Grundkoérper zumindest Teilaussagen zu machen, die
uns oft erlauben werden, auch dort wenigstens die Zetafunktion einer gegebenen getwi-
steten Fermatgleichung zu berechnen.

Im zehnten Kapitel wird zum ersten Mal explizit von der Zetafunktion die Rede sein
— wir werden sie definieren und erkldaren, wie man sie mit Hilfe der Ergebnisse aus den
vorangegangenen Kapiteln fiir getwistete Fermatgleichungen berechnen kann.

Das elfte Kapitel schliefllich untersucht das Problem, wie zu verfahren sei, wenn die
m-ten Einheitswurzeln nicht in k enthalten sind, exemplarisch am Fall von Kubiken in
zwei und vier Variablen (der Fall von drei Variablen ist leichter, vgl. 9.19!).

Das kostet zwar einige Miihen, aber am Ende kann auch in diesen Féllen die Matrix
der Galoisoperation beziiglich der Basis {v,}, genau angegeben werden; insbesondere
kann man also jetzt die Zetafunktionen von Spezialisierungen von Kubiken iiber Q fiir
n € {2,4} berechnen, und wir geben eine vollstindige Liste der Zetafunktionen an, die
bei bindren Kubiken iiber beliebigen endlichen Kérpern auftreten kénnen.

Im Zusammenspiel mit unseren Ergebnissen aus Kapitel sechs erlaubt uns dies, zu
jeder nicht-ausgearteten binédren kubischen Form iiber einem endlichen Korper die Zeta-
funktion zu berechnen.

Ganz herzlich bedanken mochte ich mich bei meinem Doktorvater Prof. Dr. Uwe Jann-
sen, der stets ein reges Interesse an meinen Fortschritten gezeigt hat und den ich immer
um Rat fragen konnte, bei meiner besten Freundin und Kollegin Kirsten Schneider, die
mir viele Stunden ihrer Zeit geopfert, geduldig meinen Problemen gelauscht und mir so
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1 Koeffizientenerweiterungen

In diesem Kapitel werden wir zunéchst den Begriff der Koeffizientenerweiterung definie-
ren, der die Situation axiomatisiert, in der Galois-Abstieg angewandt werden kann. Dann
werden wir im Rest des Kapitels Beispiele fiir Koeffizientenerweiterungen betrachten;
nicht nur, weil wir manche von ihnen spéter zur Berechnung der Zetafunktionen von For-
men von Fermatgleichungen brauchen werden, sondern auch, weil sie fiir sich genommen
interessant sind und weil sie demonstrieren, in welch vielfaltigen Situationen die Descent-
Methode niitzlich sein kann.

Es sei K/k eine beliebige galoissche Korpererweiterung mit Galoisgruppe G := Gal (K/k).

1.1 Definition. Eine Koeffizientenerweiterung (von k nach K) besteht aus zwei Katego-
rien C, und Cg, einem kovarianten Funktor F' : C, — Ck und einer Links-G-Operation auf
Isoc, (FY, FZ) fir alle Y, Z € Ob(Cy), so dafi die folgenden beiden Bedingungen erfiillt
sind:

(KE1) Die Operation ist vertriaglich mit Kompositionen, d.h. fiir Objekte X, Y, Z € Ob(Cy),
Isomorphismen X % Y und YV 1, 7 und ein Element s € G gilt:

(fg) ="f%.

(KE2) Genau die Morphismen, die ,von unten“ kommen, sind fix unter der G-Operation,

d.h. fiir Objekte Y, Z € Ob(Cy) gilt:

F G
Im (Isock(Y, Z)%ISOCK(FY,FZ)) - [IsocK(FY,FZ)] .

1.2 Lemma. Es seien C; und Cx Kategorien, F' : C, — Ck ein kovarianter Funktor, und
fiir alle Objekte X und Y aus Cy operiere G derart auf Morg (F X, FY'), dafl die folgenden
beiden Bedingungen erfiillt sind:

(KE1’) Die Operation ist vertriaglich mit Kompositionen, d.h. fiir Objekte X, Y, Z € Ob(Cy),
Morphismen X % Y und Y 7, 7 und ein Element s € G gilt:

(fg) ="f%.

(KE2’) Genau die Morphismen, die ,von unten*“ kommen sind fix unter der G-Operation,
d.h. fiir Objekte Y, Z € Ob(Cy) gilt:

Im (Mork(Y, 7) L Morg (FY, FZ)> — Morg(FY, FZ)C.

Dann wird F' durch Einschriankung der G-Operation auf Isomorphismen zu einer Koeffi-
zientenerweiterung.
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Beweis: Man muf} sich nur {iberlegen, dafl die gegebene GG-Operation Isomorphismen wie-
der in Isomorphismen iiberfiihrt: Ist f : FX = FY ein Isomorphismus mit Inversem
g: FY = FX, undist s € G beliebig, so folgt aus (KE1’) zuniichst $fo%g = {f o g) = °ly,
und weil die Identitdt ,,von unten* kommt, ist dies nach (KE2’) gleich der Identitét, d.h.
auch *f ist ein Isomorphismus mit Inversem “%. q.e.d.

1.3 Satz. Es sei C, eine beliebige Kategorie, K ein Objekt aus Cp, auf dem G von links
operiert, und fiir alle Objekte X aus C, moge das Produkt X x R existieren. Sei dann Cg

die Kategorie C /R der Objekte iiber I und Cy LR Ck der Funktor X — (X x R LakN R).

(i) Fiir s € G und einen Morphismus Y’ L, 7 aus €, wird durch

Y xR Z xR
Msi - ll
VXR----5--->ZxR
eine Links-Operation von G auf More, (FY, FZ) definiert, die (KE1’) erfiillt und
fiir die
Im (Morck (V. 2) L Isoc, (FY, FZ)) C [IsocK(FY, FZ)] ¢
gilt.

(ii) Gelte spezieller, dal G endlich ist, dal Cj, ein Endobjekt € besitzt, dafl in C;, Faser-
produkte existieren, dafl der kanonische Morphismus K — € ein universeller effekti-
ver Epimorphismus in Cp! ist, daB8 die Summe [;ec R in G, existiert und dafl der

sEG(lﬁvs

. . I . . .
kanonische Morphismus [[,., & ) R X R ein Isomorphismus ist.

Dann erfiillt C;, LR Ck, zusammen mit der in (i) definierten Operation, auch das
Axiom (KE2’), ist also eine Koeffizientenerweiterung.

Beweis:

(i) e Wohldefiniertheit: Seien s € G und ein Morphismus X x £ Ly x & iber
R vorgegeben. Es ist zu zeigen, dafl °f ein Morphismus iiber R ist, was aber
sofort aus der Kommutativitit des folgenden Diagramms von Morphismen in
Cy, folgt:

"Ein effektiver Epimorphismus in einer Kategorie mit Faserprodukten ist ein Morphismus X — Y,
fiir den die Sequenz X xy X = X — Y exakt ist. Ein Morphismus X — Y ist ein universeller effektiver
Epimorphismus, wenn fiir jeden Morphismus Y’ — Y auch X xy Y’ — Y” ein effektiver Epimorphismus
ist.
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e Linksoperation: Seien s,t € G und Y x K 1. 7 x & iiber & vorgegeben. Dann

folgt:
Y=g x1g)ofo(ly x1g)™
=1z0fo 1;1
=/
Sif = (17 x st)o fo(ly x st)™*

<1Z><s o(lzxt)> fo((1y><s)o(1y><t)>1
— (1 x s)o (<1Z xt)o fo(ly x t)”) o (1ly x s)~!
=(lz xs)o'fo(ly x s)*l

=(¥)-

e (KE1’): Seien s € G und Morphismen X x 8 & V x & L Z x & iiber &
vorgegeben, dann folgt:

(fg9) = (lzxs)o(fg)o(lx xs)™
= (Izxs)ofo(lyxs)™?
o(ly x s)ogo(lx xs)
= °*fo%.

-1

o C“ SeienY 1, 7 ein beliebiger Morphismus in C; und s € G beliebig. Dann
gilt

S(Ff) :S(f X 1§) = <1Z X S)O(fx 1ﬁ)0(1y X S)_l :f X 1§:Ff,
d.h. F' operiert trivial auf Morphismen, die ,, von unten“ kommen.

(ii) Seien also Y und Z Objekte aus Cg, und sei X x K LV x & ein Morphismus iiber

R, der fix unter der G-Operation ist. Wir miissen zeigen, dafl pr, f iiber ein Y ENVA
faktorisiert, denn dies bedeutet ja gerade f = Fg =g X 1ga:

Yxﬁ*f>Z><ﬁ&;Z

Anders formuliert, miissen wir beweisen, dafl pr; f im Bild von
More, (Y, Z) i, More, (Y X R, Z), g+ gpry

liegt. Nun ist aber nach Voraussetzung Y x K PL Y ein effektiver Epimorphismus,
d.h. insbesondere die folgende Sequenz von Mengen ist exakt:

*

More, (Y, Z) 2~ Morck (Y x &, Z) More, (Y x &) xy (Y x R),2)

Prg
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Nun gilt

or. #G<OO
(Y x 8) xy (Y x B) 2V x (&x8) =2 v x [[&" =" [0V x %),
seG seG

also
More, (Y x &) xy (Y x 8),Z) 2 [ [ More, (Y x &, Z),
seG

und wir erhalten die exakte Sequenz

] dia
Morck (Y> Z) = NIOTQc (Y X .Q, Z) ¢ H MOI‘Ck (Y X ﬁ, Z) (1)

HSGG(IYXS)* seG

Sei nun s € GG beliebig; nach Voraussetzung gilt °f = f, d.h. wir haben das folgende
kommutative Diagramm:

Y x & ! 7 xR i
1
ly xs = 1zxs = A
pry
Y xR =7 Z X R

Es folgt:

(1y x s)*(pryf) = pryo fo(ly X s) =pryo°fo(ly xs)=prf

d.h. pry f liegt im Differenzkern, ist also wegen der Exaktheit von (1) von der Form
gpr, fiir ein geeignetes g € More, (Y, Z); und das war genau das, was wir zu zeigen
hatten.

1.4 Lemma. Es seien X ein geometrisch irreduzibles k-Schema und Xy der Basiswechsel
X X, K; die erste Projektion X — X bezeichnen wir mit p und die generischen Punkte
von X und Xy mit ny und 1y, . Dann gilt p~*(nx) = {nx, }-

Beweis: Mit Spec (K) — Spec (k) ist auch p treuflach und damit surjektiv, d.h. p(nx, ) =

nx-

Sei nun zunéchst speziell K ein separabler algebraischer Abschlufl von k. Wir benutzen
den folgenden Satz ([Mum94, 11.4]):

Es sei Z ein beliebiges k-Schema. Dann identifiziert sich der Z unterliegen-
de topologische Raum via Zx ~ Z mit dem Quotienten von Zx nach der
Operation von G.
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Wir erhalten also die Faser p~'(nx) als Orbit von 7x, unter der G-Aktion. Aber unter
einem Automorphismus von Xk kann der generische Punkt 7, natiirlich nur wieder auf
sich selbst abgebildet werden; die Behauptung ist also in diesem Fall bewiesen.

Sei jetzt K beliebig, und sei K ein separabler algebraischer AbschluB8 von K. Sei x €

p~(nx) beliebig. Mit der gleichen Begriindung wie oben ist auch Xz X K surjektiv,
d.h. wir finden einen Punkt 2’ € X mit p'(2') = x. Es gilt also (pp’)(z") = nx, und aus
dem schon bewiesenen Fall folgt, dafl =’ der generische Punkt von X ist. Wieder mit
der gleichen Begriindung wie oben folgt dann aber x = p/(z’) = nx,, und das Lemma ist
vollstéandig bewiesen. q.e.d.

Die folgenden beiden Lemmata werden wir unten in Beispiel 1.6(ii) benttigen, um
zu zeigen, daB man Galois-Descent in der Kategorie Var) der geometrisch-irreduziblen
Varietdaten iiber k& mit dominanten rationalen Abbildungen als Morphismen anwenden
kann.

1.5 Lemma. Es seien X ein beliebiges k-Schema und U C Xk ein offenes Unterschema.
Dann ist U genau dann Urbild eines offenen Unterschemas von X, wenn U invariant unter
der G-Operation ist, d.h. wenn fiir alle s € G gilt: (1y x Spec(s))(U) C U.

Beweis: Ist K separabel algebraisch abgeschlossen, so folgt die Behauptung unmittelbar
aus dem Satz aus [Mum94], den wir im Beweis von 1.4 zitiert haben.

Sei jetzt K beliebig, sei K ein separabler algebraischer Abschlufi von K, und sei G}, :=
Gal (K /k) die absolute Galoisgruppe. Wir betrachten die Projektionen Xz & Xx & X.

Ist U unter p Urbild eines offenen Unterschemas von X, so ist U natiirlich invariant
unter der G-Operation. Sei also umgekehrt U invariant unter der G-Operation, und sei
U’ := p"}(U) das Urbild von U in Xg. Dann ist U’ invariant unter der G-Operation,
d.h. aus dem schon bewiesenen Fall folgt, dal U’ = (pp’)~!(V) fiir ein offenes V aus X
ist. Es folgt:

p (V)T () V) =P (U) = (0 () T U
q.e.d.

1.6 Beispiele.

(i) Es seien Vary und Vark die Kategorien der quasiprojektiven Varietdten tiber k
bzw. K. Der Funktor F' sei Basiswechsel mit K {iber &:

X - Xgo=X xp K
XLy) —» Xp 25y

Die Operation eines s € G sei durch die Kommutativitéit des folgenden Diagrammes

definiert:
f
Yi ZK
1y><SpecsT2 = l| 1zxSpecs
YK ——————————— > ZK
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(Dabei beachte man, dafl die vertikalen Pfeile keine Morphismen in Varg, d.h. keine
K-Morphismen, sondern nur k-Morphismen sind!)
Es gilt also:

°f = (17 x Specs) ' o fo(ly x Specs) (2)

Es seien Vary und Vary die Kategorien der geometrisch irreduziblen quasiprojek-
tiven Varietdten iiber k bzw. K mit dominanten, rationalen Abbildungen als Mor-
phismen.

Der Funktor Var) 5 Vary sei auf Objekten derselbe wie in (i), und er bilde

die dominante rationale Abbildung Y O U L, 7 auf die rationale Abbildung

Yi D Ug S, Zk ab. Die Operation von G sei wieder durch Gleichung (2)

gegeben, wobei jetzt alle dort auftretenden Morphismen als dominante, rationale
Abbildungen gedeutet werden.

Seien p,q € Ny. Betrachte die Kategorien V;'? und V24, deren Objekte Paare (V, )
sind, wobei V' ein endlich-dimensionaler k- bzw. K-Vektorraum ist und x ein Tensor
iiber V' vom Typ (p,q), d.h.

re Tl :=VPe V).

Morphismen (V, x) EN (W,y) seien k- bzw. K-Isomorphismen V' LW mit

[FEr e (7)) () = v.

Der Funktor F' : V' — V2 schicke ein Paar (V,z) auf das Paar (Vi,zx) mit
Vg =V @, Kund 2g =2 ®1 € TP (Vk) = TP(V) ®, K, einen Morphismus f
auf f ® 1. Die Operation von s € G sei durch die Kommutativitit des folgenden

Diagrammes definiert: Vi, xx) —£> Wk, yk)

1®sl2 = 2l1®s

(Vk,2K) *;) (Wk,yk)

(Wieder sind die vertikalen Pfeile keine Morphismen in V2, sondern nur k-lineare
Abbildungen.)
Es gilt also:

f=01®s)ofo(l®s) (3)

Es seien n,m € N, positive natiirliche Zahlen. Betrachte die folgenden Kategorien
F7™ und F™: Die Objekte seien von Null verschiedene homogene Polynome vom
Grad m in Xq,..., X, iber k bzw. K, und ein Morphismus P — () sei eine regulére

n x n-Matrix A = (a;;) mit Q(AX) = @ (Z?Zl a1 Xy, D i aanj) = P.
(Man beachte, dafl offenbar alle Morphismen Isomorphismen sind!) Der Funktor
F:F"m — Fe™ sei der offensichtliche, durch k[X;] — K[X;] bzw. GL(n, k) —
GL(n, K) induzierte. Ist (a;;) € GL(n, K') Morphismus in 7" und s € G, so setze

(aij) = (ay) (4)

Es sei speziell char (k) € {2,3}, n := m := 3, und man betrachte die beiden Objekte
Pi= X} + X3+ X5 und Q := X} + LX3X; + 1X3 aus F)° bzw. F°. Dann
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definiert A := (% & é) wegen Q(Xa,3X; — 3Xs, X; + Xo) = P(X), Xo, X3)

einen Morphismus von P nach Q.

Es seien wieder n,m € N, positive natiirliche Zahlen, und man definiere die Kate-

gorien F;"™ und F" wie folgt: Die Objekte seien dieselben wie in F;"" bzw. Fp'™,
aber ein Morphismus P — @ sei jetzt ein Element A aus PGL(n, k) bzw. PGL(n, K)
mit der Eigenschaft, dafl es fiir jeden Reprisentanten A von A aus GL(n, k) bzw.
GL(n, K) ein A aus k* bzw. K* gibt mit Q(AX) = A - P. (Dann sind wieder alle
Morphismen Isomorphismen!)

Der Funktor F' : F""™ — F2™ sei wieder der offensichtliche, nédmlich der durch
k[X;] — K[X;] bzw. PGL(n,k) — PGL(n, K) induzierte, und die G-Operation
auf den Isomorphismen oben, die von unten kommen, sei auf Repréasentanten durch
Gleichung (4) definiert!

Wie oben in (iv) sei jetzt speziell char (k) € {2,3}, n:=m :=3, P := X{ + X3+ X3
und Q = X7 + 5X7X5 + 1 X3 sowie Q' := 12X} + X3 X5 + 3X3, wobei wir P, Q
und Q' jetzt als Objekte aus .7-",3’3 bzw. .7-—;}’3 betrachten. Dann zeigt obige Rechnung,

das die Matrix A, jetzt aufgefafit als Element aus PGL(3, k), einen Morphismus von
P nach @' definiert (hier mit A = ).

Fiir eine Kategorie C und eine Gruppe S bezeichne Repg die Kategorie, deren
Objekte Paare (X, ¢) sind, bestehend aus einem Objekt X aus C und einer Links-

operation ¢ von S auf X, d.h. einem Gruppenhomomorphismus S % Aute(X),
und deren Morphismen (X, ¢) ER (Y, ) dquivariante Morphismen aus C sind, d.h.
Morphismen X EX Y, so daf fiir alle s € S folgendes Diagramm kommutiert:

X ! %
o(s) - (s)
X - Y

Es sei K ein separabler algebraischer Abschluff von K, und es seien G, := Gal (K /k)
sowie G = Gal (K /K) die absoluten Galoisgruppen von k bzw. K — es gilt also
G = Gy /Gk.

Sei ferner C eine beliebige Kategorie, und man betrachte die Kategorien Repg’“ und
RepgK sowie den Funktor F' : RepCGk — RepCGK , der ein Paar (X, ) auf (X, ¢|Gk)

und Morphismen auf sich selbst abbildet.

Sei s € G beliebig, und wéhle einen Représentanten § € Gj. Dann ist die Aktion

von s auf einem Isomorphismus (X, ¢|G ) g, (Y, ¢|Gk) durch die Kommutativitét
des folgenden Diagrammes definiert:

(X, ¢|G) ! (Y, ¢|Gx)
w(3) [ = L ¥(3)
(X,QO‘GK>— -z - (Y7w‘GK>
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Wieder sind die vertikalen Pfeile keine Morphismen in RepS$*, sondern nur Mor-
( p Pc
phismen in C.)

Es gilt also:

F=19()ofop(3)! (5)

Sei speziell L ein beliebiger Kérper und C die Kategorie der L-Vektorrdume. In
diesem Fall, der uns besonders interessieren wird, bezeichnen wir Repch und RepgK
mit Repg’“ bzw. Repr .

Fiir eine Kategorie C bezeichne C° die Kategorie mit Ob(C*°) := Ob(C) und

Morero(X,Y) := Isoc(X,Y). Ist Cy L, Cx eine Koeffizientenerweiterung, so ist

auch C,"*° — Cx™° eine Koeffizientenerweiterung.

Beweis: Wir wollen zeigen, dafl es sich bei den angegebenen Beispielen tatsidchlichen um
Koeffizientenerweiterungen handelt, d.h. daf§ die angegebenen Operationen von G wohl-
definiert sind und die Eigenschaften (KE1) und (KE2) erfiillen:

(i)

Wir wenden Satz 1.3 auf C := Vary, 8 := Spec (K') und die Operation

G — Autyar, (Spec (K)), s Spec(s™) = (Spec (s))

an. Dann ist Cx gerade gleich Vark, und die in 1.3(i) definierte Operation tibersetzt
sich dann genau in (2), d.h. wir wissen, dafl die Operation wohldefiniert ist und
(KEY’) erfillt.

Zum Beweis von (KE2’) nehmen wir zunéchst an, G sei endlich. Die Kategorie Vary
besitzt das Endobjekt Spec (k), und in Vary existieren beliebige Faserprodukte. Um
zu beweisen, daB Spec (K) % Spec (k) ein universeller effektiver Epimorphismus in
Vary ist, benutzen wir den folgenden Satz ([Gro71, 5.3.]):

FEin treuflacher, quasikompakter Morphismus ist ein universeller effektiver
Epimorphismus in der Kategorie Sch der Schemata.

@ ist natiirlich treuflach und quasikompakt, d.h. der Satz ist anwendbar, und es
folgt, dafl ¢ ein universeller effektiver Morphismus in Sch ist. Seien nun ¥ und Z
beliebige quasiprojektive Varietdten iiber k£ bzw. K. Dann ist also

Morsch(Y, Z) — MOISCh(YK, Z) f— MOISCh(YK Xk YK, Z)
exakt. Um zu beweisen, dafl auch
MorVark (Y, Z) — NIOI‘VM-k (YK, Z) = NIOI‘Va,[-k (YK Xk YK, Z)

exakt ist, miissen wir fiir beliebiges f € Morvar, (Y, Z) aus dem Differenzkern
zeigen, dafl das g € Morgen(Y, Z) mit f = gpr, ein Morphismus in Vary ist, d.h.

daf
Y J A
)

Spec (k
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kommutiert (wobei fiir ein k-Schema X der Strukturmorphismus mit py bezeichnet
werde). Nun ist Y x; K 2Ly als effektiver Epimorphismus insbesondere auch ein
Epimorphismus in Sch, d.h. die beiden Morphismen Y % Spec (k) und Y 2%
Spec (k) sind genau dann gleich, wenn sie es nach Vorschalten von pr; sind:

pry k-Morphismus f k-Morphismus

Py © pry = D(Y 5 K) pzf =pzo(gpry) = (pzg) o pr;.

Damit haben wir bewiesen, dafl ¢ ein universeller effektiver Epimorphismus in der
Kategorie Vary ist.

IRXS

Es bleibt zu zeigen, daB [], ., & Haxs),

) R X R ein Isomorphismus ist; in unserem
S—l
Fall bedeutet dies genau, dafl K ®;, K 1Cze®a77), [Isc; K ein Isomorphismus von
k-Algebren ist. Dies ist aber klar, denn weil K /k endlich und galoissch ist, finden
wir ein primitives separables Element o € K mit Minimalpolynom f € k[X], und
es ergibt sich:

K & K = K o k[X]/(f) = K[X]/()
= K[X]/ (TLea(X = s0)) 2= [] KIX)/(X - sa) = [] K,

se€G seG

und die Abbildungsvorschrift ist offenbar gerade die gewiinschte. — Damit sind alle
Voraussetzungen von 1.3(ii) erfiillt, und (KE2’) folgt im Fall #G < oc.

Sei nun G beliebig. Seien Y und Z beliebige k-Varietdten, und sei Yy EN/ K ein
K-Morphismus, der fix unter der G-Operation ist. Weil ¥ und Z als quasiprojek-
tive Varietdten von endlichem Typ iiber & sind, ist f schon iiber einem Korper K’
definiert, der endlich iiber k ist:

Der Morphismus f wird gegeben durch endlich viele Morphismen zwischen endlich
vielen affinen offenen Teilen von Yy und Zjx. Die affinen offenen Teile werden durch
endlich viele Gleichungen mit Koeffizienten aus K gegeben, ebenso werden die Mor-
phismen durch Polynome mit endlich vielen Koeffizienten aus K gegeben; als K’
kann man dann den Kérper wahlen, der durch Adjunktion all dieser endlich vielen
Koeffizienten zu k entsteht.

— Durch Ubergang zur normalen Hiille kénnen wir annehmen, dafi K’/k endlich
und galoissch mit Galoisgruppe G’ ist.

Fassen wir nun f als K’-Morphismus von Yx nach Zg auf, so ist f nach Voraus-
setzung fix unter der G’-Operation, und weil G’ endlich ist, folgt dann mit unseren
obigen Uberlegungen, da8 f sogar schon iiber k definiert ist. Damit ist (KE2’) auch
in diesem Fall bewiesen.

Ahnlich wie in (i) wollen wir 1.3(i) auf C), := Var}, & := Spec (K) und die Operation
s — Spec (s7!) anwenden, um die Wohldefiniertheit von F, von der Operation von
G auf den Morphismenmengen und die Giiltigkeit von (KE1’) zu zeigen.

Dazu iiberlegen wir uns zunéchst, daf8 fir X € Ob(Vary) die Varietdt Xy ein
Produkt von X und R in Var]_ist: Zunéchst ist X iiberhaupt ein Objekt in Vari,
weil wir X als geometrisch irreduzibel vorausgesetzt haben, und die Projektionen
Xk — Spec (K) und Xx — X sind dominant — die erste trivialerweise, die zweite

nach 1.4. Sei nun Z € Ob (Vary) beliebig, und seien Z 2 U L Xwmdzovi
Spec (K) zwei dominante rationale Abbildungen. Durch Ubergang zu U NV kénnen
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wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit U = V' annehmen. Nach der universellen
Eigenschaft von Xy gibt es dann genau einen Morphismus U % X in Vary, der
das Diagramm

¥ X
pry
Z 2 U—g— > Xg
pro
P
Spec (K)

kommutativ ergénzt. Wir miissen zeigen, dal g dominant ist: Seien 7z, nx und
Nx, die generischen Punkte von Z, X und Xg. Weil f nach Voraussetzung domi-

nant ist, gilt f(nz) = pry(9(nz)) = nx, d.h. g(nz) € pri'(nx). Aus 1.4 folgt daher
9(nz) = nx,, d.h. g ist tatsidchlich dominant.

Sei Z O U’ 9 x Kk eine weitere dominante rationale Abbildung, die obiges Dia-
gramm kommutativ erginzt. Durch Ubergang zu U N U’ kénnen wir ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit U = U’ annehmen, und dann folgt ¢ = ¢’ aus der
Eindeutigkeit von g. — Wir haben also bewiesen, dafl X das Produkt von X mit
Spec (K) in der Kategorie Var;_ist, und es folgt aus 1.3(i), dal der Funktor F' und
die Operation von G wohldefiniert sind und daf sie (KE1’) erfiillen.

Zum Beweis von (KE2’) wollen wir diesmal nicht 1.3(ii) benutzen, sondern die Be-
hauptung auf Beispiel (i) zuriickfithren: Seien also Y und Z geometrisch irreduzible,
quasiprojektive Varietdaten iiber k, und sei f : Y --+ Zk eine dominante rationale
Abbildung, die fix unter der G-Operation ist.

Sei f auf einem dichten offenen Teil U von Y definiert, und sei W := Yy \ U das
abgeschlossene Komplement. Weil Yx von endlichem Typ iiber K ist, wird W durch
endlich viele Gleichungen mit endlich vielen Koeffizienten aus K definiert, die alle
in einem Korper K’ C K liegen, der endlich iiber k ist; bezeichne H < G die Ga-
loisgruppe Gal (K/K'), sie ist offen und von endlichem Index in G. Fiir s € H gilt
(1 xs)(Z)=2Z, dh. es gilt

U= (1 xs)(0) = (YK \ (1 x s)(Z)) — v\ |1 x 9)(2)
seG seG seG

=Y\ J xs)(2)= () Axs)U),

sHeG/H sHeG/H

und wegen (G : H) < oo ist dies ein endlicher Schnitt, d.h. U’ ist offen und dicht.

Nach Konstruktion ist U’ invariant unter der G-Operation, so dafl wir nach 1.5
wissen, dafl U’ = pr;'(V) = Vi fiir ein offenes V' C Y gilt. Der Morphismus

9|Vk . . . . .
Vx —— Zk in Varg ist nach Voraussetzung invariant unter der G-Operation, und

deshalb folgt aus (i), daf g|Vx Basiswechsel eines V' L 7 ist.

Ist h dominant? Ja, denn bezeichnen wir die Projektionen Vx — V und Zx — Z
mit py und pz und die generischen Punkte von Vi, V', Zx und Z mit ny,., nv, 1z,
und 7y, so folgt:

1.4 g dominant

h(nv) = (hpv) (i) = (p29) (vie) =" pz(nz,0) =

pry T]Z'
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Also definiert h in Varj einen Morphismus 2’ von Y nach Z, und offenbar gilt
f = Fh' — damit ist auch (KE2’) bewiesen.

(iii) e Wohldefiniertheit: Seien s € G und f : (Vi,xx) — (Wk, yx) vorgegeben. Es
ist zunéchst zu zeigen, dafl °f nicht blofl k-linear, sondern sogar K-linear ist.
Fiir beliebiges v = > v; ® A\; € Vg und A € K gilt

1Rs) () =(1®s)> ;@A =Y v ®s(A\\) “
=s(0) D v @s(h) =s(1) - (1®s)(v).

Also folgt:

) = [1@s)0 fo(les) ] () Z[A@s)of] (s () (1) 1))
= (1es) (s [fees) ] 1)
D s \) - [A@s) o fo(1®s) ] (v) = A-*F(v).
Bleibt zu zeigen, dafl die Tensoren von °f respektiert werden, dafl also gilt:
7 @ (Cf )% (zk) = vk

Fir w € V gilt aber offenbar *f(w ® 1) = f(w ® 1), so daf§ die Behauptung
folgt, da xx ,,von unten® kommt.

e Linksoperation: Seien s,t € Gund f : (Vk,zx) — (W, yx) vorgegeben. Dann
folgt:

T2 0@k o fo(1@1k) ™
=lofof™

1®st)o fo(l®st)™
1®t)>ofo<(1®s)o(1®t)>l
1®t)ofo(1®t)_1>o(1®s)_l

e (KE1): Seien s € G und Morphismen (Vi,zx) % (Wk,yx) =N (Uk, zk) in
Vi vorgegeben, dann folgt:

=

(o) € (1@s)o(fg)o(l®s)!
= (I®s)ofo(l®s)™*

0(l®s)ogo(l®s)™?
T
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(iv)
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o (KE2):Sei f: (Vk,xx) = (Wi, yk) fix unter der G-Operation. Seien (v;) und

(w;) k-Basen von V bzw. W. Dann sind (v; ® 1) und (w; ® 1) K-Basen von Vi
bzw. Wi sei (a;;) die zugehorige Matrix von f. Fiir s € G folgt dann:

Flo; @) 2 [1@s)ofol@s) ™| (@1)=[10s)o f] (1)

= (1 ® S) (Z w; @ aij) = Zs(aij)wi.

Wir erhalten also folgende Formel fiir die Operation von G, wenn f als Matrix
gegeben ist:

(aiy) = (i), (7)

wobel “a;; = s(a;;). Da nach Voraussetzung f fix unter der G-Operation
war, sind also alle a;; ebenfalls fix, liegen demnach schon in k. Also kommt
f tatsdchlich ,,von unten*.

Wohldefiniertheit: Sei ohne Beschrankung der Allgemeinheit n = 1. Seien
P,Q € k[X;] und a € GL(1,K) = K* ein Morphismus FP — FQ in Fg",
d.h. Q(aX,) =P =3 ¢;X{. Dann gilt fiir s € G:

Q(aX,) “ES e xi S exi = P,

d.h. auch “ ist ein Morphismus in F;2"™.

Linksoperation: Klar!
(KE1): Klar!
(KE2): Klar!

Wohldefiniertheit: Seien P,Q € Ob(F;"™), und sei FP A, FQ ein Isomor-
phismus mit zwei Représentanten (a;;) und (a@;;). Dann gibt es ein A € K*
mit

Vi,je{l,....,n} 1 a;; = X~ a.

Dann ist aber (*a;;) = °A - (“a;;) fur s € G, d.h. (%a;;) und (°a;;) représentieren
dasselbe, wohldefinierte Element in PGL(n, K).

Linksoperation: Klar!
(KE1): Klar!
(KE2): Sei A € PGL(n, K) fix unter der Operation von G. Wihle einen Re-

prisentanten A von A, der an mindestens einer Stelle eine Eins stehen hat
(was offenbar moglich ist)! Ist s € G beliebig, so gibt es nach Voraussetzung
ein A € K* mit A = XA+ A. Wegen °1 = 1 folgt aber sofort A = 1, d.h. fiir alle
se Ggilt A=A € GL(n, K), woraus A € GL(n, k) und also A € PGL(n, k)
folgt.

Wohldefiniertheit: Seien s € G und f : (X, ¢|Gx) — (Y,1|Gk) vorgegeben.
Zunéchst wollen wir zeigen, dafl °f unabhéngig von der Wahl des Représen-
tanten § € Gy von s ist. Sei also 5 € G} ein weiterer Reprisentant. Es gibt
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dann ein t € Gk mit § = §t. Da f eine Gg-dquivariante Abbildung ist, gilt
foop(t ™) =(1) o f. Damit folgt:

Y(8) o fop(s)™ )o fOsO(g)1

st
)0 (1) o (f 0 () 1) 0 9(3)!
)orp(t)o (¥(t) o f)op(s)™
) (3)

oo<p 71

VAR

¥(s
¥(s
o
o

5
5

Zu zeigen bleibt, dafl *f eine G g-dquivariante Abbildung ist. Sei hierzu t € Gg
beliebig. Weil G ein Normalteiler in G}, ist, gibt es ein t' € Gk mit t§ = st'.
Es folgt:

W(t) o f Lp(t8) o f o p(5) = ¥(5t) o f 0 (5)
=1p(3) o fop(t'5) = (5) o f o p(5t)

Dt o ().

e Linksoperation: Folgt formal genau wie in (iii)!
e (KFE1): Folgt ebenfalls genau wie in (iii)!
o (KE2): Sei f : (X,p|Gk) = (Y,¥|Gk) fix unter der Operation von G. Wir

miissen zeigen, dafl f dann sogar Gi-dquivariant ist. Sei dazu s € Gy, beliebig
und s das Bild in G. Nach Voraussetzung gilt *f = f, also

v ofopB) T =f = YB)of=[fop(),
was genau die Behauptung ist.
(vii) Klar, da alle zu priifenden Eigenschaften sich nur auf Isomorphismen beziehen!

q.e.d.

1.7 Satz/ Definition. Es sei C; eine pseudoabelsche, k-lineare Kategorie (d.h. alle
Morphismenmengen sind k-Vektorrdume, und die Komposition von Morphismen ist k-
bilinear). Definiere Cr, die Kategorie C, mit Koeffizienten in K, als die pseudoabelsche
Hiille der folgenden Kategorie: Objekte sind dieselben wie in Cy, fiir zwei Objekte X, Y
ist

Morg (X,Y) := Mor(X,Y) @ K,
und die Verkniipfung zweier Morphismen » f; ® z; und > g; ® y; ist Y (fi 0 g;) @ (zy;)-

Die Kategorie Ck ist dann pseudoabelsch und K-linear. Wir haben einen offensichtlichen
Funktor F' : Cy — Ck, der ein Objekt X auf (X, 1y) und einen Morphismus f auf f ® 1
schickt. Sind X und Y Objekte aus Cg, so operiert die Galoisgruppe G auf Morg (F X, F'Y)
via (> fi ® ;) = Y. fi ® *r;, und diese Operation hat die Eigenschaften (KE1’) und
(KE2’) aus 1.2, so daf der Funktor F' zu einer Koeffizientenerweiterung wird.

Beweis:
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Wohldefiniertheit: Es sei s € G beliebig, und es seien X und Y beliebige Objekte
aus Cy. Dann gilt Morg (F X, FY) = Morg(X,Y) ®; K, und die Abbildung

MOrk(va) X K — MOI‘k<X,Y> @k K7 (f,.l’) = f®8x

ist offenbar k-bilinear und induziert daher iiber die universelle Eigenschaft des Ten-
sorproduktes einen k-Endomorphismus von Morg (FX, FY'), der gerade Y f; ® x;
auf > f; ® *r abbildet. Die Operation hingt also nicht von der Darstellung eines
Morphismus als Summe von Tensoren ab.

Linksoperation: Klar!

(KE1’): Es seien X, Y und Z beliebige Objekte aus Cy, ferner f = > fi®@ z; €
Morg (FY,FZ) und g = ) g; ® y; € Morg(FX, FY') beliebig. Dann gilt fiir jedes
seG:

(f9) = S(Z fig; ® il'z'%) = Z fig; © wiy;)
= Z fi9; @ xi%y; = (Z fi ® in) ° (Z 95 ® SZ/j) =°fo.

(KE2’): Es seien X und Y Objekte aus Cg, und sei zunéchst f : X — Y ein
Morphismus ,,unten“. Dann gilt F'f = f ® 1, und fiir alle s € G ist *Ff = f ®°1l =
f®1=Ff dh. Ff ist tatsichlich fix unter der G-Operation.

Wiéhle eine k-Basis {f;}; von Morg(X,Y) (so daB also {f; ® 1}; eine K-Basis von
Morg (FX, FY) ist), und sei nun umgekehrt f = > ;- (fi ® 1) = >_ f; ® z; ein
Morphismus von F'X nach FY, der fix unter der G-Operation ist. Dann gilt fiir alle

s e G:
domi(fio)=f="f=) fi®wn=>) % (o),
so daf} die Koeffizienten z; € K fix unter der G-Operation und also schon aus k

sind, d.h.
f:F<Z$i'f¢)-

—_—
€Morg (X,Y)
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2 Nicht-abelsche Gruppenkohomologie

In diesem Kapitel werden wir die nicht-abelsche Gruppenkohomologie in dem Mafle ent-
wickeln, in dem wir sie in den folgenden Kapiteln benttigen werden. Dabei folgen wir im
Wesentlichen Serres Ausfithrungen in [Ser97], betrachten allerdings beliebige topologische
Gruppen und nicht blo8 proendliche.

In diesem Kapitel bezeichne S stets eine topologische Gruppe.

2.1 Definition. Eine S-Menge ist eine Menge, auf der S von links operiert. Eine diskrete
S-Menge ist eine S-Menge A, bei der die Operation S x A — A stetig ist, wobei A mit
der diskreten Topologie versehen wird. (Insbesondere ist also jede S-Menge diskret, wenn
S die diskrete Topologie tragt.)

Ein Morphismus von (diskreten) S-Mengen A und B ist eine mit der S-Operation ver-

triigliche Abbildung A & B, d.h.
Vse SVYae A : f(a) =7f(a)]

Wir erhalten so die Kategorie der (diskreten) S-Mengen, wobei die Verkettung von Mor-
phismen selbstverstédndlich durch die Verkettung der unterliegenden Abbildungen definiert
wird.

2.2 Lemma. Fiir eine S-Menge A sind die folgenden drei Aussagen dquivalent:
(i) A ist eine diskrete S-Menge.

(ii) Fiir alle @ € A ist Stabg(a), der Stabilisator von a in S, eine offene Untergruppe
von S.

(iii) Es gilt A = [J,; AY, wobei sich die Vereinigung iiber alle offenen Untergruppen U
von S erstreckt.

Beweis:

e (i)=(ii): Seien also S x A £ A stetig und a € A beliebig. Es ist A diskret, also
{a} C A offen und damit nach Voraussetzung T := ¢~ '({a}) offen. Wegen (1,a) € T
gibt es also eine offene Umgebung U von 1 in S mit S x {a} C T, d.h.

VuelU : “a=p(u,a)=a = 1 € U C Stabg(a).

Das neutrale Element ist also ein innerer Punkt des Stabilisators von a; dann sind
aber auch alle anderen Elemente von Stabg(a) innere Punkte, der Stabilisator ist
also offen in S.

e (ii)=(iii): Die Inklusion ,, O“ ist trivial, es ist also nur ,C*“ zu zeigen. Sei dazu a € A
beliebig. Nach Voraussetzung ist dann U := Stabg(a) eine offene Untergruppe von
S, und natiirlich gilt a € AY.
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e (iii)=(i): Wir miissen zeigen, daB S x A % A stetig ist. Eine Abbildung in eine
diskrete Menge ist aber offenbar genau dann stetig, wenn sie lokalkonstant ist, wir
haben also zu zeigen, dafl ¢ lokalkonstant ist. Sei dazu (s,a) € S x A beliebig.
Nach Voraussetzung gibt es eine offene Untergruppe U von S mit a € AYV. Dann ist
M :=sU x {a} offen in S x A, und

Yue U : p(su,a) = "a) = “a,
d.h. ¢|M ist konstant.

q.e.d.

2.3 Definition. Eine S-Gruppe ist eine (nicht notwendig abelsche) Gruppe A, die zugleich
eine S-Menge ist, wobei S mittels Gruppenhomomorphismen operiert, d.h.

Vs e SVa,be A : Yab) =a-%.

Eine diskrete S-Gruppe ist eine S-Gruppe, die sogar eine diskrete S-Menge ist. (Insbeson-
dere ist also jede S-Gruppe diskret, wenn S die diskrete Topologie trégt.)

Ein Morphismus von (diskreten) S-Gruppen ist ein Gruppenhomomorphismus, der zu-
gleich ein Morphismus von (diskreten) S-Mengen ist, d.h. ein S-Aquivarianter Gruppen-
homomorphismus.

Wir erhalten so die Kategorie der (diskreten) S-Gruppen, wobei die Verkettung von Mor-
phismen wieder durch die Verkettung der unterliegenden Gruppenhomomorphismen ge-
geben wird.

Die Kohomologie H! (S, A), die wir unten in 2.7 definieren werden, ist fiir nicht-
abelsches A im allgemeinen keine Gruppe mehr, sondern blofl eine punktierte Menge —
wir erinnern deswegen zunéchst kurz an die Kategorie der punktierten Mengen und an
den Begriff der Exaktheit einer Sequenz von punktierten Mengen.

2.4 Definition. Die Kategorie der punktierten Mengen ist wie folgt definiert: Objekte
sind Paare (L, z), bestehend aus einer Menge L und einem Element x € L, dem sogenann-
ten ausgezeichneten Punkt, und ein Morphismus von punktierten Mengen (L,x) — (M,y)

ist eine Abbildung L I M mit flz)=yv.
Ein Morphismus f von punktierten Mengen heif3t, injektiv, surjektiv bzw. bijektiv, wenn
f, aufgefait als bloe Abbildung, injektiv, surjektiv bzw. bijektiv ist.

Ist (L, ) EN (M, y) ein Morphismus von punktierten Mengen, so ist der Kern von f die
punktierte Menge
Ker (f) .= (f'({y}), =),

und das Bild von f ist die punktierte Menge

Eine Sequenz (L, x) =N (M,y) < (N,z) von punktierten Mengen heiBt evakt, wenn

Ker (g) = Im (f) gilt. Allgemeiner heifit eine Sequenz

fn—l n
(Lo zo) 2% (Ly,21) 25 o0 225 (L ) 25 (Lt s
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von punktierten Mengen ezakt, wenn fiir alle 1 < i < n die Sequenzen (L;_1, ;1) Ft,

(Ll,l'l) L (Li-i-la xi—i—l) exakt sind.

Das Endobjekt in der Kategorie der punktierten Mengen, also die einelementige Menge
mit dem einzigen Element als ausgezeichnetem Punkt, wird mit * bezeichnet.

2.5 Bemerkung. Es sei (L, z) EN (M,y) ein Morphismus von punktierten Mengen. Die
Sequenz (L, x) EN (M,y) — * ist genau dann exakt, wenn f surjektiv ist, und ist f

injektiv, so ist die Sequenz * — (L, ) EN (M,y) exakt. — Die Umkehrung hiervon ist
jedoch im allgemeinen falsch.

Jetzt konnen wir die Kohomologien H(S, A) und H}
Kapitels sind, definieren.

(S, A), die Gegenstand dieses

2.6 Definition. Fiir eine S-Gruppe A definiere die nullte Kohomologie als die Gruppe
H°(S,A):= A% :={ac A|Vsc S : “a=a}.

Ist AL Bein Morphismus von S-Gruppen, so gilt offenbar f(A°) C B, und wir erhalten
einen induzierten Gruppenhomomorphismus

H(f) := f|AY : H(S, A) — H°(S, B),

wodurch HY(S,_) zu einem kovarianten Funktor von der Kategorie der S-Gruppen in die
Kategorie der Gruppen wird.

Im Folgenden werden wir die nullte Kohomologie oft nur als punktierte Menge (mit dem
neutralen Element als ausgezeichnetem Element) und H°(S, ) als Funktor in die Kategorie
der punktierten Mengen auffassen.

2.7 Lemma/ Definition. Sei A eine S-Gruppe. Die Menge Z'(S, A) der 1-Kozykel von
S in A ist definiert als die Menge der Abbildungen s — as von S nach A, die folgende
1-Kozykelbedingung erfiillen:

Vs, t €5 : ag = asay.

ZY(S, A) ist eine punktierte Menge mit dem ausgezeichneten Element s +— 1, dem soge-
nannten trivialen Kozykel. Auf der Menge der 1-Kozykel wird wie folgt eine Aquivalenz-
relation definiert:

(as) ~ (d.) &= Fbe A:Vse€ S:a, =b"a,b.

Zwei dquivalente Elemente heifien kohomolog, und H'(S, A) := Z'(S,A)/ ~, die erste
Kohomologie, sei die Menge der Aquivalenzklassen.

Ist AL B en Morphismus von S-Gruppen, und (a,) ein 1-Kozykel von S in A, so ist
(fas) ein 1-Kozykel von S in B, und sind (as) ~ (a’,) kohomologe 1-Kozykel, so sind auch
(fas) und (fal) kohomolog, so dal wir eine induzierte Abbildung

H'Y(f): H(S,A) — H'(S, B)
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von punktierten Mengen erhalten. Dadurch wird auch H'(.S, ) zu einem kovarianten Funk-
tor von der Kategorie der S-Gruppen in die Kategorie der punktierten Mengen.

Sei A jetzt eine diskrete S-Gruppe, und betrachte die Teilmenge Z1 (S, A) C Z*(S, A) der
stetigen 1-Kozykel von S in A, wobei wir A wieder mit der diskreten Topologie versehen.
Der triviale 1-Kozykel ist als konstante Abbildung natiirlich stetig, so dafl wir Z% (S, A)
als punktierte Teilmenge aller 1-Kozykel auffassen kénnen. Die punktierte Menge der Ko-
homologieklassen aus ZL (S, A) bezeichnen wir mit H} (S, A); wir haben dann eine
Inklusion von punktierten Mengen

(S, A) — H'(S, A).

cont

(Insbesondere gilt also HL (S, A) = H'(S, A), wenn S die diskrete Topologie trigt.)

Ist auch B eine diskrete S-Gruppe und A L. Bein Morphismus von diskreten S-Gruppen,
so faktorisiert H'(f)|HL (S, A) iiber H} (S, B) und definiert so eine Abbildung von
punktierten Mengen

Hclont(f) cont(S A) - Hl

cont

(S, B),
wodurch H! (S,_) zu einem kovarianten Funktor von der Kategorie der diskreten S-
cont g

Gruppen in die Kategorie der punktierten Mengen wird.
Beweis: Klar! q.e.d.

2.8 Lemma. Werde speziell S topologisch von einem Element o € S erzeugt (ist S zum
Beispiel die absolute Galoisgruppe eines endlichen Kérpers [Fy, so wird S topologisch von
dem Frobenius x — 7 erzeugt), und sei A eine diskrete S-Gruppe. Dann wird ein stetiger
1-Kozykel (as) von S in A schon eindeutig durch das Element a, € A festgelegt.

Beweis: Sei (al,) ein weiterer stetiger 1-Kozykel von S in A mit a = a,. Wegen der 1-

Kozykelbedingung stimmen dann (a,) und (a}) auf ganz M := {o™ € S |n € Z} iiberein.
Nach Voraussetzung ist M aber eine dichte Teilmenge von S, und zwei stetige Abbil-
dungen, die auf einer dichten Teilmenge des Definitionsbereichs iibereinstimmen, miissen
schon gleich sein. q.e.d.

2.9 Lemma. Sei speziell S = (o) zyklisch von der Ordnung m € N, versehen mit der
diskreten Topologie, und sei A eine S-Gruppe. Dann sind

ZY(8, A) - - {aeA‘Hml" :1}
(as)s — Ay
(H:;ol Ui@)ﬂ ~ a

zueinander inverse Bijektionen, und zwei 1-Kozykel (a,)s und (@), sind genau dann ko-
homolog, wenn es ein b € A gibt mit a/, = b~a,%.

st A sogar eine abelsche Gruppe, so ist H}, (S, A) offenbar nicht bloB eine punktierte Menge, sondern
sogar eine abelsche Gruppe.
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Beweis: Bezeichne o die Abbildung ,—* und  die Abbildung , «“.

o « wohldefiniert: Wir zeigen zunéchst die Formel
r—1 )
v(a’8>5 € 21(57 A) Vr € NO DQgr = Hazao- (8)
=0

mittels vollstdndiger Induktion iiber r:
— r = 0: Klar!
— =741 Gyt = Qgrg = Agr - % Gy = (H:;ol Ui%) -0,

Damit folgt:

e (3 wohldefiniert: Seien a € A mit H:.Z)l “a =1 und s € S beliebig, und wihle ein
r € Ny mit s = ¢”. Zunéchst wollen wir uns iiberlegen, dafl die Definition von (a)s
unabhéngig von der Wahl von r ist. Sei also eine weitere natiirliche Zahl ' € Nj
gegeben, fiir die auch s = ¢” gilt. Natiirlich gilt dann r = 7' mod m, und wir kénnen
offenbar ohne Beschrinkung der Allgemeinheit den Fall ' = r + m betrachten:

r'—1 . m—1 r+m—1 r—1 . r—1
H “a = (H "b) : < H "Za) =1- H (™0, = H"Za.

=0 =0 i=m i=0 i=0

=1

Es bleibt zu zeigen, dal 5(a) die 1-Kozykelbedingung erfiillt. Wir geben uns also
noch ein beliebiges t € S vor, gelte etwa t = o fiir u € Ny. Es folgt:

B(0)o = Bla)grse = ] “a= (H) ~ ( 11 )

=0 i=r

=p(a)s

e o3 =1id: Klar!
e Joa =id: Klar nach (8)!

e kohomolog: Die Notwendigkeit der Bedingung ist klar nach Definition von , koho-
molog®. Seien nun (ay), und (a})s 1-Kozykel, und es gelte a, = b~'a,% fiir ein
geeignetes b € A. Fiir beliebiges r € Ny folgt dann:
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q.e.d.

Als niichstes zeigen wir, daf§ die Kohomologien H°(S, A) und H! (S, A) vertriglich

mit direkten Summen sind, wie man dies auch im abelschen Fall gewohnt ist.

2.10 Lemma/ Definition. Es sei r € N, eine positive natiirliche Zahl, und es seien
Ay, ..., A, diskrete S-Gruppen.

(i) Das direkte Produkt [];_, A; ist vermoge
(a1, ...,a,) = (a1,...,%,) firseS
eine diskrete S-Gruppe.

(ii) Bezeichnen p; : [];_; A; — A; fiir i € {1,...,r} die kanonischen Projektionen, so
sind die dadurch induzierten Abbildungen

w = [[H(ps) : HO(S,[Ti2, A) - HHO(S’Ai) und
i;l

l1 = HHclont(pi) : Hclont(S7H::1Ai) - HHClOHt(S’Ai)
=1

Bijektionen von punktierten Mengen.

(iii) Es sei fur jedes i € {1,...,r} eine diskrete S-Gruppe B; und ein Morphismus
A; &5 B; gegeben. Dann sind die folgenden beiden Diagramme kommutativ in der
Kategorie der punktierten Mengen:

r HO(] 1) .

HO(S: Hi:l Ai) - HO(Sa Hi:l Bi)
Lo | _ t|to

11:11: ( ) [T H(es) E ( )

und
H(}ont (H @i)

H(}ont(57 HZZI AZ) Hclont(S7 H;:l BZ)

ﬁHgont(S’ AZ) ﬁHiont(S> Bz)
i=1 i=1

H H(}ont ((101)

Bewezs:
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(i) e S-Gruppe: Klar!

diskret: Ist a := (a;) € [ A; beliebig, so gibt es nach 2.2(i)=>(iii) offene Unter-
gruppen Uy, ..., U, von S mit a; € A" fiir i € {1,...,r}. Dann ist aber auch
U :=(,_, U; eine offene Untergruppe von S, und offenbar gilt a € ([] Ai)U, SO
daf die Behauptung aus 2.2(iii)=-(i) folgt.

(ii) e 1o bijektiv: Klar, da

r S
(ai)ie (HAZ> — VseSs: S(al,...,ar):(al,...,ar)
Py ————

=(%a1,..., %)
— VseS:um=ay,...,0=a < a €Ay . . . a €A
e 1y bijektiv: Wir behaupten, dafl die Umkehrabbildung zu ¢; wie folgt gegeben
wird:

H Hclont(sv AZ) L Hclont(S7 H::l A’L)
=1
((agl))s, e (agr))s> — (agl), . ,agr))

Dazu iiberlegen wir zunéchst, daf die Bilder unter dieser Abbildung tatséchlich
1-Kozykel sind. Seien ((agl))s, e (ag))s> € [T, Hon(S, A;) und s,t € S
beliebig. Dann gilt:

(6 0a%) = (a0, ala”) = (o, al) oD, . al?),

d.h. die 1-Kozykelbedingung ist erfiillt.

Als néchstes zeigen wir, dafl j wohldefiniert ist. Seien ((agl))s, ceey (agr))s) €

ITi—, Hiw (S, Aj) und b; € A, fiivi € {1,...,r} beliebig vorgegeben. Wir haben
zu zeigen, dafl dann die beiden 1-Kozykel

b la%

Y Yr S 7")8

(agl), . ,ag)) und (bflagl)sbl, e

S

kohomolog sind: Sei s € S beliebig, dann folgt:

(br'alVby, .. b alB,) = (by, .. b) 7 (@D, al?) by, by,

s » s

und wir sehen, daf§ j tatsédchlich eine wohldefinierte Abbildung punktierter
Mengen ist.

Daf3 1; und j invers zueinander sind, sieht man sofort!
(iii) Klar!
q.e.d.

Im abelschen Fall ist die ,lange exakte Kohomologiesequenz® eines der wichtigsten
Hilfsmittel. Wir stellen nun das Analogon im nicht-abelschen Fall vor.
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2.11 Lemma/ Definition. Eine exakte Sequenz von (diskreten) S-Gruppen ist eine ex-
akte Sequenz von Gruppen, in der alle Morphismen auch Morphismen von (diskreten)
S-Gruppen sind. Ist ,
1-ALBL C =1

eine kurze exakte Sequenz von diskreten S-Gruppen, so ist 1A < B ein S-invarianter
Normalteiler, d.h. Vs € S;a € A : %ia € iA.

Ist umgekehrt B eine (diskrete) G-Gruppe und A < B ein S-invarianter Normalteiler, so
definiert die Einschrdnkung der S-Operation von B auf A die Struktur einer (diskreten)
S-Gruppe, die auf B/A vermoge *b := 9 definierte S-Operation ist wohldefiniert (und

stetig), und die Sequenz
l1—A—B-—B/A—1

ist eine exakte Sequenz von (diskreten) S-Gruppen.

Beweis:

e Operation wohldefiniert: Seien s € S und be B/A beliebig. Ist b" € B ein weiterer
Représentant von b, so haben wir % = ¥’ zu zeigen: Wegen b =/ gibt es ein a € A
mit b = b'a, d.h. es gilt

B=Va) = Va =" 71 ).

e Operation stetig: Sei b € B/A beliebig, und sei U := Stabg(b). Weil B eine diskrete
S-Gruppe ist, ist U nach 2.2(i)=>(iii) eine offene Untergruppe von 5. Trivialerweise
gilt aber dann b € (B/A)Y, und die Stetigkeit der Operation folgt aus 2.2(iii)=>(i).]

q.e.d.

2.12 Satz/ Definition. Es sei ,
1—ALSBEC—1

eine kurze exakte Sequenz von diskreten S-Gruppen. Wir haben dann folgende wohldefi-
nierte, funktorielle Abbildung punktierter Mengen:

§: HY(S,C) — H}

cont

(S, A), b (571 9),

wobei , funktoriell* das folgende bedeuten moge: Ist

1 A Z' B—" C 1
R |
1 At 1

ein kommutatives Diagramm von diskreten S-Gruppen mit exakten Zeilen, so kommutiert
das Diagramm

H(S,C) —~ H!

cont

(S, A)
HO (’Y)l lH(}ont (a)
HO(S,C") —2= HL,, (S, A).



35

Die folgende Sequenz ist dann exakt in der Kategorie der punktierten Mengen:

HO(q) H(p)

H(S,A) = H°(S, B) =2 HO(S,C) %
(S, A) Hclont(i) Hclont(s, B) Hclont(p) Hl

cont

Hl

cont

(S,0).

Beweis:

e § wohldefiniert: Als erstes wollen wir fiir beliebiges b € B mit b € C° und s € S
zeigen, dafl b=1 - D tatsichlich in A liegt:

bl p=pt.oh €7 plp=1 — bl.-beA

Als néchstes rechnen wir nach, da8 (b~! - %) die 1-Kozykelbedingung erfiillt; seien
dazu s,t € S beliebig:

bl = bl (DY) () = (b7 B) (0 b).

Nun beweisen wir, dal (b~ - ) ein stetiger 1-Kozykel ist. Sei dazu U C S die nach
2.2(i)=(ii) offene Untergruppe Stabg(a). Dann ist die Nebenklasse sU ebenfalls of-
fen in S, und offenbar ist (b~ - *b) konstant auf dieser offenen Teilmenge, also eine
lokalkonstante Abbildung und damit stetig.

SchlieBlich zeigen wir, dafl die Definition von ¢ nicht von der Wahl eines Représen-
tanten fiir b abhéngt. Sei also b’ € B ein weiterer Reprisentant von b, d.h. b = V'a
mit a € A. Dann folgt:

VseS : b= a)t (a)=at- (b'*l - %’) %
— D)~ W),

Die durch b und & definierten 1-Kozykel sind also kohomolog und definieren damit
dasselbe wohlbestimmte Element in der Kohomologie.

e 0 funktoriell: Ist b € C° beliebig, so gilt

(60 H(7)) () = 3(B()) = (B(b) " - B(b)) = (B - D))

——
€A

= (a(b™" - D)) = (Hegm(a) 0 0) (D).
o HY(i) injektiv: Klar!
o Ezaktheit bei H°(S, B): Klar!
o Ezaktheit bei H°(S,C): Ist b € B beliebig, so ist
6(p(b)) = 6(b) = (b - ) =" (b7 ) = (1),

also der triviale 1-Kozykel. Sei umgekehrt b € C* beliebig und §(b) kohomolog zum
trivialen 1-Kozykel von S in A. Es gibt also ein a € A mit

VseS:l=a' (b7 %) -%a=(ba)"'-(ba) = ba€ B

Wegen b = ba folgt hieraus die Behauptung.
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o Exaktheit bei HY,,,(S, A): Sei zuniichst b € C* beliebig. Dann ist

Héont()((S(b)) = (b_l ’ Sb) = (b_ -1 Sb) ~ ( ) € Z(}ont(S’ B)

Sei nun (a,) ein stetiger 1-Kozykel von S in A, der als 1-Kozykel in B kohomolog
zum trivialen 1-Kozykel wird. Dann gibt es also ein b € B mit

VseS:as=bt-1-=0b"1-%
Daraus folgt zunéchst
VseS: b=ba, €bA = beC®
und dann (a) ~ §(b).

e Exaktheit bei H. (S, B): Ist (as) € Z! (S, A) beliebig, so gilt fiir alle s € S

trivialerweise @, = 1 € C, d.h. (a,) wird unter H. .(p) o HL (i) auf den trivialen
1-Kozykel abgebildet.

Sei nun umgekehrt (bs) ein beliebiger stetiger 1-Kozykel von S in B, der in C
kohomolog zum trivialen 1-Kozykel wird. Es gibt dann also ein b € C' mit

Vse S b—bl1-—5.F, (9)
Betrachte nun den zu (bs) kohomologen 1-Kozykel (b.) := (bb*(b~'))! Es gilt:

b (b F) B = 1,

©)

Vse S : U =bb(b1)=b-b, (b 1)

Woraus folgt, daf die ¥/, Elemente aus A sind, d.h. wir konnen (b)) als Element aus
) /

(S, A) betrachten, und es gilt (bs) = Hgont( (b.).

cont

q.e.d.

2.13 Korollar. Es sei :

l1—ASBEHC—1
ein kurze exakte Sequenz von S-Gruppen. Dann haben wir eine wohldefinierte, funktorielle
Abbildung von punktierten Mengen

§: H°(S,C) — H'(S,A), b (b7 D),
und die folgende Sequenz ist exakt in der Kategorie der punktierten Mengen:

(

H(p

a5, 4) "< o5, B) 2, gos o) & mY(s, A) 9 my(s, B 2, gis, o).

Beweis: Folgt sofort aus 2.12, wenn wir S mit der diskreten Topologie versehen. q.e.d.

Wie wir schon aus der Einleitung wissen, wird in den folgenden Kapiteln das Kranzpro-
dukt S,, [ i, eine zentrale Rolle spielen. In 2.15 werden wir an die Definition des Kranz-
produktes erinnern. Insbesondere ist jedes Kranzprodukt ein semidirektes Produkt, und
daher wollen wir nun untersuchen, was man in dem Fall, da} A ein semidirektes Produkt
oder spezieller ein Kranzprodukt ist, iiber die Kohomologien H°(S, A) und H. (S, A)
sagen kann.
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2.14 Korollar. Es sei T eine Gruppe und A sowohl eine T-Gruppe als auch eine diskrete
S-Gruppe derart, daf3

VseS:VteT:Vae A: (a)="a). (10)

Dann wird das semidirekte Produkt A x T von T' mit A (mit tat™' = ‘a fiir t € T und
a € A)via

S X AxT — AxT

(s , a-t) — Ha-t):="%-t
zu einer diskreten S-Gruppe mit der Eigenschaft, dal A < A x T ein S-invarianter Nor-
malteiler und die Inklusion 7" — A x T ein Morphismus von diskreten S-Mengen ist,
wobei S auf T trivial operiere.

Auflerdem erhalten wir die folgenden kurzen exakten Sequenzen in der Kategorie der
punktierten Mengen:

H°(S,A) — HYS,AxT) — T — % und
(S,A) — HL (SSAxT) — HL (5,T) — =

1
* H cont cont

cont

Bewezs:

e A x T diskrete S-Gruppe: Seien s, s’ € S sowie a,a’ € A und t,¢ € T beliebig. Es
gilt:

S(a/t . Cthl> — S(ata/ . tt/) — Sas(ta/)tt/ (]':0) Sat(sa/>tt/ — Satsa,t/ — 8<at) . S(a//t/>,

(at) = **a -t = (*a) - t = (*at) = {(*(at)) und
Yat) = lat = at.

Also ist A x T eine S-Gruppe. Die S-Operation ist stetig, denn fiir beliebiges a -t €
AxT gilt:

s € Stabg(at) <= ‘at=at <= ‘a=a <= s & Stabg(a),

d.h. Stabg(at) = Stabg(a), und letzteres ist nach 2.2(i)=-(ii) eine offene Untergrup-
pe von S, da A ja eine diskrete S-Gruppe ist — die Behauptung folgt also aus
2.2(ii)=>(i).

o A< A xT ist S-invarianter Normalteiler: Klar!
o T'— AxT Morphismus von S-Gruppen: Klar!

o Sequenzen exakt: Bezeichne A x T2 T die kanonische Projektion. Nach 2.12 erhal-
ten wir zunéchst die folgende lange exakte Sequenz von punktierten Mengen:

H(S,A) — H°(S,AxT) — HY(S,T) %
(S, AxT) Heomlr) 1

cont

Hclont(S7 A) - Hl

cont

(S, 7).

Weil S trivial auf T' operiert, haben wir H°(S,T) = T. Wir miissen also nur noch
zeigen, daB d alles auf die Klasse des trivialen 1-Kozykels abbildet und da H! (p)
surjektiv ist, um die beiden kurzen exakten Sequenzen zu erhalten.
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Ist t € T beliebig, so ist 6(¢) nach Definition gleich der Klasse von (! - %),, was
aber der triviale 1-Kozykel ist, da S auf T trivial operiert.

Die Inklusion ¢ : T'<— A x T ist ein Schnitt von p in der Kategorie der diskreten
S-Gruppen. Per Funktoralitit ist dann aber auch H! (i) ein Schnitt von H}  (p),
so daf letztere Abbildung also insbesondere surjektiv ist!

2.15 Definition. Seien r € N, eine positive natiirliche Zahl und A eine abelsche Gruppe.
Dann ist das Kranz-Produkt S, [ A von der symmetrischen Gruppe S, mit A definiert als
das semidirekte Produkt A" xS, von A" mit S,, wobei S, auf A" durch Permutation der
Komponenten operiert, d.h. fir ¢ € S, und (a;); € A" ist

Mar,...,a;) == (ag-101), -, Qg-1(r))-
Fiir a,b € A" und o, 7 € S, gilt dann also

(@a-o)b-7) = (a®b)-(o7) = (a1bg-1(1)s---,arby-1(y) - o7 und

(a-0)! = a0t = (o}, ..., b)) o

2.16 Lemma/ Definition. Sei r € N eine positive natiirliche Zahl und A eine abelsche,
diskrete S-Gruppe (also ein diskreter S-Modul). Dann wird durch

((2:)i-0) :==(xi)i -0 (firs€ G, z,...,2, € Aund o € S, beliebig)

auf dem Kranz-Produkt S, [ A eine stetige Links-G-Operation definiert, d.h. S, [ A trigt
die Struktur einer diskreten G-Menge.

Der Normalteiler A" < S, f A ist invariant unter dieser Operation von GG auf .S, f A.

Beweis:

o stetige Links-G-Operation: G operiert stetig auf A und damit auch stetig auf A™. Ist
(x;); € A", s € Gund o € S,, so gilt

((i)i) = (ro10))i = Cro-10))i = ((3)s),

d.h. Gleichung (10) aus 2.14 ist erfiillt; nach 2.14 erhalten wir also eine stetige
G-Operation auf S, [ A= (A") x S,, die gerade die hier betrachtete ist.

o Normalteiler invariant: Klar nach 2.14!

q.e.d.



39

2.17 Korollar. Es sei wieder » € N eine positive natiirliche Zahl und A ein diskreter S-
Modul. Seien A" = S, [ A und S, [ A £ S, die kanonische Einbettung bzw. Projektion.
Dann ist die folgende Sequenz punktierter Mengen exakt (und § ist die triviale Abbildung),

wobei die Surjektion HZ .(p) einen kanonischen Schnitt besitzt:

H(p)

x — H(G, AT) 112, HOGSfA
cont(G AT)

H(G, S,) &

cont() G SJ’A cont ) Cont(G S)

cont

Beweis: Folgt sofort aus 2.16 und 2.14. q.e.d.

Ist0 — A5 B2 C — 0 eine kurze exakte Sequenz abelscher S-Gruppen, so folgt aus

der langen exakten Kohomologiesequenz, da die Faser [HY (p)] 1({c}) fiir eine Klasse
c € H . (S,C) entweder leer oder gleich b+ Ker (HL .(p)) = b+ H} (S, A)/H°(S,C)
fiir ein beliebiges Element b aus der Faser ist.

Ist B keine abelschen Gruppe und damit H}

eont (Sy B) nur eine punktierte Mengen, so
stimmt dies im allgemeinen nicht mehr. Die Kenntnis des Kerns von H} . (p) reicht dann
nicht mehr aus, um die (nicht-leeren) Fasern berechnen zu kénnen. Im Folgenden wollen
wir zeigen, wie man diese Schwierigkeit umgehen kann, indem man durch Ubergang zu
einer ,,getwisteten“ Operation von S auf B erreicht, dal die fragliche Faser zum Kern

wird.

2.18 Lemma/ Definition. Es sei B eine diskrete S-Gruppe und A C B ein S-invarianter
Normalteiler. Dann wird durch

cont(S A) X HO(SvB/A) - Hclont(S7A>

((as) , l;) — (as)b:: (b~ta,D)

eine Rechts-Operation von H°(S, B/A) auf H}

cont (S, A) definiert.
Zwei Kohomologieklassen [a], [@'] € H}, (S, A) liegen genau dann im selben HY(S, B/A)-
Orbit, wenn [a] und [a/] unter H} (i) dasselbe Bild in H (S, B) haben, wobeii : A — B

cont
die Einbettung bezeichne:

H! (S, A) Heon

cont

e -7

Honi (S, A)/H(S, B/A)

Bewezs:

o wohldefiniert: Sei (a,) € ZL,.(S,A) beliebig, und sei b € B mit b € (B/A)S.
Zunéchst miissen wir sehen, daf3 b=ta,b fiir alle s € S tatsichlich in A liegt: Wegen
b € (B/A)® gibt es ein z, € A mit b = bx,. Es ist also b~la,b = (b~ tab) - v, € A,

weil z, € A und b~ lasb € A; letzteres, da A Normalteiler in B ist.
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Als nichstes wollen wir priifen, ob (b~'a.b) die 1-Kozykelbedingung erfiillt! Seien
dazu s,t € S beliebig:

b lag™ =b"" - asa - =b"ta, - (D) wb = (b as) - (b ta,D).

Um zu beweisen, dafl der 1-Kozykel b~1a,h stetig ist, wihlen wir zunichst geméif
2.2(i)=>(iii) eine offene Untergruppe V von S mit b € V5. Ist nun s € S beliebig, so
gibt es wegen der Stetigkeit von (as) eine offene Umgebung V, C S von s, auf der
(as) konstant ist. Dann ist auch U := V; N (Vs) C S eine offene Umgebung von s
in S, und offenbar ist (b~'a,D) auf U, konstant.

Um den Beweis der Wohldefiniertheit zu vollenden, miissen wir noch die Unabhén-
gigkeit von den getroffenen Wahlen zeigen. Sei & € B ein Element mit b = ¥/ € B/A.
Es gibt dann ein o € A mit b’ = bar, und es folgt (fiir s € S beliebig):

v at = (ba) lagba = a7t - (bay) - o,

d.h. die beiden 1-Kozykel (b 'a,%) und (b~'a D) sind kohomolog.
Sei schlieBlich (a)) € ZL (S, A) ein zu (a,) kohomologer 1-Kozykel. Es gibt also ein

a € A mit a, = o tasa fiir alle s € S. Fiir s € S beliebig ergibt sich also:
b lalb=b"" (atase) - b= (ab) " a, - (ab).

Weil A ein Normalteiler in B ist, gibt es ein o/ € A mit ab = b/, d.h. (b~ta,D) =
((ba’)tas%(ba’)), und dafl dieser 1-Kozykel kohomolog zu (b~'a,®h) ist, haben wir
oben schon gesehen. Die Wohldefiniertheit ist damit vollstéindig bewiesen!

Operation: Seien b,¢ € (B/A)® und (a,) € H}

cont

(S, A) beliebig. Wir rechnen nach:
(GS)i = (17'-as-°1) = (1-a,- 1) = (ay),
()" = (as)? = ((be)Las(be)) = (¢t - (b7 asD) - ) = ((as)?)".

Orbit: Die Klassen [a] und [a/] mégen durch stetige 1-Kozykel a = (as) und o’ = (al)
reprisentiert werden. Gelte zunéchst, daf [a] und [a'] im selben Orbit liegen! Es gibt
also ein b € B/A, reprisentiert durch b € B, mit [a/] = [a]’, d.h. es gibt ein a € A
mit

Vse S :a,=a "l (bla,D) ‘o= (ba)"a,- (ba).
Aufgefafit als 1-Kozykel in B sind a und o’ folglich kohomolog.
Gelte umgekehrt H}  (i)[a] = HL . (i)[d'], d.h. die 1-Kozykel a und o’ seien koho-

cont cont

molog in ZL (S, B). Dann gibt es ein b € B mit
Vse€ S :a,=blaD,
woraus zunéchst
Vs€S :b=a;'ba, = Vse€S:b=b = be H(S,B/A)

und dann sofort [a'] = [a]’ folgt. Also liegen [¢'] und [a] wirklich im selben Orbit.

q.e.d.
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2.19 Korollar. Es seien B eine diskrete S-Gruppe und A C B ein S-invarianter Normal-
teiler, und bezeichne i : A < B die Einbettung und p : B — B/A die Projektion. Dann

induziert H) (i) eine Bijektion

)

Hclont(S7 B)/HO(S7 B/A) L Ker (Hclont(sv B) M Hclont(S7 B/A)> .

Beweis: Folgt sofort aus 2.12 und 2.18! q.e.d.

2.20 Lemma. Sei A eine Gruppe, und man mache A durch die triviale S-Operation
zu einer diskreten S-Gruppe. Dann ist ein (stetiger) 1-Kozykel von S in A einfach ein
(stetiger) Gruppenhomomorphismus von S nach A, und zwei solche sind genau dann
kohomolog, wenn sie konjugiert sind.

Beweis: Ist (as) ein 1-Kozykel, so wird die 1-Kozykelbedingung wegen der Trivialitéat der
Operation zu ay = as’a; = asas, aber das ist gerade die Homomorphiebedingung fiir einen
Gruppenhomomorphismus. Zwei 1-Kozykel (as) und (a}) sind genau dann kohomolog,
wenn es ein b € A gibt mit a, = b~'a,h = b~lab, d.h. genau wenn sie konjugiert sind.
q.e.d.

2.21 Korollar. Sei n € N eine natiirliche Zahl, und S operiere trivial auf der symme-
trischen Gruppe S,,. Bezeichnet M eine beliebige n-elementige Menge, so gilt

H! (S, S,)={p:SxM — M|y stetige Links-S-Operation auf M} /Isomorphie. (11)

Ist speziell k ein Korper mit fixiertem separablen algebraischen Abschluf8 K und G, =
Gal (K /k) die absolute Galoisgruppe von k, versehen mit der Krull-Topologie, so gilt

Hclont(Gk? Sn) =
{L | L endliche, kommutative, separable k-Algebra vom Grad n}/Isomorphie.

Ist L eine solche endliche, separable k-Algebra, so ist M := Homy a(L, K) eine n-
elementige Menge, und die zu L korrespondierende Kohomologieklasse wird vermoge (11)
durch die offensichtliche Operation

GkXM—>M
(s . ¢ = so0gp

von Gy auf M gegeben.

Beweis: Nach 2.20 gilt

chont(S7 Sn) = Homcont(57 Sn) = Homcont(S; Aut (M)),
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d.h. die stetigen 1-Kozykel von S in S,, entsprechen genau den stetigen Links-S-Opera-
tionen auf M. Offenbar sind zwei solche Operationen genau dann isomorph, wenn die
zugehorigen Homomorphismen S — S, konjugiert sind, was nach 2.20 genau bedeutet,
daf sie als 1-Kozykel kohomolog sind — dies beweist (11).

Die 1-1-Korrespondenz zwischen stetigen G-Operationen auf einer n-elementigen Menge
und endlichen, kommutativen, separablen k-Algebren vom Grad n ist wohlbekannt und
wird zum Beispiel in [Tam94, I1.2.1, S.93] bewiesen. q.e.d.

2.22 Lemma. Sei A eine S-Gruppe und (a,) € Z'(S, A) ein 1-Kozykel. Dann gilt a; = 1.

Beweis: a; = aj.q = allal = aja = a; = 1.

q.e.d.

2.23 Lemma/ Definition. Sei A eine diskrete S-Gruppe und F eine diskrete S-Menge,
auf der A von links derart operiert, dafl

Vs S Yac AVfeF () ="
Eine derartige A-Operation nennen wir vertraglich.

Ist a := (as) € Z1

cont

(S, A) ein stetiger 1-Kozykel, so wird durch

f =) (12)

eine neue, stetige Links-S-Operation auf F' definiert, die sogenannte mit a getwistete Ope-
ration. Die mit dieser Operation versehene diskrete S-Menge nennen wir Fj,.

Ist F' sogar eine diskrete S-Gruppe, und operiert A vertriaglich mittels Gruppenhomomor-
hismen auf F, so ist auch F, eine diskrete S-Gruppe.

Bewezis:

e Operation: Ist f € F beliebig, so gilt zunéchst
V=) () = f.

Seien nun noch s,t € S beliebig. Dann ergibt sich:

st/f _ ast(stf) _ (aSSat)(stf) — as((sat)stf) Vertig“d‘ as(s@) _ s/ (t/f)-

=t f

o stetig: Sei f € F beliebig. Da F eine diskrete S-Menge ist, gibt es nach 2.2(i)=-(iii)
eine offene Untergruppe U; C S von S, die f fix 1aft. Andererseits ist a nach
Voraussetzung stetig und demnach lokalkonstant, d.h. wegen 2.22 gibt es eine offene
Untergruppe Us C S von S mit a|Uy = 14. Dann ist U := U; N Uy ebenfalls eine
offene Untergruppe von S, und offenbar ist f fix unter der neuen Operation von U,
so dafl die Behauptung aus 2.2(iii)=(i) folgt.
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o S-Gruppe Sei jetzt F eine S-Gruppe, und A operiere mittels Gruppenhomomorphis-
men auf F'. Seien s € S und f, g € F' beliebig. Dann rechnen wir nach:

Y(fo9) =" -9) ="Cf-%9) =“Cf)-“(9) ="f-g.
Also ist F,. wirklich eine S-Gruppe.

q.e.d.

2.24 Lemma/ Definition. Sei B eine diskrete S-Gruppe und A C B ein S-invarianter
Normalteiler. Dann ist die Operation von B auf A mittels innerer Automorphismen mit
der S-Operation vertrdaglich, und wir wollen uns in Zukunft S-invariante Normalteiler
immer als mit dieser Operation versehen denken.

Sei b = (b,) € Z (S, B) ein stetiger 1-Kozykel, dann wird die getwistete S-Operation
auf A, explizit durch

o = by - b (13)

gegeben.

(Liegt A sogar im Zentrum von B, so zeigt (13) sofort, dafl die neue Operation gleich der
alten ist, d.h. A = A;.)

Insbesondere ist B selbst ein solcher S-invarianter Normalteiler, d.h. auch By ist definiert
und mit der in (13) beschriebenen stetigen S-Operation versehen, und offenbar ist die .S-
Operation auf A, gerade die Einschrinkung der S-Operation auf By; mit anderen Worten:
Die Einbettung A, <— By, ist wieder ein Morphismus von diskreten S-Gruppen.

Beweis: Seien s € S, a € A und b € B beliebig. Dann wird die Vertraglichkeit durch
folgende Rechnung bewiesen:
s(ba) _ s(babfl) — 9% s(bfl) _ (Sb)(sa).
1
—(b)-
Gleichung (13) entsteht durch einfaches Einsetzen in die Definition (12). q.e.d.

2.25 Lemma. Wie in 2.14 sei T' eine Gruppe und A sowohl eine T-Gruppe als auch eine
diskrete S-Gruppe derart, dafi (10) erfiillt ist. Wir fordern hier aber zusétzlich, dafi A
abelsch ist. Weiter sei b € Z1 (S, A x T) ein stetiger 1-Kozykel. Dann héingt der Twist
Ay nur vom Bild von b in Z} (S, T) ab, das heifit genauer: Bezeichnet p : Ax T — T die
kanonische Projektion, j : T'<— A x T" den kanonischen Schnitt von p und ¢ den stetigen

1-Kozykel jpb, so sind die diskreten S-Gruppen A, und A; gleich.

Beweis: Seien also s € S und a € A beliebig, und sei b = (ay - t;) mit a; € Aund t, € T.
Dann ist ¢t = (t), und es ergibt sich:

bs “a- bgl = (as : ts) - (as : ts)il = (as : ts) “a- (t;1<agl) 'til)

S

= [ag-"Ca) - (@] - [t 7] = [0, Ca) - (0] "E" ) = 10 1

S S S S

q.e.d.
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2.26 Lemma,/ Definition. Es sei B %, C ein Morphismus von diskreten S-Gruppen
und b = (b,) € ZL (S, B) ein stetiger 1-Kozykel. Dann ist ¢ o b ein stetiger 1-Kozykel
von S in C, d.h. C,, ist definiert. Wir wollen Cq, einfach mit €}, bezeichnen, wenn klar

ist, welches ¢ gemeint ist.

Dann ist ¢ auch ein Morphismus zwischen den diskreten S-Gruppen B, und C}.

Beweis: Wir haben nur zu zeigen, da B, = C,, eine S-iquivariante Abbildung ist. Seien
dazu s € S und b € B beliebig:

(13

2("0) "2 (b B71) = (bs) - p(B) - p(b71) = (90 b)p(B) (9 0 b); " = io(b).

q.e.d.

2.27 Korollar. Es sei 1AL B2 1

2t (S, B) ein stetiger
1-Kozykel. Dann ist die folgende Sequenz exakt in der Kategorie der punktierten Mengen:

eine kurze exakte Sequenz von diskreten S-Mengen und b = (b,) € Z!

HO(q) HO(p

HO(S, Ay) ' HO(S, By) T2 1o, ¢y)
Hclont(S? Ab) M Hl

cont

<S7 Bb) Héont(p) Hl

cont

(S, Cy).

Beweis: Nach 2.24 und 2.26 sind A, LN By bzw. By 2 C, ebenfalls S-Morphismen, d.h.
wir haben die kurze exakte Sequenz

1—>Abi>Bbﬁ>Cb—>1,

und die Behauptung folgt aus 2.12. q.e.d.

2.28 Lemma. Wie in 2.14 sei T' eine Gruppe und A sowohl eine T-Gruppe als auch eine
diskrete S-Gruppe derart, daf (10) erfiillt ist. Bezeichne j : T'<— A x T den kanonischen
Schnitt, und sei ¢ € H} (S, T) ein stetiger 1-Kozykel, den wir via j auch als Element

cont
von H} (S, A x T) auffassen wollen. Dann haben wir einen kanonischen Isomorphismus

HO(S, (AxT).) = HS, A.) x H(S,T.).

Beweis: Nach 2.27 erhalten wir zunédchst die kanonische exakte Sequenz
1 — HS,A,) — HY(S,(AxT).) = H(S,T.).

Ist t € H°(S,T,) beliebig, so liegt jt offenbar in H°(S,(A x T).). Also definiert die
Einschréinkung von j auf H°(S,T.) einen wohldefinierten Schnitt von p, und aus der
Existenz eines Schnittes folgt die Behauptung. q.e.d.



45

2.29 Lemma/ Definition. Es sei wie in 2.21 k ein Korper mit fixiertem separablen
algebraischen Abschlul K und absoluter Galoisgruppe G, ferner n € N, eine positive
natiirliche Zahl und A ein diskreter G-Modul.

Betrachte einen beliebigen 1-Kozykel ¢ € Z1 (G, S,), und bezeichne auch sein Bild in
Z (G, S, [ A) unter dem durch S, < S, [ A induzierten kanonischen Schnitt der Sur-
jektion Z} (G, S, [ A) - ZL (G, S,) mit ¢!

GeméiB 2.27 sind dann die getwisteten diskreten G-Gruppen A? := (A"),, (S, [ A). und
(Sn)e definiert, und wir erhalten eine exakte Sequenz von punktierten Mengen

HO(G, A?) — H(G, (S, [A).) — H(G,(S,)e) >

Heon (G, AL) = Hogny (G, (Sn [ A)e) — Hognt (G, (Sn)e).

Geméf 2.21 wird ¢ durch eine endliche, kommutative, separable k-Algebra L vom Grad
n gegeben, d.h. L = [[;_, L;, wobei r eine natiirliche Zahl und die L; C K separable
Korpererweiterungen von & sind mit Y, [L; : k] = n.

Wie in 2.21 bezeichne M die n-elementige Menge Homk_Alg(L, K). Wir wollen einen Iso-
morphismus {1,2,...,n} = M fixieren und die Gruppe S, mit dessen Hilfe mit der
Gruppe Aut (M) identifizieren. Elemente aus A? konnen wir dann als Tupel (z,)penm
(mit x, € A) schreiben, entsprechend Elemente aus (S, [ A). in der Form (), - 0 mit
z, € Aund o € Aut (M). Vermoge dieser Identifizierungen wird die getwistete Operation
von G auf A” und (S,,). wie folgt gegeben:

G X A? - A?a (Sa(xgo)goeM) = (sxs_locp)cpEM

G x (Sp)e — (Sn)ey (s,0) = [90'_>50‘7<3_1090)}'

In Zukunft wollen wir diese Identifizierungen stets vornehmen!
Beweis: Klar nach 2.21, (13) und 2.15! g.e.d.

2.30 Lemma. Wie in 2.21 und 2.29 sei k& ein Korper mit fixiertem separablen alge-
braischen Abschluf K und G die absolute Galoisgruppe, ferner seien n,r € N, und
ni,...,n, € Ni positive natiirliche Zahlen mit Y ; ,n; = n und Lq,..., L, C K separa-
ble Kérpererweiterungen von k mit [L; : k] = n;. Bezeichne L := [];_, L; das Produkt, das
offenbar eine separable k-Algebra vom Grad n ist. Geméf 2.21 definieren die L; 1-Kozykel
¢ € 25 (G,Sy,), und L definiert einen 1-Kozykel ¢ in Z (G, S,).

Sei nun A ein diskreter G-Modul. Wir erhalten dann die in 2.29 definierten diskreten G-
Gruppen A7 und A?. Setze M; := Homy(L;, K) und M := Homy (L, K'), dann induzieren
die Abbildungen

M; — M, ¢p+— pop;

eine Bijektion [];_, M; — M und damit einen kanonischen Gruppenisomorphismus

,

n ~ n;

A7 = JJA
=1

(xcp)goeM = [(xwom)soeMi]i:1 -

-----

Dieser Gruppenisomorphismus ist sogar ein Isomorphismus von diskreten G-Gruppen.
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Beweis: Wir haben offenbar nur zu zeigen, dafl der im Lemma definierte Gruppenisomor-
phismus A? = J]'_; A% ein Morphismus von (diskreten) G-Gruppen ist. Hierzu wiederum
geniigt es zu sehen, daf fiir jedes ¢ die Abbildung A7 — A7, die wir hier mit v; bezeichnen
wollen, ein G-duivarianter Morphismus ist.

Seien also i € {1,...,r}, s € G und (z,)pem € A? beliebig. Dann folgt:

(U5 [8(3790>90EM] = [(st*lso)@EM] = (81‘371<Ppi)<PEMi [(xtppz)s@EM] (wz [(xcp)cpeM])-

q.e.d.

2. 31 Lemma/ Definition. Es sei B eine diskrete S-Gruppe, und es sei b = (bs) €
(S, B) ein stetiger 1-Kozykel. Dann ist die Abbildung

tbi (S Bb) — Zl (S,B)

cont cont

(as) = (as - bs)

eine wohldefinierte Bijektion, die durch Ubergang zu den Quotienten eine Bijektion

cont

Cont(S Bb) — Hl

cont

(5, B)

induziert. Unter 7, wird die triviale Klasse auf die Klasse von b abgebildet.

Beweis:

o wohldefiniert: Sei a = (as) € Z! (S, By) beliebig. Wir miissen zeigen, da8 t,(a) die

1-Kozykelbedingung erfiillt, seien also s,t € S beliebig. Es ergibt sich:

[t0(@)]st = asidst = as™achsby = agbsacd by,
= asbs"a’y = asbss(atbt) = [tb(a)]ss[tb(a)]t-

Die Stetigkeit von t,(a) folgt sofort aus der Stetigkeit von a und b.
o bijektiv: Offenbar kommt nur

Sp : cont(S B) - Zcont(S7Bb)

<a5> = (as bs_l)

als Umkehrabbildung in Frage, und es ist nur zu zeigen, dafl s, wohldefiniert ist,
d.h. wir miissen wieder die 1-Kozykelbedingung nachrechnen. Seien also s,t € S
und a = (a,) € ZL (S, B) beliebig, und wir erhalten:
[s5(a)]st = asibyt = asa; (b)) ™ = ag(b;'h ) (Sbt) pt
= asb; b a (b, )by 1 ash; ¥ (aby ) = [sp(a)]s* [sp(a)],.
DaB s;(a) stetig ist, folgt wieder sofort aus der Stetigkeit von a und b.

o Quotientenbildung: Wir miissen zeigen, dafl ¢, und s, kohomologe 1-Kozykel wieder
auf kohomologe 1-Kozykel abbilden. Seien zunéchst a = (as) und @ = (as) kohomo-
loge 1-Kozykel aus Z} (S, By). Es gibt also ein 3 € B mit

(13)

Vs€S :a,=08"a,"3 = B3 tabsBb;" .



47

Es folgt:
ty(a)]s = ﬁ_lasbssﬁbs_l by =07 ab, - B=p" [ts(a)ls - B,

d.h. tp(a) und t,(a) sind Wirklich kohomolog. Seien umgekehrt a = (as) und a@ = (as)
kohomologe 1-Kozykel aus Z1 (S, B), dann gibt es ein 3 € B mit a, = 7 a3 fiir
alle s € S. Daraus folgt:

[sp(@)]s = B as"B - bt = B tas - b, b, - b,
(13)

=B ad 0B = B [se(a)]s B
Also sind auch s;(a) und s,(a) kohomolog, und die Behauptung folgt.

cont

[} Tb(].) = b: Klar!
q.e.d.

2.32 Lemma. Seien B % C' ein Morphismus von diskreten S-Mengen und b = (b,) €
ZL (S, B) ein stetiger 1-Kozykel. Dann ist folgendes Diagramm kommutativ in der Ka-
tegorie der Mengen (jedoch nicht in der Kategorie der punktierten Mengen!):

H(}ont(ﬁo)
Hclont(S B) cont(S C)
Tb 2 = U| Tpob
COHt(S Bb) Hgont( ) cont(S Cb)

Beweis: Sei [c] € HL (S, By) beliebig, reprisentiert durch den 1-Kozykel ¢ = (c,). Dann
folgt sofort:

(Heont(9) 0 1) [e] = Hegn (0)[cs + bs] = [p(csbs)]
= [16(cs) + @(bs)] = Tposlio(cs)] = (Tob © Heon (0)) Ic].

q.e.d.

2.33 Korollar. Es sei 1 A i, BY 1

eine kurze exakte Sequenz von diskreten S-Mengen, und sei b = (bs) € Z} (S, B) ein
stetiger 1-Kozykel. Dann ist folgendes Diagramm kommutativ, und die untere Zeile ist
exakt in der Kategorie der punktierten Mengen:

H ot (P)

Hclont(S B) o Hclont(s C)
Th [ = U| Tpb
HO(S7 Cb) 5 cont(s Ab)ﬁ cont(S Bb) . cont(S Ob)
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Die Abbildung 7, 0 H! .

Hclont(S7 Ab)/H()(SJ Cb) — {[b/] S Hclont(Sﬂ B) ’ H(}ont(p)[b/] = Hclont(p) [b]}
(as) = (as - bs)

(1) induziert eine Bijektion

Beweis: Klar nach 2.19, 2.27 und 2.32! q.e.d.

Als letztes wollen wir in diesem Kapitel noch beweisen, da man auch im nicht-
abelschen Fall die Inflations-Restriktions-Sequenz zur Verfiigung hat.

2.34 Lemma/ Definition. Es sei A eine diskrete S-Gruppe, R eine zweite topologische
Gruppe und R % S ein stetiger Gruppenhomomorphismus.

Dann wird durch die Komposition
R% S — Aut(A)

eine stetige R-Operation auf A gegeben; die dadurch definierte diskrete R-Gruppe wollen
wir mit ¢* A bezeichnen. Die Identitdat auf A bzw. die Einschriankung von 1-Kozykeln von
S auf R definiert kanonische Abbildungen

HO(S,A) = H(R,¢"A) und  Hw(S,A) = Hyy(R,¢"A)
a = a a = (as) = a0 = (aym))r-

Sei nun B eine diskrete R-Gruppe und A I, B ein Gruppenhomomorphismus. Der Mor-

phismus f heifit vertrdaglich mit ¢, wenn ¢*A L. B ein Morphismus von diskreten R-
Gruppen ist, d.h. wenn

Vr e R Yae A : f(*Wa) ="(f(a)).

Ist f vertrdglich mit ¢, so definieren die Kompositionen

0
HYS,A) % HOR e 4) Y HYR B)  und
1
Hgont(57 A) % Hclont(R’ SO*A) M Hgont<R7 B)
kanonische Abbildungen H°(S, A) — H°(R, B) und H} (S, A) — HL (R, B) von punk-

tierten Mengen.

Beweis: Klar! q.e.d.

2.35 Lemma/ Definition. Es sei A eine diskrete S-Gruppe.

(i) Sei R eine abgeschlossene Untergruppe von S, und bezeichne die Inklusion R — S
mit ¢. Dann ist die Identitdt auf i* A vertraglich mit ¢, und die dadurch gemé&fl 2.34

definierten Abbildungen bezeichnen wir als Restriktion:
H°(S,A) = HYR,A) und H} _.(S,4) = HL .(R,A)

a — a a=(as)s — «aR=/(a).

cont cont
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Sei N ein abgeschlossener Normalteiler von S. Dann ist AN via % := “a eine diskrete
S/N-Gruppe, und die Inklusion AY — A ist vertriglich mit der Projektion p : S —»
S/N. Die dadurch geméfl 2.34 definierten Abbildungen bezeichnen wir als Inflation:

HO(S/N, AY) 2L [go(S,A) und HL_(S/N,AN) 2L HL (S, A)

cont
a — a (CLg)g — (ag)s.

Beweis: Klar! q.e.d.

2.36 Satz. Es sei A eine diskrete S-Gruppe und N C S ein abgeschlossener Normalteiler.

Dann

ist die folgende Sequenz exakt in der Kategorie der punktierten Mengen, und die

Inflation ist injektiv:

Hclont(S/N7 AN>(Lf> Hl

cont

<S7 A) i Hclont(Nv A)

Bewezis:

Inflation injektiv: Mogen o,/ € H}  (S/N, AY) unter der Inflation auf dieselbe
Klasse in H> (S, A) abgebildet werden. Es werde a durch den 1-Kozykel (az)s und
o' durch den 1-Kozykel (a%)s reprisentiert. Nach Voraussetzung gibt es ein b € A
mit a) = b~ lasb fiir alle s € S. Wir wollen b € AV zeigen, denn dann sind (as)s
und (a})s; kohomolog, d.h. es gilt a = /. Sei also t € N beliebig. Es ist dann

t=1¢€ S/N, so daB folgt:
126 =20 — b=b
Es gilt also tatsichlich b € AV, und die Behauptung ist gezeigt.
(S,A): Wird « € HL . (S/N, AN) durch den 1-Kozykel (as)s re-

cont

Exaktheit bei H?

cont
prasentiert, so gilt

Vte N : a;f = aj = 1,
d.h. (res o inf)(«) ist die triviale Klasse.

Sei umgekehrt o € H! (5, A) eine Klasse, die unter der Restriktion auf die triviale
Klasse abgebildet wird. Wenn a durch den 1-Kozykel (a;), repriasentiert wird, gibt es
also ein b € A mit b~ a;b = 1 fiir alle t € N. Indem wir (as), durch den kohomologen
1-Kozykel (b~1a ), ersetzen, konnen wir also ohne Beschréinkung der Allgemeinheit

annehmen, daff die Restriktion von (as)s auf N trivial ist.
Daraus ergibt sich zunéchst:

Vse S Vte N : ag = a’a; = a,°’l = a,. (14)
Seien nun s € S und t € N beliebig. Da N ein Normalteiler in S ist, gibt es ein
t' € N mit ts = st’, und es folgt:

(14)
s = Qg = Q5 = alas = 1-la, = ‘a,.

Fiir alle s € S liegt a, also in AN, woraus mit Hilfe von (14) folgt, dafl (as)s ein
wohldefinierter stetiger 1-Kozykel von S/N in AY ist, und es ist klar, daf die Klasse
dieses 1-Kozykels ein Urbild von « unter der Inflation ist.
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3 Formen

Sei K /k galoissch mit Galoisgruppe G.

In diesem Kapitel werden wir das Prinzip des Galois-Descents im Falle einer beliebigen
Koeffizientenerweiterung F' : C, — Ci entwickeln. Dazu definieren wir fiir ein Objekt X
aus Cy zunéichst die Menge F(K/k, X) der K/k-Formen von X und zeigen, dal man eine
kanonische Injektion ¥ : F(K/k, X) — H'(G, A(X) hat, wobei A(X) die Automorphis-
mengruppe Aute, (F'X) bezeichnet.

3.1 Satz/ Definition. Es seien F' : C; — Cg eine Koeffizientenerweiterung und X €
Ob(Cy) ein Objekt ,unten®. Bezeichne A(X) := Autx(FX) die Gruppe der Automorphis-
men ,oben“. Nach Voraussetzung ist A(X) eine G-Gruppe. Die Klasse der K /k-Formen
von X ist definiert als

E(K/k,X) = {Y € Ob(Cy) | FY =k FX}/Cg-Isomorphismen,

d.h. als Klasse der Isomorphieklassen von Objekten ,unten®, die ,,oben* zu X isomorph
sind.

Sei Y Représentant einer Klasse [Y] aus E(K/k, X), so dafl es also einen Isomorphismus
f: FY = FX in Ck gibt. Dann ist [s — f5f~1)] ein 1-Kozykel von G in A(X), dessen
Klasse in H'(G, A(X)) nur von [Y] abhéingt. — Wir bezeichnen diese Kohomologieklasse
mit J[Y].

Die Zuordnung [Y] +— 9[Y] ist injektiv; insbesondere ist also E(K/k, X) eine Menge.
Diese Menge punktieren wir, indem wir das Element [X] auszeichnen. Dann erhalten wir
eine wohldefinierte, injektive Abbildung von punktierten Mengen

0 E(K/k, X) — H(G, A(X))]

Beweis:

e Wohldefiniertheit: Wir haben zu zeigen, dafl ¥[Y] tatséchlich eine von den getroffe-
nen Wahlen unabhéngige Kohomologieklasse ist:

— 1-Kozykel: Fiir s € G setze a, := f5f~!). Dann gilt:

ase = Y = ey ( FECH 5
CEY )Y = sty

KE1)

f
— unabhdngig von der Wahl von f: Sei FY —=Z F'X gegeben. Wir haben also
f/

f _FX
ein kommutatives Dreieck: FY = Tb
' FX

Setze a, := f'5(f'"), dann folgt:

KE1

a, = U T (FUT) b= b~
d.h. in H(G, A(X)) definieren (a,) und (a}) dasselbe Element.
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— unabhdingig von der Wahl von 'Y : Sei [Y'] = [Y] und g : Y' = Y beliebig. Dann
ist FY' 2% Fy L FX ein Isomorphismus, und es gilt

(fFg)(fFg)' = fFg(Fg) ' °f ' = f(f7) = as.
——

(KE2)

o injektiv: Seien [Y] und [Y'] zwei K/k-Formen von X mit J[Y]| = J[Y’]. Wir miissen
zeigen, daBl Y und Y’ dann schon in Cy isomorph sind. Da zunéchst FY, F'Y’ und
FX isomorph sind, haben wir Isomorphismen FY’ % FY J, FX. Dann ist

O[Y'] = (a}) mit af = fg(g~" [,
I[Y] = (a,) mit as = f5(f71).

Nach Voraussetzung gilt (a}) ~ (as), d.h. es gibt b € A(X) mit

Vse G d.=b"lasb
S ety =0 Y
(%1) i(g_l)s(f_l)s(b_l)sf; _ g_lfjb_lji
(Kgl)é‘(g_lf_lb_lf) =h
—
< h=h.

Wir haben also einen Isomorphismus h : FY = FY' gefunden, der fix unter der
Operation der Galoisgruppe ist. Nach (KE2) kommt h dann aber von einem Iso-
morphismus aus Cy, d.h. [Y] = [Y'].

o Abbildung punktierter Mengen: Wahlen wir fiir f : FX = FX die Identitét, so gilt
fiir alle s offenbar f%f~') = 1py, d.h. [X] wird unter ¥ auf den trivialen Kozykel
abgebildet.

q.e.d.

Als erste Anwendung zeigen wir nun, wie man die Automorphismengruppe einer K/k-
Form Y von X bei Kenntnis von 9[Y] berechnen kann.

3.2 Satz. Sei F' : C;, — Ck eine Koeffizientenerweiterung, X € Ob(Cy) ein Objekt ,, unten*
und Y eine K /k-Form von X, geméfl 3.1 charakterisiert durch die Klasse 9[Y], die durch
den 1-Kozykel a = (a,) = (f4(f™!)) (fiir ein f: FY = FX) repriisentiert werde.

Es sei A(X), die mit a-getwistete Automorphismengruppe im Sinne von 2.24. Dann ist

AY) — AX).
b o fbf!

ein Isomorphismus von G-Gruppen.
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Beweis: Dafl die Abbildung ein Gruppenisomorphismus ist, ist klar, weil f ein Isomor-
phismus ist. Es ist also nur zu zeigen, dafl die Abbildung auch G-dquivariant ist. Seien
dazu s € G und b € A(Y') beliebig; es ergibt sich:

KE1)

pof Ty = ag - oF ) gt EY B Y o = ()

q.e.d.

3.3 Korollar. Sei F' : C;, — Cgk eine Koeflizientenerweiterung, X € Ob(Cy) ein Objekt
Lunten® und Y eine K/k-Form von X mit J[Y] = [a] fiir einen 1-Kozykel a. Dann gilt

Im (Autk(Y) LN A(Y)) > (A(X)a)C.

Ist insbesondere Auty(Y") LN A(Y') injektiv (was zum Beispiel bei allen Koeffizientener-
weiterungen aus Beispiel 1.6 der Fall ist), so erhalten wir

Auty (V) 2 (A(X),)°.

Beweis: Klar nach 3.2 und (KE2)! q.e.d.

Als néchstes definieren wir eine Bedingung an unsere Koeffizientenerweiterung F' :
Cr — Ck, unter der 9 schon iiber H} (G, A(X)) faktorisiert.

cont

3.4 Lemma/ Definition. Eine stetige Koeffizientenerweiterung ist eine Koeffizientener-
weiterung F' : C, — Cgx mit der Eigenschaft, daf fiur alle X,Y € Ob(Cy) die Mengen
Isox (FX,FY) diskrete G-Mengen sind. Ist F' eine stetige Koeffizientenerweiterung, so
gilt fiir alle X € Ob (Cy), dal ¥ iiber H! (G, A(X)) faktorisiert:

cont

E(K/k,X)

()¢ : H(G, AX))

Beweis: Sei [Y] € E(K/k, X) beliebig. Wihle einen Isomorphismus f : FY — FX, und
sei (as) = (f4f")) der dadurch definierte 1-Kozykel, der 9[Y] repriisentiert. Wir miissen
zeigen, dafl (as) stetig ist. Nach Voraussetzung ist Isox (F'Y, F'X) eine diskrete G-Menge,
d.h. wir finden nach 2.2(i)=(ii) eine offene Untergruppe U C G mit f € Isox (FY, FX)Y.
Fiir beliebiges v € U haben wir:

Lpx ="Lex ="(ff7) =" = f(7) = au.

Der 1-Kozykel (ay) ist also konstant, wenn wir ihn auf U einschrénken. Fiir s € G beliebig

N S S
folgt daraus: Ay = 51y = a5l px = aq,

d.h. (ay) ist konstant auf sU fiir jedes s € G, also lokalkonstant, also stetig. q.e.d.
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3.5 Beispiele.

(i)

Die Koeffizientenerweiterung F' : Var, — Vark aus Beispiel 1.6(i) ist stetig, denn
wenn X und Y Varietiten iiber k sind und f : FX = FY ein Isomorphismus iiber
K, soist f auch schon iiber einem Zwischenkorper k' der Erweiterung K'/k definiert,
der endlich iiber k ist (f wird durch endlich viele Polynome iiber K beschrieben;
als k' kann dann der Korper gewahlt werden, der aus k durch Adjunktion der Ko-
effizienten dieser Polynome entsteht). Dann ist f fix unter der offenen Untergruppe
Gal(K/k") von G.

Die Koeffizientenerweiterungen F,"" — F" und F;"" — F2" aus den Beispielen

1.6(iv) und (v) sind ebenfalls stetig: Sind P und @ Objekte aus F,"", und ist B €
PGL(n, K) = Isox(FP, FQ) ein Isomorphismus, reprisentiert durch B = (b;;) €
GL (n, K), so definiere den Korper £’ als den Zwischenkorper der Erweiterung K/k,
der aus k durch Adjunktion der Koeffizienten b;; entsteht. Dann ist &'/k endlich,
die Galoisgruppe G’ := Gal(K/k') also eine offene Untergruppe von G, und B ist
fix unter der Operation von G'.

Dafl F,"" — Fp" stetig ist, sieht man ganz genauso!

In der Einleitung haben wir gesehen, daf§ wir zur Berechnung der Zetafunktion einer
Form der Fermatgleichung unter anderem 9! fiir die Koeffizientenerweiterung Repgl’“ —

Repgf berechnen miissen. Dies wollen wir jetzt tun.

3.6 Lemma/ Definition. Sei F' : RepG’“ — Repr die Koeffizientenerweiterung aus
Beispiel 1.6(vi), V := (V,p) € Ob(Rep;*) und & = (az) € Z'(G, A(V)). Fiir s € Gy,
bezeichne 5 das Bild in G. Durch

Gr — Aut (V), s ¢5(s) := aszp(s)

wird eine neue Operation ¢* auf V definiert. V, versehen mit dieser neuen Operation,
nennen wir V(§). Dann gilt: V() ist eine K /k-Form von V, und es gilt

IVE©)] = [ € HY(G AV)).

Insbesondere ist ¢ also in diesem Fall auch surjektiv.

Beweis:

e Operation: Mit as und (s) ist auch ¢%(s) ein k-Automorphismus von V, und fiir

s,t € Gy, gilt:

Ot (st) = asp(st) = asTazo(st)
= as[p(s)asp(s) " p(st)
lasp(s)] lazp(t)] = *(s) % (t).

—~
=

o Form:Ist s € Gg C Gy, sogilt s=1¢ G, d.h.

Vs € Gr + ¢5(s) 2221+ p(s) = o(s).

Also ist (V, 08|Gk) = (V, p|Gk), d.h. V(€) ist eine K/k-Form von V.
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o Urbild von [€]: Wie wir gerade gesehen haben, kénnen wir als Isomorphismus f :
FV (&) = FV die Identitit withlen. Es ergibt sich 9[V(£)] = [bs] mit

511y O - _
bs =1-171) = 1-9%(s) - 1-9(s) ™! = asp(s)p(s) ™ = as,
wobei s ein Urbild von 5 in G}, sei.

q.e.d.

3.7 Bemerkung. Auch fiir die Koeffizientenerweiterungen aus Beispiel 1.6(i) und (iii)
gilt, dal ¥ eine Bijektion ist, falls G endlich ist. (Vgl. [Ser97, S.121ff]!)

Jetzt definieren wir den zweiten zentralen Begriff dieses Kapitels, den des Morphismus
von zwei Koeffizientenerweiterungen F : C, — Cx und F' : C, — Ck'.

Fiir unsere Zwecke besonders wichtig wird der Fall der Erweiterungen F,;"™ — Fp2™
und RepQ — RepQK sein, bei dem der Morphismus durch die [-adische Kohomologie
gegeben wird. Wir werden insbesondere sehen, dafl fiir eine getwistete Fermatgleichung @)
die Kohomologie der zugehorigen Hyperfliache X (Q) durch die Kohomologieklasse He, 9[Q)]
charakterisiert wird.

3.8 Definition. Ein Morphismus zwischen zwei Koeffizientenerweiterungen Cy, e x und
¢ s ¢’ wird durch kovariante Funktoren Hj, : Cp — Cp und Hy : Cx — Cx' sowie
eine natiirliche Aquivalenz h : Hx F' = F'H,, gegeben: Cr _Hr Cx'

/
Ch——Ci

Dabei soll zusitzlich gelten, daB fiir alle Y, Z € Ob(Cy,) die Komposition
Isoc,. (FY,FZ) M, Isoc, . (HkFY, Hxk FZ) LR Isoc,(F'H,Y, F'H,Z)

G-dquivariant ist.

3.9 Bemerkung. Sind C, LR Cr, C F, Cx' und G 5 Cx” Koeffizientenerwei-
Hl. ’

terungen und (Cy Hr, C',Cx A, Cx' HxF LN F'Hy) und (G —= G, Ck' —

CK”, H O Ay ) s 1) Morphismen von Koeffizientenerweiterungen, so ist offenbar auch

(cp Tt o e BT oo g g YUY pr e g ein Morphismus von Koef-

fizientenerweiterungen.
Man iiberlegt sich leicht, dafl die so definierte Komposition von Morphismen von Koef-

fizientenerweiterungen assoziativ ist, d.h. wir erhalten auf diese Weise die Kategorie der
Koeffizientenerweiterungen.’

st F: Cr — Cx eine Koeffizientenerweiterung, so ist die Identitit auf I’ der offensichtliche Morphis-
mus (1ck, 1CK7 1CKF — Flck).
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3.10 Satz. Sei (Hy, Hi,h) ein Morphismus zwischen den beiden Koeffizientenerweite-

rungen Cj, L Cx und G LN Ck'. Dann ist fiir jedes X € Ob(Cy) das folgende Diagramm
von Abbildungen punktierter Mengen kommutativ:

'

E(K/k,X) o T E(K/k, H,X)
9 - 9
HY(G, A(X)) (a;) = (hHxa,) HY(G, A(HuX))

(4

Beweis:
o Wohldefiniertheit von :

— Gilt Y 2 Y7, so auch H,Y = H,Y’', d.h. ¢([Y]) ist unabhéngig von der Wahl
des Repréasentanten Y.

~Ist FY L FX ein Isomorphismus, so auch hHg f : F'H,Y = F'H,X, d.h.
aus Y] € E(K/k, X) folgt [H,Y] € E(K/k, H,X).

— Das ausgezeichnete Element [X] geht unter ¢ auf das ausgezeichnete Element
[Hp X].
o Wohldefiniertheit von 1:

— Sei (as) € Z'(G, A(X)) ein 1-Kozykel und seien s, ¢ € G. Dann folgt:
hHygay = hHy (asa) = (hHgay) (hHi'a) 2 (hHa,) (hHyay).

Also ist (hHyas) ebenfalls ein 1-Kozykel.
— Seien (ay), (a}) € ZY (G, A(X)) zwei kohomologe 1-Kozykel, sei b € A(X) so

S

gewihlt, daB @) = b~1a,% fiir alle s € G gilt. Dann folgt
hfv{KCLig = hHK (b_lassb) = (hHKb_l) (hHKCLS) (hHKsb)
—_—— ~——

8

= (hHgb)™" (hHb)

d.h. (hHKCI,S) ~ (hHKa;)

— Ist (as) € ZY (G, A(X)) der triviale Kozykel, so ist offenbar auch (hHfa,)
trivial, d.h. unter ¢ geht das ausgezeichnete Element auf das ausgezeichnete
Element.

o Kommutativitat des Diagramms: Sei [Y] € E(K/k, X), und wihle einen Isomorphis-
mus FY L FX. Dann gilt fiir alle s € G:

(WelY]), = WHY)), = (hHx f) (hHi ') = hHi (£(F71) = @0[Y]), .
= (0[Y])
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3.11 Beispiele.

(i)

Seien n > 2 und r > 1 natiirliche Zahlen. Wir betrachten die Koeflizientenerweite-
rungen F : F"" — Fr"und F' : Varg® — Varg® aus Beispiel 1.6(v) bzw. (i)+(vii).
Wir wollen Funktoren Fy : F,"" — Varf® und Fy : " — Vark® definieren:

Fir P € k[Xy,...,X,] sei F,P := Projk[Xy,...,X,]/P, die durch P definierte
Hyperfliche in P}~ '. Ist A € PGL(n,k) : P — @ ein Morphismus in F,"", so sei
F A der dadurch gegebene Automorphismus des IP’Z_I, eingeschréankt auf FiP. Of-
fenbar ist dann F,A : F,P — F.(Q ein Morphismus von projektiven Varietdten iiber
k, womit Fj zu einem Funktor wird. Fx werde ganz genauso definiert, nur mit K
anstelle von k!

Fir P € k[X;] haben wir einen kanonischen Isomorphismus

fp: FxFP =Proj K[X1,...,X,]/P = Projk[Xi,..., X,|/P x K;

mit seiner Hilfe erhalten wir eine natiirliche Aquivalenz f : Fx F' — F'Fy,. Das Tripel
(Fy, Fi, f) ist dann ein Morphismus zwischen den Koeffizientenerweiterungen F' und
F'. (Dafl die drei Funktoren die geforderten Eigenschaften erfiillen, iiberlegt man
sich leicht!)

Sei [ # char(k) eine Primzahl, i € Ny eine natiirliche Zahl, und seien F’ : Vary® —
Vary® und F” : Repgl’“ — Repgf die Koeffizientenerweiterungen aus Beispiel
1.6(i)+(vii) bzw. (vi). Wir definieren Funktoren F} : Vary° — Repgl’c und Fj :

K
l

Fiir projektive Varietiten X/k und Y/K sei Fj X := H. (X x;, K,Q;) und Fj, X :=
Hét(Y x ¢ K, Q); fiir Elemente s € Gy, t € G werde die Operation durch px(s) :=
Hi, (1x x Specs) bzw. Hg (1y x Spect) gegeben. Fiir einen Isomorphismus g : X =
X’ in Vary® setzen wir F}g := H. (g Xx 1), entsprechend fiir F},. Man beachte,
daB dadurch die Funktoren F] und Fj kovariant werden!

Fiir X/k projektiv haben wir einen kanonischen Isomorphismus

Vark® — Repg” wie folgt:

X xp K 55 X x i K,
der einen kanonischen Isomorphismus
H (X5 xx K, Qi) = H (Xre xx K, Qi)

und damit eine natiirliche Aquivalenz f’ : Fj F' — F"F} induziert. Das Tripel
(F}, Fj, f') definiert dann einen Morphismus von Koeffizientenerweiterungen, was
wir uns kurz iiberlegen wollen:

Seien dazu Y, Z € Ob(Vary®), g : Y — Zx und 5 € G beliebig, sei ferner s € G,
ein Reprisentant von 5. Offenbar ist das folgende Diagramm kommutativ:

((IZXSpeCE)_lg(ly><Spec§)>><1R

Yi X K ~ I ¥k K
fr |2 = U fz
YXkK = ZXkK

(1z xSpec s)*l(fzgf;/il)(lyXSpec s)



o8 3 FORMEN

Also erhalten wir:

['Fr'g = [Hét ((12 X Spec 8_1)(fzgfy_1)(1y X Spec s)ﬂ
= 02(s)(f'Frg)ey(s) ™" = (f'Fig).

-1

(iii) Seien n, r, ¢ und [ wie oben. Wenden wir Bemerkung 3.9 auf die Beispiele (i) und
(ii) an und setzen

Hy .= FjFr, Hg:=FiFg, h:=(f'"F)(Fgf),

so erhalten wir den folgenden Morphismus von Koeffizientenerweiterungen:

Fi' Repg,”
F % ol
nor Gy,

(iv) Seien n,r € N, natiirliche Zahlen, und betrachten wir die Koeffizientenerweiterun-
gen G : F'" — Fplund F @ F" — F'oaus 1.6(iv) bzw. (v)! Wir definieren
Funktoren Gy : F"" — F"" und G : F" — Fp" wie folgt: Auf Objekten seien
G bzw. Gk die Identitdt, auf Morphismen seien sie durch die kanonischen Sur-
jektionen GL(n, k) — PGL(n, k) bzw. GL(n, K) — PGL(n, K) gegeben. Dann ist
der identische Funktor eine natiirliche Transformation von GG nach FGy, und
das Tripel (G, Gk,id) erfiillt offenbar alle Bedingungen eines Morphismusses von
Koeffizientenerweiterungen.

3.12 Korollar. Seienn > 2,7 > 1 und ¢ > 0 natiirliche Zahlen, [ # char(k) eine Primzahl
und P € k[ X1, ..., X,] homogen vom Grad r. Sei X die durch P definierte Hyperfliche in
P7~!. Dann haben wir eine Operation ¢ der absoluten Galoisgruppe G}, auf der l-adischen
étalen Kohomologie von X:

©x : Gk — AUth Hét(X Xk K,le.
-V
Sei nun @ eine K/k-Form von P und 9[Q] =: [(A,)] € HY(G, A(P)) die zugehérige
Kohomologieklasse, ferner Y C P! die durch @ definierte Hyperfliche. Wegen Yz & Xy

ist die [-adische étale Kohomologie von Y als Q;-Vektorraum isomorph zu V. Sei ¢y die
zugehorige Galoisoperation auf V. Dann wird ¢y wie folgt gegeben:

—~1

oy : G — Autg,(V), s +— Hi (Ag ) o px(s) (15)

Dabei werde fiir s € (), das Bild in G mit s bezeichnet, und :4vg bezeichne das Element

f(FrAs x 15) € Aut(X x; K) (mit den Notationen aus Beispiel 3.11).

Sei nun speziell k ein endlicher Korper, f € Gy der arithmetische Frobenius und F% :=
ox(f)7! bzw. F} := @y (f)~! der geometrische Frobenius von X bzw. Y. Dann gilt:

Fy =W, (74) o Fx (16)
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Beweis: Nach Satz 3.10 gilt J[(V, ¢y)| = <Hét(;1; )) =: £, woraus nach 3.6 folgt, da8
(Vipy) = (V,px)(€) gilt. Das liefert Gleichung (15).
Sei nun £ endlich. Wegen (15) haben wir nur zu zeigen, dafl (Af‘—l)il = f_lAf gilt:

_ o . ~1
L= Ay = Appr = AfAps = Ap =T7(471) = (7a)

q.e.d.

3.13 Beispiel. Es sei in Beispiel 3.11(i) speziell k ein Zahlkorper, K := Q, n =3, r := 3
und P$ := X} + X3 + X3. In Beispiel 1.6(v) haben wir gesehen, daB P in F,"* isomorph
zu Q = 12X} + X3X3 + 3X3 ist. Also ist X3, die durch Pj definierte Kurve in P%,
isomorph zur elliptischen Kurve mit projektiver Weierstrafi-Gleichung ', d.h. mit affiner
WeierstraB-Gleichung y?> = —1223 — 3. Diese Kurve hat j-Invariante 0, und bekanntlich

sind zwei elliptische Kurven iiber Q genau dann isomorph, wenn sie dieselbe j-Invariante
haben (vgl. [Kna92, S.66]). Es ist also

{Y Cc P2|Y elliptische Kurve mit j-Invariante 0} /k-Isomorphismen
= {[Y] € E(Q/k, X3)| Y besitzt einen k-rationalen Punkt} .

Korollar 3.12 gestattet es also im Prinzip, bei Kenntnis der G-Darstellung H (X3, Q) fiir
jede elliptische Kurve Y/k mit j-Invariante 0 die Gi-Darstellung Hg, (Y, Q) zu berechnen,
d.h. insbesondere die L-Reihe von Y.

3.14 Korollar. Es sei k& = F, ein endlicher Koérper, n > 2 und r > 1 natiirliche Zah-
len, P € k[Xy,...,X,] homogen vom Grad r und X die durch P definierte (n — 2)-
dimensionale Hyperfldche in szl. Weiter sei @ eine K/k-Form von P in F;"", 9[Q] =:
[(As)] € H(G, A(P)) die zugehérige Kohomologieklasse und Y C P}~ die durch @ defi-
nierte Hyperfldche.

Wir betrachten den geometrischen Frobenius

Fx : Xg— Xg, (v1:...0xp) > (2] 0.0 2d)

und den Automorphismus a := 71Af von Xg, wobei f € Gy wieder den arithmetischen
Frobenius bezeichne (zur Notation vgl. 3.12!).

Dann hat der Morphismus Fxa : Xz — Xi nur isolierte Fixpunkte, und deren Anzahl
ist gleich #Y (k), der Anzahl der k-rationalen Punkte von Y

#{x € kn

Q(x):O}—l
qg—1

#{:13 e X(K) ‘ Fya(z) = x} — AY (k) =
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Beweis: Offenbar verschwindet das Differential dFy, d.h. 1 — d(Fxa) = 1, woraus folgt,
dafl die Fixpunkte von F'xa isoliert sind und dafl ihre Anzahl N mit der Lefschetzschen
Spurformel berechnet werden kann (vgl. [Har93, S.453]!):

2n—2

N = Z(—l)i - Tr [(an)* ‘ Hy, (Xz. Qi)

wobei [ eine Primzahl ungleich p sei. Nun ist (Fxa)* = a*F%, was keinen Bezeichnungskon-
flikt mit dem in 3.12 auftretenden F% darstellt, weil bekanntlich (vgl. [Mil80, S.292,13.5.]!)
Fx in der Kohomologie als Inverses des arithmetischen Frobenius operiert, so dafl wir nach
(16) (Fa)* = Fy erhalten, was aus demselben Grund die Kohomologie des geometrischen
Frobenius Fy : Y;z — Yj ist. Jetzt wenden wir die Lefschetzsche Spurformel in der ande-
ren Richtung an und erhalten

N = 25(—1)%‘ T [(Fxa) | HY (X, Q)

2n—2

- Z(—Ui Ty [F;;

H, (Ykan)] = #{1‘ €Y (K) ‘ Fy(z) = x},

und die Anzahl der Fixpunkte des geometrischen Frobenius ist ja gerade die Anzahl der
k-rationalen Punkte (vgl. [Mil80, S.186]!). q.e.d.

3.15 Korollar. Es seien k, n, r und P wie in 3.14, aber jetzt werde P als Objekt der
Kategorie F;" aufgefaBt; X sei die durch P definierte (n — 1)-dimensionale affine Hyper-
fliche in AZ. Weiter sei Q eine K/k-Form von P in F"", 9[Q] =: [(4,)] € H' (G, A(P))
die zugehérige Kohomologieklasse und Y C A} die durch @) definierte Hyperfldche.

Wieder betrachten wir den geometrischen Frobenius

Fi: Xg— Xg, (x1,...,2,) — (27,...,29)

—~—

und den Automorphismus @ :=/'A 7 von X, der in analoger Weise wie in 3.12 bzw. 3.14
definiert sei.

Dann ist die Anzahl der Fixpunkte von Fya : Xz — Xg gleich #Y/(k), der Anzahl der
k-rationalen Punkte von Y:

#{a: e X(K) ‘ Fya(r) = x} — AV (k) = #{x e k"

Q(x) = 0} (18)

Beweis: Wir wollen die Abbildung
f: {mEX(K)‘FXEL(x):x}\{O} — {mEX(K)‘FXa(x):x}
(X1, .., 2) — (X1 ... xp)

betrachten, wobei X, Fx und a wie in 3.14 definiert seien, wenn man P als Objekt von
F.7" auffaBt. Die Wohldefiniertheit von f folgt aus der offensichtlichen Tatsache, dafl das
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folgende Diagramm von Varietiten iiber K kommutiert:

- Fga -
&\ {0} &\ {0}
p = p
X o Xr
wobei p den Morphismus bezeichne, der (xy,...,z,) auf (z; : ... : x,) abbildet. Wie
behaupten, dafl f surjektiv ist:
Sei dazu (7, : ...: ,) ein Fixpunkt von Fya. Es gibt dann also ein A € K* mit
Fea(xy, ... x,) = Az, ..., Azy). (19)

Weil @ ein linearer Automorphismus ist, gilt fiir beliebiges p € K*:

Fea(uxy, ..., pxy) = pd - Fya(xy, ..., x,)
(19) -
= pIN- (21, ) = p? N (uy, - pxy). (20)

Da K algebraisch abgeschlossen ist, kénnen wir ein ¢ € K* finden mit u9='\ = 1. Setzen

wir dieses 4 in (20) ein, so sehen wir, da8 x := (uz1, ..., px,) ein Fixpunkt von Fga ist,
d.h. z ist ein Urbild von (x; : ... : x,) unter f. Die Surjektivitéit von f ist damit bewiesen.
Als néchstes zeigen wir, daf jeder Fixpunkt (zy :...: x,) von Fyxa genau ¢ — 1 Urbilder

hat. Wegen der Surjektivitdt von f, die wir soeben bewiesen haben, gibt es zumindest
ein Urbild — sei ohne Beschrédnkung der Allgemeinheit (zy,...,2,) ein solches Urbild.
Alle anderen Urbilder sind dann offenbar von der Gestalt (uw1,...,us,) fir p € K*.
Andererseits miissen solche Elemente Fixpunkte unter Fga sein:

!

Fea(pxy, ... pxy) = pd - Fya(xy, ..., xn) = pd - (T1, .., x0) = (pze, ..., py,),

d.h. es muf} gelten u? = pu, was dquivalent zu p € k ist. Es folgt, dafl genau die u € £~
Urbilder liefern, d.h. es gibt genau #(k*) = ¢ — 1 Urbilder von (x; : ... : x,) unter f —
genau, wie wir behauptet haben.

Wir wissen also jetzt, dal f surjektiv ist, und wir kennen die Kardinalitdt der Fasern,
so daB wir die Kardinalitdt der Quelle und somit die Anzahl der Fixpunkte von Fyga
berechnen koénnen:

#{x e X(K) ‘ Fea(z) = a:} =1+ (g— 1)#{x e X(K) ‘ Fya(z) = x}
1m)

= 14 (¢ — D#Y (k) = #Y (k).

q.e.d.
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4 Spezielle Projektoren

Nachdem wir in den letzten Kapiteln die Methode des Galois-Descents entwickelt ha-
ben, wenden wir uns nun einer weiteren ,Zutat“ zu, die wir spéter zur Berechnung der
Kohomologie von getwisteten Fermathyperflichen brauchen werden:

In der Einleitung haben wir erwéhnt, dafl man aus der Tatsache, dal das Kranzpro-
dukt S, [ g auf der Fermathyperfliche X operiert, auf die Zerlegung der /-adischen
Kohomologie von X" in Eigenrdume schlieSen kann, die zu den Charakteren der abelschen
Gruppe p, korrespondieren.

In diesem Kapitel werden wir allgemeiner die Situation untersuchen, dafl ein semidirek-
tes Produkt A x S zweier endlicher Gruppen auf einem Objekt M einer pseudoabelschen
Kategorie operiert, und zeigen, dafl man auch dann eine Zerlegung von M in die direkte
Summe von Eigenrdumen M, zu den Charakteren y von A hat.

So sehen wir, daf8 die Zerlegung von HZ(X™, Q) in Eigenrdume eine ,motivische*
Zerlegung ist, d.h. sie ist die [-adische Realisierung der entsprechenden Zerlegung des
Grothendieck-Motivs h(X]") von X"

4.1 Lemma/ Definition. Seien S eine Gruppe und A eine endliche, abelsche S-Gruppe.
Dann ist auch die duale abelsche Gruppe A eine S-Gruppe via

VscS:VxeA:Vac A: (a):=x(° a).

Beweis: Seien s € S und y € A beliebig. Dann ist auch ®y € A, denn fiir a,b € A gilt:

(ab) = x(*"(ab)) = x(*"a* b) = x(* a)x(*"b) = “(a)x(b).

Sei nun zusétzlich ¢t € S beliebig, dann gilt

() = x("a) =X (" a) = () (a),

d.h. es gilt ¥y = (%), woraus folgt, daB es sich tatsichlich um eine Links-S-Operation
handelt. q.e.d.

4.2 Lemma/ Definition. Es seien A eine endliche, abelsche Gruppe der Ordnung n mit
Exponent m und R C C ein Ring, der die m-ten Einheitswurzeln enthélt und in dem
n invertierbar ist. Sei x € A ein Charakter (der dann automatisch iiber R faktorisiert).

Definiere
Z x(a)"'a € R[A].

aEA

Dann bilden die (py),c4 ein vollstindiges System von Idempotenten in R[A], d.h.

1 falls xy =4

VX’¢€A: pqup:{ 0 sonst

, und pr =1¢€ R[A]

xEA
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Beweis: Das folgt aus der allgemeineren Aussage fiir beliebige endliche Gruppen in [Lan93,
S.6751]. q.e.d.

4.3 Lemma. Seien S eine Gruppe, A eine endliche, abelsche S-Gruppe der Ordnung
n mit Exponent m und A x S das semidirekte Produkt von S mit A (so definiert, dafl
sas™t = % fiir a € A und s € S). Sei wieder R C C ein Ring, in dem n invertierbar ist
und der die m-ten Einheitswurzeln enthélt. Via R[A] — R[A x S| fassen wir die in 4.2
definierten Idempotenten als Elemente in R[A x S| auf. Dann gilt fiir alle s € S, b € A
und y € A:

5.pxzpsx-5 und pr:X(b)pX

Beweis:
1 ~1 1 ~1 1 ~1fs
spv=s @) ta = S x(a) sa = 3 x(a) ] s
acA a€A a€A
= ST s = S () s = S @) e
acA a€A a€A
= pSX - S.

by = - Sox(@)oa] = - 37 (0 b)) foal = + 37 x(0) - x([ba]) o

acA a€A a€A
1 _
== x(b) x()a=x(b) - py.
acA

q.e.d.

4.4 Korollar. Es seien alle Bezeichnungen wie in 4.3, ferner sei 1) € A beliebig. Dann
gilt:

-5 fallsy =*
RAXS]|2py-s-py= { pwo sonst¢ X und

o x(b) oy falls g =x
Py bpx—{ 0 sonst.

Beweis: Klar nach 4.2 und 4.3! q.e.d.

4.5 Korollar. Seien A, S und R wie in Lemma 4.4, seien M eine pseudoabelsche, R-
lineare Kategorie und M € Ob(M) ein Objekt, auf dem A x S von rechts operiert. A=
A°PP — Aut(M) induziert R[A] — End(M), d.h. wir konnen fiir y € A das Idempotente
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py als Projektor in End(M) auffassen — sei M, der durch p, herausgeschnittene Teil,

dann gilt
M =P M,.
x€A
Sind s € S, b € A und x € A beliebig, so haben wir die folgenden beiden kommutativen

Diagramme, die die Zerlegung der Automorphismen s und b auf M beziiglich der Zerlegung
von M in die M, beschreiben:

Msx DPx-8'Psx MX MX X(b) MX
M S M M . M

Bewezis: Die Zerlegung von M in die direkte Summe der M, folgt sofort aus 4.2, das rechte
Diagramm folgt aus dem zweiten Teil von Lemma 4.4.

Die Komposition von Gruppenhomomorphismen

Ax S Z2T0 (A% 8)°P — Aut(M)
induziert einen Ringhomomorphismus
¢ : R[A x S| — End(M),

und per definitionem gilt ¢ (p,-1) = p, fiir x € Aund ¢(s7') = s fiir s € S. Nach Lemma
4.4 ist fiir x,1 € A und s € S das Element py-1 - s~ - p,—1 hichstens dann ungleich null,
wenn ¢+ = 7y 1) gilt, aber

wfl _ (s—l)(X71> — s(wfl) _ Xfl = y= sw.
Also erhalten wir:

_ Py S ,faHSX:s¢
End(M) > py-s-py = @(py-1-$ l'pxl):{ w() , sonst '

q.e.d.

4.6 Lemma/ Definition. Seien die Notationen wie in Korollar 4.5, und sei x € A
beliebig. Bezeichne [x] € A den Orbit von y unter der Aktion von S aus 4.1. Setze

My = @ M,
X€[x]

(Dann ist also My) der von dem Projektor pyy) := 3~ .1, Py herausgeschnittene Teil.) Aus

Korollar 4.5 folgt offenbar, daB A x S auf M, operiert. Ist also A = [y1]U...U [x,] eine
disjunkte Zerlegung in Orbiten, so ist

M = M[xﬂ @"‘@M[xr}

eine Zerlegung von M in (A x S)-invariante Unterobjekte.
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Beweis: Klar! q.e.d.

4.7 Beispiele. Seien A und S wie oben, sei m ein Exponent von A und ( € C eine
primitive m-te Einheitswurzel. Sei k ein Korper, Gy die absolute Galoisgruppe und X/k
eine glatte, projektive Varietit, auf der A x S von links operiert.

(i) Sei M die Kategorie MF der Grothendieck-Motive iiber k& mit Koeffizienten in E,
und sei h(X) das Motiv zu X. Per Funktoralitét operiert dann A x .S von rechts auf
h(X), und wir erhalten geméf Korollar 4.5 eine Zerlegung

hX) =@ n(X),.

xEA

(ii) Sei [ # char(k) eine Primzahl mit { = 1 (mod m) und i € Ny eine natiirliche Zahl.
Nach Hensels Lemma enthélt Q; dann die m-ten Einheitswurzeln, d.h. nach Auswahl
einer primitiven m-ten Einheitswurzel erhalten wir eine Einbettung Q(¢) — @,
durch die M := Repgl’“ eine Q(¢)-lineare (pseudo-)abelsche Kategorie wird. Be-
zeichnet V' € Ob(M) die Q-Gy-Darstellung H, (X xj k,Q;), so operiert A x S
per Funktoralitéit von rechts auf V. Aus Korollar 4.5 folgt dann, dafl sich V' in eine
direkte Summe von Q;-G-Darstellungen V) zerlegt, wobei gerade gilt:

Vi={veV|VacA: v -a=x(a)- v}

4.8 Lemma. Seien S, A, n, m und R wie in 4.4, sei M eine pseudoabelsche, R-lineare Ka-
tegorie und M, N € Ob(M) Objekte, auf denen A operiert. Sei ferner f € Mor (M, N)
ein A-dquivarianter Morphismus und y € A ein beliebiger Charakter. Dann kommutiert
das folgende Diagramm A-adquivarianter Morphismen:

pxofopy
MX NX

M 7 N
Ist zusétzlich S eine beliebige Gruppe und A eine S-Gruppe und operiert A xS von rechts
so auf M und N, daB f sogar (A x S)-Aquivariant ist, dann kommutiert das folgende
Diagramm (A x S)-dquivarianter Morphismen:

Pixjefopiyg
My

Ny
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Beweis: Klar wegen

fopy="fo (% Zx(a)‘la) = %Zx(a)‘l(f oa) =

a€A

q.e.d.

4.9 Lemma. Seien S, A, n, m und R wie in 4.4, sei B ein Quotient von A via A % B — 0
und y € B ein beliebiger Charakter sowie ¢*y € A der auf A zuriickgezogene Charakter.
Dann wird unter der durch ¢ induzierten Abbildung R[A] ~* R[B] das Idempotente p,-
auf das Idempotente p, abgebildet.

Beweis: Es sei C':= ker p und B C A ein Représentantensystem von B. Es ergibt sich:

Pubiry = P (% >, X(SOG)_1@> = %Z X(pa) " pa =

acA acA
1 c |
=~ D X((eh))p(ch) = #7 > x(pb) b = pry > x(0) 7' =py.
ceC beB beB beB

q.e.d.

4.10 Korollar. Seien S, A, n, m, R und M wie in 4.8 und N € Ob(M) ein Objekt, auf
dem A operiert. Ferner sei B ein Quotient von A via A % B — 0 und M € Ob(M) ein
Objekt, auf dem B operiert. Sei schliefllich ein Morphismus f € Mor (M, N) gegeben
mit der Eigenschaft, dafl fiir alle a € A das folgende Diagramm kommutativ ist:

M-t-nN

| = o

MT)N

Sei nun y € B ein beliebiger Charakter und ¢*y € A der auf A zuriickgezogene Charakter.
Bezeichne M, den durch p, € R[B] — End (M) aus M herausgeschnittenen Teil, dann
ist das folgende Diagramm kommutativ (mit A-dquivarianten Morphismen beziiglich der
durch ¢ auf M induzierten Operation):

Mx LESEL Nso*x
M N
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Sei zusétzlich S eine beliebige Gruppe, die so auf A operiert, dafl ker ¢ invariant ist. Dann
gibt es genau eine Operation von S auf B, die ¢ zu einem S-dquivarianten Morphismus
macht, wodurch ein kanonischer Morphismus A x S <5 B x S induziert wird. Operiert
A xS von rechts so auf N und M (dort via ¢, ), daf f sogar (A x S)-dquivariant ist, dann
kommutiert das folgende Diagramm (A x S)-dquivarianter Morphismen:

Ple*x]ofopy
My = Nigry

Beweis: Klar nach 4.8 und 4.9! q.e.d.
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5 Formen der Fermatgleichung in F,""

Es seien m,n > 1 natiirliche Zahlen, k ein Kérper mit (char k) f m!, K := k ein separabler
algebraischer Abschlufl von k£ und G := Gal(K/k) die absolute Galoisgruppe. Setze P)* :=

X+ ...+ X" € k[X;]. — P ist also ein Objekt aus F;"™ und aus F;"™, wir wollen
es in diesem Kapitel aber nur als Objekt von F;"™ auffassen und in dieser Kategorie die
K /k-Formen von P!" bestimmen.

Wie wir aus dem dritten Kapitel wissen, miissen wir zunéchst die Automorphismen-
gruppe A(P™) berechnen, bevor wir die Descent-Methode anwenden konnen:

5.1 Lemma/ Definition. Seien r € N eine positive natiirliche Zahl, R ein kommuta-
tiver Ring mit Eins und A C R* eine Untergruppe der multiplikativen Gruppe von R.

Dann wird durch
S, [A — GL(r,R)

(ai)i 0 = (ai ) 6i70(j))@',j

ein injektiver Gruppenhomomorphismus aus dem Kranz-Produkt von S, mit A (vgl. 2.15!)
in die Gruppe der reguléren r x r-Matrizen tiber R definiert. (Dabei werden die Elemente
aus S, gerade als Permutationsmatizen, die Elemente aus A" als Diagonalmatrizen nach
GL(r, R) eingebettet.)

Beweis: Die Abbildung werde mit f bezeichnet!

o multiplikativ: Seien (a;); - o und (b;); - 7 aus S, [ A beliebig. Dann ergibt sich:
f((ai)i : 0) : f((bi)i : T)
= (@i o)y (O Orr(i) oy = (hmr@i Gioty i Orr(i),
= (@i dior() “0r(y);; = (aibo-10) * ior(i)),
= f((aiba—l(i))i : UT) = f([(az)z : U] : [(bz)z : T])

o wohldefiniert: Offenbar gilt f((1,...,1)-id) = E,, woraus mit Hilfe der soeben bewie-
senen Multiplikativitdt folgt, dafl f ein wohldefinierter Gruppenhomomorphismus
ist.

o injektiv: Klar, denn aus f((a;); - 0) = E, folgt zundchst 0 = id und dann sofort

(a;); = (1,...,1)!

q.e.d.

5.2 Satz. Ist m > 3, so gilt
Au‘ﬁf}?’" (Py") = Snftm € GL(n, K),

wobei S,, [ i, das Kranz-Produkt der symmetrischen Gruppe S, mit der Gruppe p,, der
m-ten Einheitswurzeln in K, wie in 5.1 beschrieben nach GL(n, K) eingebettet sei.
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Beweis: Siehe [Shi88]! q.e.d.

5.3 Lemma. Das Kranz-Produkt S,, [ i, ist nach 2.16 eine diskrete G-Gruppe. Ist m > 3
(und also S, [ ptm = Autg(P") nach 5.2), so stimmt die dort definierte G-Operation mit
der in Beispiel 1.6(iv) definierten und nach Beispiel 3.5(ii) stetigen Operation iiberein.

Beweis: Sei also m > 3! Fiir jede Operation von G auf S, [ ft,, muB ((1); - 0) = ()i -
%o gelten, und nach Gleichung (4) operiert G auf GL(n, K) durch Operation auf den
Matrixeintriagen, woraus (u;); = (°w;); und o = o folgt, da das Bild von ¢ in GL(n, K)
eine Permutationsmatrix mit Eintrdgen aus {0, 1}, also insbesondere aus k, ist und o
demnach fix unter der Galois-Operation ist. q.e.d.

Nachdem wir A(P") bestimmt haben, werden wir uns nun mit Hilfe der Methoden
aus dem zweiten Kapitel an die Berechnung der Kohomologie H! (G, A(P™)) machen,
um die Ergebnisse des dritten Kapitels anwenden zu kénnen.

5.4 Lemma,/ Definition. Es sei ¢ € Z. (G, S,). Dann werden in 2.29 (indem wir
A:= K* bzw. A := p,, setzen) die diskreten G-Moduln (K*)? und (pu,,)" definiert, und

die folgende kurze exakte Sequenz ist exakt in der Kategorie der diskreten G-Moduln:

L —— () — (K77 —— (K7 — 1.

Beweis: Die Sequenz ist einfach die n-fache Summe der wohlbekannten Kummersequenz,
und man sieht sofort, dafl alle Morphismen G-dquivariant sind. q.e.d.

5.5 Lemma. (Hilbert 90)
Es sei c € Z} (G, S,) beliebig. Dann gilt:

cont

Hl

cont

(G, (K7)2) = 0.

Diese Aussage stimmt auch, wenn K eine beliebige Galoiserweiterung von k£ mit Galois-
gruppe G und kein separabler algebraischer Abschluf ist, und wir werden sie fiir diesen
etwas allgemeineren Fall beweisen.

Beweis: Wir befinden uns in der Situation von 2.29 und wollen alle dort vorgenommenen
Identifizierungen vornehmen. Insbesondere wird ¢ also durch eine (bis auf k-Isomorphie
eindeutig bestimmte) endliche, kommutative, separable k-Algebra L vom Grad n iiber k
gegeben, wir setzen M := Homy(L, K) und identifizieren S, mit Aut (M).

Wegen 2.30 und 2.10 kénnen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dafl L
ein Korper ist.
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o 1. Fall k=F, K =L=F,
Hier gilt also G = (F) = (1, F,..., F"™'), wobei F fiir den Frobenius stehe, und we-
gen K = L und L/k galoissch ist M := Homy(L, K) = G. Sei (as)s € Z'(G, (K*)?)
beliebig, und sei ar = (x,),enm. Nach 2.9 gilt

Speziell folgt fiir p = F° = id:

n—1 _ n—1 _
J J
=11t - 11t 2
j=0 Jj=0
Setze nun

b:= (bpo,...,bpn-—1) = <Ha:_ql 7) .
FieM

Fir i e {1,...,n — 1} folgt zunéchst

i i1
1 F . 1 q . q’L—] 7q1+(i—1)—j . q’i—i o '
(b= - "b)pi = by ble—(”a:Fj >< T =%, = Tpi,
i1

j=1
und auflerdem gilt

n—1

F q 1+(n 1)—j 7q —J (21
("b)po = b1 = b1 = = xFJ —xFo T = Tpo,

7j=1

also auch
(b_l : Fb)FO =1- Tpo = Tpo,

also insgesamt b- b = ap, d.h. (as), ist kohomolog zur trivialen Klasse nach 2.9. —
Fiir diesen Fall haben wir das Lemma also bewiesen.

o 2. Fall: k = F,, K/L = F beliebig.
Betrachte den abgeschlossenen Normalteiler H := Gal (K/L) in G! Nach 2.36 erhal-
ten wir eine exakte Sequenz

cont(G (KX> ) - Hclont(H (KX)?)

0— Hl(G/H /L), [(K*);] J) = H.

=Gal (L/k) _(LX)ZL

J/

~
=0 (nach dem 1. Fall!)

Offenbar operiert H einfach komponentenweise auf (K*)?, d.h. als H-Gruppen sind
(K)? und (K*)™ isomorph. Daraus folgt

Hl

cont

(H, (K*)2) = H,

cont

(H, (E*)") = (H.

cont

(H, K X))" =0,
=0 (Hilbert 90!)
Insgesamt folgt also aus der Exaktheit obiger Sequenz die Behauptung auch in

diesem Fall, d.h. wir haben das Lemma fiir den Fall, dafl k ein endlicher Korper ist,
vollstéandig bewiesen.
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3. Fall: k unendlich, [K : k] < oo.

In diesem Fall wollen wir nach dem Vorbild von Serre in seinem Beweis des , Hil-
bert 90 aus [Ser79, S.150] vorgehen: Sei (a;) = ((asgp)per) € Zoow (G, (K))
beliebig. Da die s € G, aufgefafit als Elemente des K-Vektorraums Homy (K, K),
K-linear unabhingig sind, ist fiir jedes Tupel a = (ay)seq € (KX)E*H die Linear-
form K & K mit lo(x) := Y o as - ungleich null, d.h. ihr Kern ist ein echter
k-Untervektorraum von K. Speziell trifft dies auf die l,, mit o, := (as)seq fiir
¢ € M zu. Die Vereinigung der Kerne der [, ist dann eine echte Teilmenge von K,
weil nach Voraussetzung k unendlich viele Elemente hat. Also gibt es ein d € K,

auf dem keine dieser Linearformen verschwindet, d.h. das Element

S
thM Z Usp - d goeM
seG

b:= (l

liegt in (K*)7. Setzen wir D := (d,...,d) € K7, so gilt in K offenbar:
b=> a,-°D

Fiir beliebiges s € G folgt dann

b= Z tD ) =a, Zast~StD—a - b,

teG 1 teG
=as ast

also

1:b_1-a, - .

Diese Gleichung gilt zunéchst in K7, dann aber auch in (K*)?, weil beide Seiten
darin liegen und die G-Operation auf (K*)? die Einschriankung der G-Operation
auf K ist. Der 1-Kozykel ay ist also kohomolog zum trivialen 1-Kozykel, und das
Lemma ist auch in diesem Fall bewiesen.

4. Fall: k unendlich, K beliebig.

Sei K’ ein Zwischenkorper der Erweiterung K/L, der endlich und galoissch iiber k
ist (zum Beispiel die normale Hiille von L in K!). Bezeichnet H den zugehérigen
abgeschlossenen Normalteiler Gal (K/K’) von G (der nach Wahl von K’ endlichen
Index in G hat), so erhalten wir wie im zweiten Fall nach 2.36 eine exakte Sequenz

O - Hiont (G/H7 [(KX)C] ) = Hclont(G (KX)Z) ﬁ) H(}ont( ( ) )j
N =K = (Bl tE")"
=0 (;Fall!) = 0 (Hilbert 90!)

und die Behauptung folgt wie dort.

q.e.d.

5.6 Lemma. Es sei ¢ € 7}

(G, S,) und alle Bezeichnungen wie in 2.29. Dann haben

cont

wir den folgenden Isomorphismus von abelschen Gruppen (und also insbesondere von
punktierten Mengen):

L* — HYG,(K))

x = (0T)pem-
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Beweis: Nenne die Abbildung aus dem Lemma f. Fiir i = 1,...,r wollen wir die kanoni-
sche Abbildung L — L; C K mit ¢; bezeichnen; die ¢q, ..., sind also Elemente aus M.
Wir prézisieren dann die Aussage des Lemmas und behaupten, dafi die Umkehrabbildung
g zu f wie folgt gegeben wird:

HO(G,(K*)2) & Tl Lf =L

(xgo)tpeM = (xbz)z

Zunéchst wollen wir uns {iberlegen, dafl g wohldefiniert ist, daf also fiir beliebiges (z,) €
H°(G, (K*)")) und beliebiges i € {1,...,r} das Element z,, in L; liegt. Hierfiir miissen
wir zeigen, daf§ x,, fix unter der Operation von G, := Gal (K/L;) ist. Sei also s € G,
beliebig. Wegen s € G, < G ist (x,) nach Voraussetzung fix unter s, und es folgt

() = (xp)p = (Ts-10)p = 2, =251, = ‘.
Als néchstes wollen wir sehen, dafl auch f wohldefiniert ist. Seien dazu x € L™ und s € G
beliebig. Dann ergibt sich:

Toz), = (s ¢lw)), = (557 02), = (92),,

d.h. f(z) = (¢z), ist tatsichlich ein Element aus H°(G, (K*)7).

Da die Abbildungen f und g offensichtlich Gruppenhomomorphismen sind, bleibt nur
noch zu zeigen, daf sie invers zueinander sind. Sei zunéchst © = (x;);=1,., € L* beliebig.
Es folgt:

77777

(9.£)(@) = g[(p2),] = (1i2)i = (21,..., ) = 2.
Sei umgekehrt (x,), € H*(G, (K*)") gegeben. Wir haben zu zeigen, daf fiir alle ¢ € M
gilt:
Ty = [(fg)(xso)so} = P(Tuys o5 T0,)-

Sei also ¢ € M beliebig. Dann faktorisiert ¢ iiber ein L; mit i € {1,...,7}, und deshalb
gibt es ein s € G mit 1) = s¢;. Damit ergibt sich:

(xcp)w = 8(37@)@ = (st—lsa><p
= xy =1y =1, = ((ny,, .. 0,) =02, ... 1,,).

q.e.d.

5.7 Korollar. Es sei ¢ € Z} (G, S,) und alle Bezeichnungen wie in 2.29. Dann haben

wir den folgenden Isomorphismus von abelschen Gruppen:

LX/LXm l> Hclont(G7<lu77:1>C)

T — ((_S RY 8_19”7) ) .
ew
peM s

(Dabei bezeichne x/y fiir beliebiges y € K* ein Urbild von y unter der Surjektion K RN
K>, z+— 2™)
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Beweis: Wir betrachten die lange Kohomologiesequenz zur kurzen exakten Sequenz aus
5.4 und erhalten mit Hilfe des Isomorphismus aus 5.6 sowie mit 5.5 das folgende kommu-
tative Diagramm abelscher Gruppen mit exakten Zeilen:

Hclont(G7 (KX )Z)

Lx m L*=—---- 5 > Hclont(G7 (Mm)?) 0

HO (G, (K)2) ——= HO(G. (K)2) 5 gy Heom (G (1))

c

l = l =

~

Die Abbildung ¢’ induziert also einen Isomorphismus v : L*/L*™ = H! (G, (um)?),
und wir miissen nur noch zeigen, dafl die angegebene Abbildungsvorschrift die richtige
ist. Sei dazu x € L~ beliebig, dann ergibt sich:

5’<x>"£6[<w>w]=<(;¢_x) A W)) - (Tf) ,

und die Behauptung folgt. q.e.d.

5.8 Korollar. Es sei b € Z} (G, S, [ pm) beliebig und alle Bezeichnungen wie in 2.29.

Dann haben wir folgenden Gruppenisomorphismus:

n: H (Li O pm) — HO(Gv (tm)e)
v > (p2)penr.

eont (G Sp). Nach 2.25 stimmen auf !, die mit
b und c getwisteten G-Operationen iiberein. Wir diirfen also b durch c ersetzen. Nach 5.4
und 5.6 haben wir dann das folgende kommutative Diagramm von Gruppen mit exakten
Zeilen:

Beweis: Es bezeichne ¢ das Bild von b in H!

1 HO(G,A(M%)C) HO(G7T(KX)?) LHO(GT(KX)?)
1*>{x€LX||:pm:1} L* - L~

Offenbar gilt {z € L*|2™ =1} = [[,_,(L; N pm), und die Abbildungsvorschrift fir »
ergibt sich aus 5.6. q.e.d.

5.9 Lemma. Esseic € Z. (G, S,) und alle Bezeichnungen wie in 2.29. Dann haben wir

den folgenden Gruppenisomorphismus:

Auty(L)PP = HO(G, (Sn)e)
a — [M — M, ¢ — poal.
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Beweis: Es seien die Morphismen ¢1,...,t, € M wie im Beweis von 5.6 definiert. Mit
deren Hilfe definieren wir die Umkehrabbildung 3 von « wie folgt:

Wir wollen nun schrittweise zeigen, dafl & und  wohldefinierte, zueinander inverse Grup-
penisomorphismen sind:

e afa) bijektiv: Es sei a € Autg(L)°PP beliebig. Offenbar ist a(a) injektiv, denn aus
wa = a folgt ¢ = 1, weil a bijektiv ist. Da M eine endliche Menge ist, ist a(a)
dann aber auch bijektiv.

e « Gruppenhomomorphismus: Seien a,b € Aut,(L)°°? und ¢ € M beliebig. Dann
folgt:

a(ab)(p) = a(boa)(p) = pba = (vb)a = aa)[a(b)(p)] = [a(a) o a(b)](¢),
d.h. es gilt a(ab) = a(a) o a(b).

e a(a) € H°(G,(S,).): Seien a € Auty(L)°PP, s € G und ¢ € M beliebig. Wir rechnen
nach:
[a(0)](p) =’ s 0 a(a)(stp) = 557 pa = pa = a(a)(¢)
=s"1pa
und stellen fest, dafl wirklich *a(a) = a(a) gilt. Insgesamt wissen wir also jetzt, daf
a ein wohldefinierter Gruppenhomomorphismus ist.

e 3(7) € Endy(L): Seien 7 € H°(G,(S,).) und i € {1,...,r} beliebig. Wir miissen
zeigen, daB das Bild von 7(1;) in L; liegt. Aquivalent dazu ist, daf fiir alle s € G L =
Gal (K/L;) gilt: so7(1;) = 7(1;). Sei also s € G, beliebig. Nach Voraussetzung gilt
aber 7 = 7, d.h.

) = P () 22 sor(s ) 2T sor ().

e 3(7) injektiv: Sei wieder 7 € H°(G, (S,).) beliebig, und liege z = (1,...,z,) im
Kern von (7). Wir miissen dann zeigen, daf alle z; schon null sind — sei also
j € {1,...,r} beliebig. Der Morphismus 7 '(¢;) : L — K faktorisiere iiber L;; dann
gibt es ein s € G mit 77!(¢;) = s¢;. Mit 7 ist auch 77! fix unter G, und es folgt

S1; = T_l(Lj) = [57'_1](Lj) =50 7_1(3_1L]~) =  71(4) = s_le.

Setzen wir in diese Gleichung x ein, so ergibt sich:
0=r7(w)(z) =[s""yl(x) = s"'aj,

und weil s ein Automorphismus ist, folgt x; = 0.

Die Injektivitét von ((7) ist damit bewiesen, d.h. 5(7) ist ein injektiver Morphismus
der endlichen k-Algebra L in sich. Demnach ist §(7) sogar bijektiv und also ein
Element von Auty(L)°"? — womit wir die Wohldefiniertheit von 3 bewiesen haben.
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o Ja=1:Sei a € Auty(L)°PP beliebig. Dann gilt:
(Ba)(a) = B[M = M, pa] = (na,...,1ya) = a.

e aff = 1: Seien umgekehrt 7 € H°(G, (S,).) und ¢ € M beliebig. Der Morphismus
o faktorisiere {iber L;, d.h. wir finden ein s € G mit ¢ = s¢;, und es ergibt sich:

[(@B) ()] (p) = [alr (), ..., T())](p) = @ o (T(u), ..., 7(t))
=s0 (Lz) =soT(s ™ s) = ['7)(st:) = 7(¢),

und das Lemma ist vollstandig bewiesen.

q.e.d.

5.10 Korollar. Es sei c € Z} (G, S,) und alle Bezeichnungen wie in 2.29. Dann haben
wir das folgende kommutative Diagramm von Rechtsoperationen, wobei die Operation in

der oberen Zeile die in 2.18 definierte sei:

Hclont(?v (M%)c) X HO(G?T(SR)J - Hgont(?? (:unm)c)
L*/Lx™ «  Auty(L)°PP — L* /L™
(z ’ a) — a(z)

Beweis: Seien x € L* und a € Auty(L)°PP beliebig. Es ist:

) = (( ) ) und
peM
Y(@)H = (

—lyaz
m (pm

/\
3
:

‘6
H‘G
Q
8

~__

S

m

=

—,
2
8

~_

w»

|

- —
Q
D
L

—
En

~__

S

m

=

~__

w»

5.11 Korollar. Es sei ¢ € Z. (G, S,), und alle Bezeichnungen seien wie in 2.29. Insbe-
sondere wird ¢ also durch eine endliche, kommutative, separable k-Algebra L vom Grad n
tiber k gegeben: Wenn wir M := Homy (L, K) setzen und S,, mit Aut (M) identifizieren,

gilt ¢ = [M — M, ¢ — so).
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Bezeichne p : S, [ pm — S, die kanonische Projektion, dann haben wir die folgende
Bijektion:

Auti(D\(L/L*™) = {0 € Hign(G, Sufpim) | Hign () (b) = [c]}
Autg(L) - — ((Lﬁ) ; : cs>

Dabei ist die Linksoperation von Auty(L) auf L*/L*™ die natiirliche, durch ¢ := a(z),
gegebene.

Insbesondere wird also jede Kohomologieklasse aus H.,, (G, S, [ pm) durch ein Paar (L, x)
gegeben, wobei L eine kommutative, separable k-Algebra vom Grad n dber k und x ein
Element aus L* ist. Zwei Paare (L,xz) und (L',z") geben genau dann dieselbe Klasse,
wenn es einen k-Isomorphismus v : L = L', ein y € L* und ein a € Auty(L) gibt mit

' = P(afzy™]).

Beweis: Klar nach 2.33, 5.7, 5.9 und 5.10, wobei man beachte, dafl die Rechtsoperation
einer Gruppe eine Linksoperation der Oppositgruppe ist! q.e.d.

5.12 Satz. Sei speziell k = F, ein endlicher Kérper, und sei b € HL (G, S, [ pm)
beliebig, gem&f 5.11 durch ein Paar (L, z) gegeben.

Sei L = []i_, L; mit Teilkérpern L; von K = F,, die endlich vom Grad n; iiber F, sind,
und sei © = (z1,...,2,) mit z; € L. Wihle m-te Wurzeln y; der z; in K. Ein 1-Kozykel
(bs), der b reprisentiert, wird nach 2.8 schon durch bg eindeutig festgelegt, wobei F' den
Frobenius x — x? bezeichne, und in diesem Sinne wird b gegeben durch:

b =11_, [(yfni_l, 1,..., 1) . zl}

Hierbei bezeichne z; € S,,, < 5,, den Standard-Zykel der Lange n;,.

Beweis: Ohne Beschrankung der Allgemeinheit gelte r = 1, d.h. L ist ein Teilkorper von
K vom Grad n iiber F,, und y = y; ist eine m-te Wurzel von z € L*.

Es gilt M := Homy(L, K) = {F°,..., F* '}, und wir wollen M via i — F* mit der Menge
{0,...,n — 1} identifizieren. Wir kénnen y@") fiir alle i € {0,...,n — 1} als m-te Wurzel
von Fiz = x(?) wihlen und miissen wegen 5.11 jetzt nur noch den Term
FR/F-lox
m/(px

fur alle ¢ € M, d.h. fir alle i« € {0,...,n — 1} auswerten (denn dafl cp gerade der
Standard-Zykel der Linge n ist, ist wegen F o F' = F*! klar) .

Sei zunéachst 7 = 0. Wir erhalten:

n—1 q
PYFTFG  PYFTG PYECE R (007)
VFoz Yz y Y y /
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Sei jetzt ¢ > 1:

FYF-'Fiz FYF-lzg Fyld™) @)
VFix Y Fig y(a) y(a")

q.e.d.

5.13 Beispiel. Sei speziell n = 6, m = 3, k = F; (und also K = [Fy).

Es gllt F4g = F7(Oé> mit 052 +5a+5=0und F2401 = F7(ﬁ) mit 64 +553 +462 +5+5 = 0,
definiere damit die Klasse b € HY (G, us | Sg) durch das Paar (]F2401 x Fug, (4, 2 ))

cont B’ aZ
Wir haben also n; = 4 und ny = 2, wahlen dritte Wurzeln y; von % und g, von ﬁ und

rechnen:

741

. e 800 - .
i (%) _ <[_13> — [(400-800 — 31600 _ (3100y! _ 54 — o
1

2
(@)16 — a48—2-16 — 0516 — (a8)2 = 52 = 4.

B = (@)

Nach 5.12 folgt dann, dafl einer der b reprisentierenden 1-Kozykel auf dem Frobenius
durch folgendes Element aus 3 [ Ss gegeben wird:

bp = (2,1,1,1,4,1) - [1234][56].

5.14 Korollar. Sei wieder £k = F, ein endlicher Kérper, und sei L = [[_, Fyn eine
separable k-Algebra vom Grad n iiber k. Wéhle ein N € N so grof}, da3 F ~ alle m-ten
Wurzeln aus Elementen der Fy»; und die m-ten Einheitswurzeln enthélt, und sei o € FZN
ein erzeugendes Element der multiplikativen Gruppe.

. . RS . Ny,
Fiiri € {1,...,r} ist dann a; := a«"-1 ein Erzeuger von F ., und es ist  := o eine
primitive m-te Einheitswurzel.

Sei nun x := (a4*,... af) € L* fiir natiirliche Zahlen k,, ..., k.. Dann wird die durch

(L, x) definierte Klasse in H}

cont

auf dem Frobenius F' den Wert

bp =TT, [(¢¥,1,...,1) - 2]

(G, Sy [ pm) durch einen 1-Kozykel (b,) représentiert, der

hat.

Beweis: Nach Wahl von N liegen die m-ten Wurzeln der o; in F~, d.h. fiir jedes i ist y; :=
ky(aY —1) ‘
am™@"i-D ¢ F ~ eine m-te Wurzel von o, Nach 5.12 miissen wir also nur nachrechnen,

daB y?"' = (ki gilt:

7

k,
. k(g -1) N_ \ ™
y{ =1 megmon (@D (aqm = (M
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5.15 Lemma.

()

(i)

Ist L/k eine separable Korpererweiterung und v € N, eine natiirliche Zahl, so gilt
Autk(L”) = Sl,fAutk(L)
wobei das Kranzprodukt auf L” wie folgt operiert:

Ist L eine endliche, separable k-Algebra, d.h. L = []'_, L mit paarweise nicht-
isomorphen separablen Korpererweiterungen L; von k, so gilt

Auty (L HAut L) (éH(S JAuty (L )

=1

Beweis: Klar! q.e.d.

5.16 Beispiele.

(i)

Es sei k := R (also K = C), n = 3 und m = 4. Es gibt — bis auf Isomorphie —
genau zwei separable R-Algebren vom Grad drei, nimlich R? und C x R.

Sei zunichst ¢ die durch L = R? gegebene Klasse in COnt(G S3) (das ist natiirlich die
triviale Klasse). Es ist R* /(R*)* = {—1,1}, also L*/L** = {=1,1}3. Nach 5.15 ist
Autg (L) = Ss, und unter der Operation dieser Gruppe wird L* /L*" in vier Bahnen
zerlegt mit Reprisentanten (1,1,1), (1,1,—1), (1,—1,—1) und (=1, -1, —1).

Sei nun ¢ die durch L = C xR gegebene Klasse in H (G, S3). Es ist C* = C**, also
L*/L** = {(1,1),(1,—1)}. Die Gruppe Autg (L) ist gleich {1, 7} mit 7(a, b) = (a,b),
und diese Gruppe operiert offenbar trivial auf L*/ Lx4, d.h. in diesem Fall erhalten
wir zwei Kohomologieklassen.

Insgesamt gibt es also genau sechs verschiedene Klassen in H. (G, S3 [ p14); in der
Notation aus 5.11 sind dies:

(R%(1,1,1)), (R% (1,1,-1)), (R?, (1, -1,-1)), (R3, (-1, -1, 1)),
(CxR,(1,1)) und (C x R, (1,—-1)).

Sei jetzt k := F5, n = 4 und m = 3. Dann gibt es — wieder bis auf Isomorphie
— genau die folgenden separablen Fs-Algebren vom Grad vier: F2, Fo5 x F2, F3.,
F125 X F5 und F625.

Mit Hilfe von 5.15 erhalten wir (wobei F' den Frobenius a — a® bezeichne):

Auty, (F3) = Sy [ Aut (Fs) = S

Aut]F5(IF25 xFZ) = Aut(Fs) x (Sy [Aut(F5)) = {1,F} x5S,

Autg, (F3;) = Sy [ Aut (Fys) = S [{1,F},

Auty, (Fi25 % F5) Aut (Fi25) x Aut (F5) = {I1x1,Fx1,F*x1},
Auty, (Feas) = {1,F, F? F3}.
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Sei zunichst L := Fi. Wegen (4,3) = 1 ist das Nehmen der dritten Potenz in FZ
bijektiv, d.h. schon F; / IE'5X3 ist einelementig und dann natiirlich erst recht L*/L*°
und der Quotient nach Autp, (L). Zu L gehort also nur die triviale Kohomologie-
klasse.

Sei jetzt L := Fo5 x F2. Wegen 3|24 ist Potenzieren mit drei in FJy nicht bijektiv,
vielmehr bilden die dritten Potenzen eine Untergruppe vom Index drei in FJ;. Sei
a € FJ; ein Erzeuger der multiplikativen Gruppe (zum Beispiel kénnen wir fiir o
eine der beiden Wurzeln des Polynoms 7% 4+ 2T + 3 € F5[T] nehmen), dann gilt
F5 /FS° = {1,a,a?}. wegen F(a) = o® = o® - a2 liegen (a,1,1) und (a?,1,1) im
selben Orbit unter der Aktion von {1, F'} x Sy. Es folgt, daB es fiir diese Wahl von L
genau zwei verschiedene Kohomologieklassen gibt, repréasentiert durch (1,1,1) und
(o, 1,1).

Im Falle L = F% ist Auty, (L) = S, [{1, F}, d.h. aus obigen Uberlegungen folgt
Aute, (L\(L*/L*%) = {(1, 1), (1,a), (@, @)}.

Fiir L = Fi95 x F5 gilt wegen (124, 3) = 1 wieder L* = L**, d.h. wie im ersten Fall

gibt es auch hier nur eine Kohomologieklasse, représentiert durch (1,1).

Sei schliellich L = Fg5! Bezeichne « eine Wurzel des Polynoms T + 712 4 3T +3 €
F5[T]. Dann ist v ein Erzeuger der multiplikativen Gruppe, und es gilt: 72 =
v+ 2% 4 2y + 1 ist Wurzel des Polynoms T2 4 27" + 3, d.h. wir kénnen o := ~?¢
setzen. Wie oben folgt, daB L*/L** = {1,7,72} und daB 4 und 72 im selben Orbit

unter Autg, (L) liegen — auch in diesem Fall gibt es also zwei Kohomologieklassen,
néamlich die durch 1 und v représentierten.

Insgesamt gibt es also die folgenden neun Klassen in HY (G, Sy [ p3):

F3,(1,1,1,1)),

(F3. (L, 1,1,
(Fos x F2,(1,1,1)), (Fos x F2, (o, 1, 1)),
(F25a ) (F%E)?(l O‘)) (]F257(O‘ a))
(Fi25 x F5,(1,1)),

(Fe2s,1) und (Feos,7).

5.17 Satz/ Definition. Es sei b € H. (G, S, [ j1m) eine beliebige Kohomologieklasse,
geméaB 5.11 reprisentiert durch ein Paar (L, x) Wie immer sei L = [[;_, L;, wobei die L;
Zwischenkorper der Erweiterung K/k vom Grad n; iiber k seien.
Es gelte * = (x1,...,x,) mit x; € L;. Wahle fur jedes i € {1,...,r} eine k-Basis
egi), . eﬁfi) von L;, und sei M; := Homy(L;, K). Definiere damit

1 mooo A\ .
(4) y() (i)
ol (Zej X ) ] € kX",

i=1

P} = T
=1

wobei Trr, /i © L[X] 0 _, kX ™1 die k-lineare Abbildung sei, die Monome X o XFnauf
sich selbst und die Konstanten auf ihre Spur schickt. Dann ist P7*{b}, die mit b getwistete
Fermatform, eine K/k-Form von P und es gilt 9(P"{b}) = b. Insbesondere héngt die
k-Isomorphieklasse von P*{b} also nur von b und nicht von den getroffenen Wahlen ab.
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Beweis: Sei i € {1,...,r} beliebig. Fiir ¢ € M; bezeichne auch den k-Algebrenmorphis-
mus L[X J@] — K[X ;Z)], der auf L durch ¢ gegeben wird und die X; auf sich selbst schickt,
mit ! Dann gilt offenbar > o ="Trp: L[X](-i)] — K[X']. Definiere nun die Matrix

peM; J

pey”
B; = v € M(n; x n;, K).
VI oerts,iettym

-----

Dann gilt
1 .
det(B;) = = -det <gpe@) #0,T
(B:) [oen, /P T ) e
—_— T/
#0 70

d.h. B; liegt in GL (n;, K). Sei nun B die aus den B; fiir i = 1,. .., r gebildete Blockmatrix
— B ist also eine regulidre n x n-Matrix iiber K.

Wir rechnen nun nach, da§ P"(BX) = P"{b} gilt, daf also B einen Isomorphismus von
P™{b} nach P definiert:

i=1 peM, j=1
- 1 (& o o)
T fr (S
i=1 peM,; ¢ j=1
- 1 (S v
SEN N
i=1 ¢ j=1
= P'{b}

Also ist P*{b} tatsdchlich eine K/k-Form von P}*, und es gilt J[P*{b}] = [(C;)s] mit
C, := B{(B™).

Sei (bs) der durch (L, x) definierte 1-Kozykel, aufgefait mit Werten in GL (n, K'), dessen
Klasse ja gerade b ist. Mit Hilfe von 5.1 und 5.11 erhalten wir die folgende Formel fiir b,
(wobei wir dieselben m-ten Wurzeln wie in B wéhlen wollen):

b (5 /s Lox 5 )
s= | — =%
o o heM

Offenbar ist also auch by eine Blockmatrix mit Blécken b fiir ¢ = 1,...,r der folgenden

Gestalt:
B — (3 Vs e s w)
s m/ . 8 :
gpxz @7’¢'€M'L

Wir sind fertig, wenn wir fiir beliebiges s € G zeigen konnen, dafl B, = bs gilt oder

fNach [Lan93, 5.4,5.286] gilt: Ist L/k eine beliebige separable Kérpererweiterung vom Grad n,
{e1,...,e,} eine k-Basis von L und sind ¢1,...,¢, : L — K die verschiedenen k-Einbettungen von
L in einen separablen algebraischen Abschlu8 K von L, so ist die Matrix (y;e;); ; invertierbar.
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dquivalent B = b,*B baw. B; = b{)*B; fiir alle 4:

s _ 33/ ¢> ( ve) )
s [ m - <ps
VP Qo WEM; v weM;, je{l,...n;:}

~~~~~

s /s Lox;
YEM; peM;, jE{l

-----

-1

[ s¥/s7 o s(s go)ey) >
T m . ' m —1 X
N/ PTi s R/ (s7rp)x; ey J€ (L)

.....

[ ve )
VPt peM;,je{1,...,n; }

.....

q.e.d.

5.18 Korollar. Ist m > 3, so ist ¥ nicht nur injektiv, sondern auch surjektiv, d.h. wir
erhalten eine kanonische Bijektion

~

9: E(K/k, P™) =

Hjont’, (G7 Sﬂflj’m)

von punktierten Mengen.
Beweis: Klar nach 3.1, 5.2, 5.3 und 5.17! q.e.d.

5.19 Bemerkung. Es sei A ein beliebiger kommutativer Ring mit Eins und B eine
projektive A-Algebra von endlichem Rang. Wie in [Brii98| gezeigt, kann man dann eine
kanonische A-lineare Abbildung Trg/4 : B — A definieren, die Spur von B nach A, die
unter anderem folgende Eigenschaften hat:

(i) Ist A ein Korper und B eine endliche Korpererweiterung von A (oder allgemeiner
A beliebig und B eine freie A-Algebra), so ist Trg,/4 die iibliche Spur.

(ii) Ist A" eine beliebige A-Algebra, so gilt Trpg,a)/ar = Trp/a @ 1ar.

(iii) Ist B = [[;_, B; endliches direktes Produkt von projektiven A-Algebren B; von
endlichem Rang, so gilt Trg/a = >, Trp,/a.

(iv) Ist C eine projektive B-Algebra von endlichem Rang, so gilt Trcya = Trp a0 Treyp.

Benutzt man diese Spurabbildung, so erhélt man aus den Eigenschaften (i)-(iii) offenbar
(wobei alle Bezeichnungen wie in 5.17 seien):

m - (z (%
Pn {b} =Tr X(Z)]/k[X“)] [ (Z ) ]
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5.20 Korollar. Es sei wieder m > 3, und man betrachte eine beliebige Kérpererweiterung
k' /k. Fiir ein Polynom f € k[X1, ..., X,] werde auch das Bild von f unter k[X,] < k'[X;]
mit f bezeichnet. Bezeichnet K’ einen separablen algebraischen Abschlufl von £’, so haben
wir das folgende kommutative Diagramm von punktierten Mengen:

9

(@] € E(K/k7 P':Ln) = H(}ont(Glﬁ AutK(Pgn)) > (L)
(@) € E(K'[K, B") =5 Hoon (G, Autie (F)) > (LK w@1)

Dabei werden fiir die rechte vertikale Abbildung Kohomologieklassen mit Paaren (L, x)
geméaf 5.11 identifiziert.

Beweis: Zuerst wollen wir uns iiberlegen, dafl die vertikalen Abbildungen wohldefiniert
sind: Wir kénnen K nach K’ einbetten und daher ohne Beschriankung der Allgemeinheit
annehmen, dafl K C K’ gilt. Wenn es dann iiber K einen Isomorphismus von () nach
P gibt, so ist dieser insbesondere auch iiber K’ definiert; sind ¢ und PJ* schon iiber
k isomorph, so erst recht auch iiber k'; dies zeigt, dafl die linke vertikale Abbildung
wohldefiniert ist.

Ist L eine separable k£ Algebra vom Grad n, so ist auch L ® k' eine separable k’-Algebra
vom Grad n, und mit x ist auch z ® 1 invertierbar. Geben (L, z) und (L', 2’) dieselbe
Klasse, so gibt es nach 5.11 einen k-Isomorphismus 1 : L = L', ein y € L* und ein
a € Autg(L) mit 2’ = ¢ (alzy™]). Dann ist aber ¥ ® 15 ein k’-Isomorphismus von L &y &/
nach L/®i k', und es gilt 2’®1 = (Y@1p)((a@1x)[(z®1)(y®1)™]), d.h. auch (L& k', z®1)
und (L' @y k', 2" ® 1) reprisentieren dieselbe Klasse. — Also ist auch die rechte vertikale
Abbildung wohldefiniert, und es ist offensichtlich, dafl die beiden vertikalen Abbildungen
das ausgezeichnete Element auf das ausgezeichnete Element abbilden.

Weil nach 5.18 9 ein Isomorphismus ist, kénnen wir die Kommutativitit des Diagramms
nachrechnen, indem wir rechts oben mit einem Paar (L, x) starten und zeigen, dafl links
unten dasselbe herauskommt:

Unter ¥~ wird (L, z) nach 5.17 auf [P"{(L, x)}] abgebildet. Wir miissen also beweisen,
da P"{(L,z)} und P"{(L ®x k',x ® 1)} iiber K’ isomorph sind. Nach 5.19 gilt aber

roi (Z(eﬁ-“ o)X e ”) ]

i?j

PM{(Lek,z®1)} = Tr[

Lok ]/ (kX @k

5.19(id) 1 (i) 3 ()
- <TrL[XJ(.i)]/k[X§.”] [E (Z ej X

7:7‘7

) ®1=P"{(L2)}®]l,

und das Korollar ist bewiesen. q.e.d.

5.21 Korollar. Es sei wieder m > 3, und man betrachte eine K/k-Form P"{(L,x)} von
P Dann sind P"{(L,x)} und P iiber einer Korpererweiterung &’ von k genau dann
isomorph, wenn L ®; k' = (k)" und wenn  ® 1 in L ®; k" eine m-te Potenz ist.
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Beweis: Klar nach 5.20 und 5.11! q.e.d.

Nachdem wir die Berechnung von E(K/k, P™) bzw. H! (G, A(P™)) abgeschlossen

haben, kénnen wir nun 3.3 anwenden, um die Automorphismengruppen von getwisteten
Fermatgleichungen zu bestimmen.

5.22 Korollar. Es sei m > 3, b € H. (G, S, [ i) eine beliebige Kohomologieklasse,
gemif 5.11 repréisentiert durch ein Paar (L, z) mit L = [[;_, L;, und es sei P*{b} die in
5.17 definierte K/k-Form von P!". Dann haben wir folgende kurze exakte Sequenz von

Gruppen:

wepmlotl (22

1 ﬁ(Li N fm) — Aty (Pmb}) - {a € Auty(L)°PP
=1

Ist speziell x = 1, so erhalten wir genauer:

r

Autk<P,T{b}> =S (H(Li N um)> 1 Auty,(L)°PP (23)

=1

Dabei wird das semidirekte Produkt iiber die folgende Operation gegeben:
Autp (L) x ([T (Li D)) — (T (Li 0 )

(a , x — a=1(z)

Beweis: Ausgehend von der exakten Sequenz
1 — up, — Sp [t — S, — 1

erhalten wir nach Twisten mit dem 1-Kozykel b geméafl 2.27 zunéchst die Exaktheit der
folgenden Sequenz von punktierten Mengen:

L— H(G, (u)) — HO(G, (Suf pn)s) — HO(G, (Su)s) = Hione (G, (13)0).
Bezeichne ¢ das Bild von b in Z! (G, S,). Dann gilt (S,), = (S,). und wegen 2.25 auch

cont
(™) = (p)e. AuBerdem identifiziert sich H°(G, (S, [ pum)s) nach 3.3 mit der Grup-
pe Auty(P{b}). Aus 5.8 und 5.9 folgt dann, daB folgendes Diagramm von punktierten

Mengen kommutativ ist und exakte Zeilen hat:

l— HO(G7 (M%)C) - HO(G7 (Snf:um)b> - HO(G7 (Sn>c) 46) Hclont<G7 (M%)c)

A A

1 —— [N i) —— Aty (P,T{b}) Auty (L) = = = = = L%/ L¥"
=1

Dabei wissen wir sogar von allen im Diagramm auftretenden Morphismen aufler «, 7,
0 und 9, daB sie Gruppenhomomorphismen sind. Um zu beweisen, dal (22) eine exakte
Sequenz von Gruppen ist, miissen wir also nur beweisen, dafl

= LX’"}
X

Ker () = {a € Autg(L)°PP
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gilt. Offenbar folgt dies, falls wir zeigen kénnen, daB die Abbildungsvorschrift von 6 wie
folgt gegeben wird: .
6: Autp(L)°PP — LX/L*™

ax

a = .
T

Dies konnen wir wegen da = 75 leicht nachrechnen (dabei gelte b = (b;) fiir by = as - ¢
mit as € ', ¢s € Aut (M)):

da(a) = dlpr— poad]
o pod™ o pod)
o= poal by pod] 1)

[@Hwoa]‘l-as-cs-[sOHwoa]-C?'a;l)s

i Wear s /1
- [() ]
= (%)

Sei jetzt speziell x = 1. Dann liegt b im Bild der durch den kanonischen Schnitt S, —
Sy [ tum induzierten Abbildung Z} (G, S,) — Z% .(G,S, [ tm), und die behauptete
[somorphie folgt aus 2.28.

Die Operation, durch die das semidirekte Produkt definiert wird, ergibt sich aus dem
folgenden Diagramm, welches offenbar kommutiert:

(U ’ (Ctp)«peM) P (<071¢)¢6M

[p—al Aut (M) X o, — JT (pr)pens
HO(G, (Sn)e) < HUG (up)y)  —  HYG, (up,))
al nh e
@ Autp (L) x JL (L V) —— TLi(Li 0 ) xr

(a ) :1:) B a"1l(z)

q.e.d.

5.23 Bemerkung. Wir haben die Sequenzen (22) und (23) aus unserem allgemeinen
Formalismus hergeleitet; wie Stadek und Wesotowski in [SW98, Theorem 1.3.] bzw. [Wes99,
Theorem 3.3.] gezeigt haben, kann man sie auch elementar durch direktes Nachrechnen
beweisen.
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5.24 Beispiel. Sei speziell n = 6, m = 3, k = F; (und also K = Fy).

Wie in 5.13 schreiben wir Fyg als F7(a) mit o® + 5a + 5 = 0 und Fayg; als F7(3) mit
B+ 53 +46% + B+ 5 = 0 und betrachten die durch das Paar (IE‘2401 X Fyg, %, % )

gegebene Klasse b € H. (G, 3 [ Se).

Um PZ{b} berechnen zu kénnen, miissen wir zunéchst einige Rechnungen in den Kérpern
F49 und Fy49; durchfithren, um die benétigten Spuren auszurechnen:

o' =6a+2 = Trpym(a)=a+a’ =2,

T = 3 +56°+20+3

pY = 288+ +6 = Trrym(0) = 2,
6343 — 263+252 +36

(B = 36+ +40

(52)49 = 3ﬁ3 + 652 + 3ﬁ +2 - TrF2401/F7(52> =3,

(6™ = B 4652 +1

33 +26%+43+6
= 653 +1 = TI‘F2401/]F7(ﬁ3) = 2.
(8% = 483 + 532 +30+2

SRSy
w
=

|

Bei der Berechnung von P2{b} wollen wir anstelle der Variablen X (1) . X 4 ,X12), X2(2)
die Variablen a, b, ¢, d, x, y verwenden, weil dies kiirzer und ubersmhthcher 1st Als [F7-Basis
von F49 nehmen wir {1, a}, und als F7-Basis von Fogo; nehmen wir {1, 3, 4%, 3°}. Damit
ergibt sich:

Pﬁg{b} = TrF2401/F7 [6 ’ (a + b+ 620 + ﬁgd)s} + TrF49/]F7 [CYQ ’ (m + O‘y)ﬂ
= 2a3 4+ 6a’c + a*d + 6ab® + 2abc + 4abd + 2ac?® + 3acd + 6ad?
+ 563 + 2b%c + 5b%d + 5bc? + Sbed + 6bd? + 2¢3 + 6¢2d + cd? + d3
+2 + 4o’y + 5y

5.25 Beispiele. Wir wollen die Beispiele aus 5.16 fortsetzen und zu den dort aufgelisteten
Kohomologieklassen die zugehorigen Formen angeben:

(i) k=R, K =C,n=3und m = 4.

Die einzige endliche separable Korpererweiterung von R ist C, und wir wihlen {1,4}
als R-Basis von C. Die Spur von C iiber R driickt sich beziiglich dieser Basis wie
folgt aus:

Tre/r(a 4 ib) = (a +ib) + (a — ib) = 2a,

und wir erhalten (wobei wir die Unbestimmten der besseren Lesbarkeit willen mit
x,v, ... anstelle von Xl(l), Xél), ... bezeichnen wollen):
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b | P {b}

(R% (1,1,1)) ot +yt + 2t
(R3,(1,1,-1)) ot oyt — 22
(]RS,(I,—I,—I)) xt —yt — 2t

(R37<_17 17_1)) —1’4—?/4—24
(CxR,(1,1)) (2% — 12222 + 2y*) + 24
(CxR,(1,-1)) | (22" — 1222y + 2¢*) — 2",

(ii) k =F5, K =Fs5, n =4 und m = 3.
Wie in 5.16 gesagt, ist Fos = F5(a) mit a? + 2a + 3 = 0, und wir wollen {1, a} als
F5-Basis von Fo5 wihlen. Dann erhélt man fiir die Spur:

Trp,, /v, (@ 4+ ab) = 2a + 3b.

Den Korper Fio5 erhalten wir zum Beispiel, wenn wir v mit 73 + 4y + 3 = 0 zu Fj
adjungieren; wir kénnen dann {1,v,~?} als F5-Basis von Fjy; nehmen und erhalten
fiir die Spur:

Trr,, /s (@ + Y0+ ¥2c) = 3a + 4b + 2c.

Wie schon erwihnt, gilt Fgos = F5(3) mit 3¢ + 32 + 38 + 3 = 0. Wihlen wir
{1,8,3% 3} als F5-Basis von Fgys, so ergibt sich die folgende Formel fiir die Spur:

TI]F625/F5 (CL + 0b+ ﬁQC + ﬁgd) =4a+ 3c+d.

Mit Hilfe dieser Formeln kénnen wir nun auch die Formen des Polynoms P} iiber
F5 vollstéandig auflisten:

b | PHb}

(F§7(1717171)) $3+y3—|—23+u3

(]F25 X Fg,(l,l,l)) (223 + 42y + day?) + 25 + u?

(F25 X Fga(aalal)) (3$3+4$2y+y3) +23 +U3

(]F§5, (1, 1)) (223 + 42y + day?) + (22 + 42°u + 42u?)

(]F§5a (1, 04)) (223 + 42y + dzy?) + (323 + 42%u + u?)

(]Fggﬂ (v, a)) (323 + 42’y + o) + (323 + 42%u + u?)

(Fios x Fs, (1,1)) | (32 + 2y® + 22%y + 2%z + 2y2%) + o®

(Foos,1) o3+ day® + y3 + 422 + 327w + zyz + 4o + dyzu + yu?

+323 + 22u + 2u® + 4u?

(Foos, ) 4%y + 3xy? + 3222 + dy*u + dxzu + zu? + 4yz? + yzu

+zu? 4+ 223 + 220 + 2202 + 3ud
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6 Binire kubische Formen

In diesem Kapitel wollen wir die Ergebnisse des letzten Kapitels auf den Spezialfall n =
2, m = 3 anwenden, d.h. auf den Fall der bindren kubischen Formen. Dieser Fall ist
besonders interessant, weil sich herausstellen wird, dafl alle nicht-ausgearteten bindren
kubischen Formen getwistete Fermatgleichungen sind, und weil man in diesem Fall nicht
nur 9!, sondern auch ¥ selbst explizit angeben. Dies bedeutet, dafl man eine Formel hat,
mit der man zu einer gegebenen nicht-ausgearteten bindren kubischen Form ) das Paar
(L,x) = 9[Q)] berechnen kann.

Es seien k ein Korper mit (chark) ¢ {2,3} und K ein separabler algebraischer Abschluf3
von k.

6.1 Definition. Eine bindre kubische Form (iiber k) ist ein Objekt Q aus F.°, d.h. ein
homogenes Polynom vom Grad drei in zwei Unbestimmten iiber k.

Die Diskriminante einer bindren kubischen Form Q(X,Y) = aX?® + bX?Y +cXY? 4+ dY?
ist definiert als
A(Q) = —27a*d* + 18abed + b?c* — 4b*d — 4ac?, (24)

und @ heifit nicht-ausgeartet, falls A(Q) # 0 gilt. Es sei F C .7:,3 3 die volle Unterkategorie
der nicht-ausgearteten Formen. Insbesondere ist die Fermat-Form P := Py = X3 + Y3
nicht-ausgeartet, denn es gilt A(P) = —27.

6.2 Bemerkung. In [GKZ94] wird allgemeiner jedem Polynom f von beliebigem Grad in
beliebig vielen Unbestimmten eine Diskriminante A( f) zugeordnet, und die oben definierte
Diskriminante einer bindren kubischen Form @ ist dann gerade A(Q(1, X)) im Sinne von
[GKZ94].

Insbesondere folgt aus der allgemeinen Theorie, dal () genau dann nicht-ausgeartet ist,
wenn die zugehorige Hyperfliche X (Q) in P}, glatt ist.

6.3 Lemma. Es sei Q(X,Y") eine beliebige binére kubische Form iiber k. Dann gilt:

(i) Ist A= (} ) € GL(2,k) beliebig, so gilt

A(Q(TX +sY,tX + uY)J) = [det(A)}G

—Qa

- A(Q);

insbesondere induziert die Diskriminante also eine wohldefinierte Abbildung
{Isomorphieklassen in F } A Jk<C.
(ii) In K[X,Y] gelte Q(X,Y) = a(X — aY)(X — BY)(X —~Y). Dann ist
A(Q) = a*(a — B)* (=) (B — 7).

(iii) @ ist genau dann eine K/k-Form der Fermat-Form P, wenn () nicht-ausgeartet ist.
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Beweis: Die Aussagen (i) und (ii) folgen sofort aus allgemeinen Eigenschaften der Dis-
kriminanten, die in [GKZ94] behandelt werden. Wir konnen sie aber auch direkt durch
einfaches, stures Ausmultiplizieren und Nachrechnen erhalten.

Aus (i) folgt dann, dafl jede K /k-Form von P notwendig nicht-ausgeartet sein muf; gelte
also A(Q) # 0.

Die zu Q assoziierte Hyperfliiche in P} ist nulldimensional und besteht aus hichstens
drei Punkten. Bekanntlich operiert GL (2, K) dreifach transitiv auf P}, d.h. wir finden
eine reguliare 2 x 2-Matrix A, die alle Punkte der Hyperfliche auf von oo verschiede-
ne Punkte in P abbildet. Dies bedeutet genau, dafi das Polynom @4 die Darstellung
a(X —aY)(X — BY)(X —~Y) mit a € K geeignet besitzt.

Weil wir @) als nicht-ausgeartet vorausgesetzt haben, folgt aus (ii), da die Elemente «, 3
und ~y paarweise verschieden sind. Benutzen wir erneut, da§ GL (2, K') dreifach transitiv
auf P} operiert, so finden wir ein B € GL (2, K), welches a, 3 und ~ auf (—1), (—¢) und
(—(?) abbildet, wobei ¢ € K eine primitive dritte Einheitswurzel bezeichne. Sei schlielich

1

C := diag (\?*/La’ 75) Dann erhalten wir:

1Y’ o
QCBA—Q'(T\/E) (X +Y)X+Y)(X+CY) =P,

d.h. CBA definiert einen Isomorphismus von P nach @ in ,7:[2(’3. q.e.d.

6.4 Definition. Fiir § € k*/k*” definiere

;o[ kxk fallsse k=2,
71 k(V3) sonst.

Offenbar definiert § — Ls eine Bijektion zwischen k*/ k> und den Isomorphieklassen von
separablen k-Algebren vom Grad zwei iiber k.

Definiere schliefllich noch As := Auty(Ls); der Erzeuger dieser zweielementigen Mengen
werde stets mit 7 bezeichnet, d.h. es gilt 7(z,y) = (y,z) fiir 6 € &~ und 7(x + yV/9) =
T — y\/g sonst.

6.5 Korollar. Wir haben eine kanonische Bijektion

H [A(;\ <L§ / L;BH — {Isomorphieklassen in F }

dekx [kx?

(0, ) — P{(Ls,x)}.

Beweis: Klar nach 5.11, 5.18 und 6.3(iii)! q.e.d.

6.6 Korollar. Es sei speziell £ = F, ein endlicher Korper, und es sei () eine beliebige
nicht-ausgeartete binédre kubische Form iiber k.

Wihle ein erzeugendes Element o der multiplikativen Gruppe von k' := F,2, und setze
B:=a" und § := 3% = Ny i()! Dann ist [a] ein Erzeuger von k:'x/k"xs, 0 ein Erzeuger
von k*, [6] ein Erzeuger von k% /k**, und es gilt:
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(i) Ist g =1 (mod 3), d.h. enthéilt k die dritte Einheitswurzeln, so ist ) iber k isomorph
zu einer der folgenden neun getwisteten Fermatformen (wobei {1, 3} als Basis von
Ls und {(1,0),(0,1)} als Basis von L; = k x k gewéhlt wurden):

PQS{(Lh(l?l))} = X3+Y37
PH{(L1,(1,0)} = X®10oY,
PH(LL (L8} = X°+a2%,
P23 (L17(675>>} = 5X3+5Y37
PH(Ly(5.0%)) = 6X°+ 5V,
P3{(L1, (62,62)) = 8°X° +0%Y3,
P3{(Ls, 1)} = 2X3 4+ 66XY?2,
P23 (Lg, a)} = Trk//k(a)X3 + 3TI‘]€//]€(O./5)X2Y
+35Trk//k(a)XY2 + 5Trk//k(aﬁ)Y3,

Pza{(Lg, 042)} == Trk//k(aZ)X?’ + 3Trk//k(a2ﬂ)X2Y

+35Trk//k(a2)XY2 + §Trk//k(oz25)Y3.

(ii) Ist ¢ = 2 (mod 3), d.h. enthélt k£ die dritten Einheitswurzeln nicht, so ist @ tiber
k isomorph zu einer der folgenden drei getwisteten Fermatformen (wobei die Basen
wie oben gewéhlt wurden):

PH{(L:,(1,1))} = X°+Y7,
P3{(Ls, 1)} = 2X3 4+ 66XY?2
PS{(L&O&)} = Trk//k(oz) X3—|—3Trk//k(ozﬁ) X2Y
+35 . Trk//k(a) . XY2 + 6 . Trk//k(ozﬁ) . YS.

Beweis: Als Erzeuger der multiplikativen Gruppe kann ¢ kein Quadrat in k sein, woraus
folgt, daB o ein erzeugendes Element von F; ist. Es ist dann klar, daf [6] und [o] die

Gruppen l{:x/l{:X3 bzw. Lj /L(sX3 erzeugen.

Als néchstes wollen wir die Operation von As auf H := LS/ L;s verstehen. Sei dazu
zunéchst ¢ = 1 (mod 3), gelte etwa ¢ = 3t + 1 mit ¢ € N,. Dann ist

T[a] — aq — a3t+1 - - (ozt)3,

d.h. As 148t die Elemente von H fix, und es gibt drei Bahnen in H, représentiert von 1, «
und o2. AuBerdem ist klar, daB es in (k x k)*/(k x k)*® genau neun Elemente und sechs
Bahnen unter der Operation von A; gibt, reprisentiert durch (1,1), (1,4), (1,46%), (4,9),
(8,0%) und (62, 6%). Behauptung (i) folgt dann aus 6.5.

— Gelte jetzt ¢ = 2 (mod 3), etwa ¢ = 3t + 2 mit ¢t € N,. Dann ist
T{a} =l = a3t+2 — a2 . (at)B,

d.h. As; 148t das Element [1] € H fix und vertauscht [a] mit [a?] (man beachte, daf
[1] # [, da F.2 wegen ¢* = 22 = 4 = 1 (mod 3) die dritten Einheitswurzeln enthélt).
Es gibt also nur zwei Bahnen in H, reprisentiert durch 1 und «. Auflerdem ist £* 2k
wegen pig € k* ein Isomorphismus, so daB (k x k)*/(k x k)*® iiberhaupt nur aus einem
Element, reprisentiert durch (1, 1), besteht. Behauptung (ii) folgt dann wie (i) aus 6.5.
q.e.d.
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6.7 Lemma. Es sei Q(X,Y) eine nicht-ausgeartete bindre kubische Form iiber k. Dann
gibt es eine regulére Matrix A € GL (2, k) der Form A = (1) fiir ein p € k, so daB

Qu(X,Y)=a- (X3 +bX?Y +cXY? +dY?) (25)

fiir geeignete a, b, ¢ und d aus k mit a # 0 gilt. Sei f das Polynom f(X) := é -Q(X, 1),
und sei M der Zerfillungskorper von f. Dann verschwindet die Diskriminante von f nicht,
und M ist unabhéngig von der Wahl von A.

Beweis: Es sei Q(X,Y) =d' X3 +VX?Y +dXY?24+dY3. Ist a # 0, so ist Q(X,Y) schon
von der Form (25), d.h. wir kénnen p = 0 bzw. A = id wéhlen.

Sei also @’ = 0. Die Elemente i/, ¢ und d’ kénnen dann nicht alle zugleich null sein, da sonst
die Form ausgeartet wire. Weil der Korper k£ mehr als drei Elemente hat, gibt es also ein
p € k, fiir das P(p) # 0 gilt, wobei P das nicht-konstante Polynom P(X) = d' X3+ X2+b
bezeichnet. Dann liefert A = (19)

QAX,Y) = (dp* +p* +Vp) X3+ (W +2dp +3d p*) XY + (d +3dp)XY?* +dY?
P(p)#0

die gewiinschte Form.
Es seien aq, as und ag die Nullstellen von f in K. Dann gilt

3

QX.Y)=a [[(X - ),

i=1

und da @ nach Voraussetzung nicht-ausgeartet ist, folgt aus 6.3(ii), dal die Wurzeln o
paarweise verschieden sind, d.h. die Diskriminante von f verschwindet nicht.

Sei B € GL (2, k) eine weitere Matrix, fiir die @Qp die Form (25) hat, sei etwa
Qp=d - (X’ + VXY +XY? +dY?),

sei g := i -Q(X,1), und sei C':= BA™! = (% 5). Dann ergibt sich:

9(X) = (QA?))C( 1)
a- H(rX—l—S —az(tX—i-u))
a- H(r—at au—s)>

@#0 <H< - C”t)) 'ﬁ(X - ;{f )

=1
J/

=a’
d.h. die Nullstellen von ¢ sind rationale Ausdriicke in den «; mit Koeffizienten aus k, d.h.
der Zerfallungskorper von g liegt in M. Aus Symmetriegriinden miissen die beiden Koérper
dann gleich sein, so daf§ M also wirklich unabhéngig von A ist. q.e.d.
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6.8 Theorem. Essei Q(X,Y) = aX?®+0X?Y +cXY?2+dY? eine nicht-ausgeartete Form
iiber k mit a # 0. T Setze

A y

0 = o e kx,
a 27a%d + 2b% — 9abe x
e 5 ING) Vo e k(o)

wobei in der Formel fiir e die Wurzel von § so zu wihlen ist, dafl e # 0 ist (man kann
natiirlich hochstens dann null erhalten, wenn ¢ ein Quadrat in £* ist).

P { <L5, (e, @)) } falls 6 € kx2,

P{ (L(;, e) } sonst.

Dann gilt:

O
1%

Wir haben also bei bindren kubischen Formen eine vollkommen explizite Beschreibung
der Bijektion ¥ aus 5.18; im allgemeinen Fall kennen wir ja nur die Umkehrabbildung ¢~}
dank 5.17 explizit.

6.9 Bemerkung. In der Arbeit [HMOO] werden binére kubische Formen iiber viel allge-
meineren Grundringen R untersucht, und unser Resultat 6.5 ist nur ein Spezialfall der
dortigen Ergebnisse. Auch die Formel § = Q) wird dort hergeleitet, sie geht sogar auf
klassische Resultate von Eisenstein zuriick.

Interessant und neu ist jedoch die Invariante e in 6.8, die im Fall R = k die explizite
Berechnung von v gestattet.

Bevor wir zum Beweis des Theorems kommen, schicken wir zunéchst zwei Lemmata vor-
weg:

6.10 Lemma. Es sei f € k[X] ein (nicht notwendig irreduzibles) normiertes Polynom

vom Grad drei iiber £ mit Diskriminante A # 0, ferner seien § := ;‘7, L= k(9), M
der Zerfiallungskorper von f iiber k und ( eine primitive dritte Einheitswurzel in K. Dann

gilt:

(i) Es gibt ein ¢ € L* mit der Eigenschaft, dafi ¢ in M’ := M(() dritte Potenz eines
w € M’ ist und daB M" = L(C, u) ist.

(ii) Ist ¢’ € L ein weiteres Element mit M’ = L((,u') fiir ein geeignetes v’ € M’ mit
13 / :
= ¢’, so gilt:

(1) Ist 0 kein Quadrat in £ und L also eine echte quadratische Erweiterung von
k, und bezeichnet 7 das nicht-triviale Element der Galoisgruppe von L/k, so
existiert ein n € L* derart, dal entweder &’ = en® oder 7(&') = en? ist.

"Dies ist keine Einschrinkung, weil wir im Falle a = 0 nach 6.7 stets eine isomorphe Form mit a # 0
finden kénnen
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(2) Ist § ein Quadrat in £* und also L = k, so existiert ein n € k* derart, daf
entweder &' = en® oder & = en? ist.

Beweis:

(i) Es sei f = X3+ bX?%+ cX + d. Fiir jedes a € k hat dann das Polynom f(X — a)
dieselbe Diskriminante und denselben Zerfallungskorper wie f; setzen wir speziell
b .
a = SO 1st

3
b 1 2 1
X--)=Xx3 — V)X = =b—-bc+d).
(r-g) e (emg) - (- ge)
Wir kénnen also ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dafl b = 0 gilt.
Setzen wir noch p := £ und ¢ := g, so erhalten wir f = X3 + 3pX + 2q¢.

Dann ist A = —4-27- (p® + ¢%), also § = p3jq2, und wir setzen

1
e=—q— VPt =—q— V5, (26)

wobei wir die Wurzel so wéhlen, dafl ¢ # 0 ist, was moglich ist, weil die Diskriminante
ja nach Voraussetzung nicht verschwindet. Wéhlen wir eine beliebige dritte Wurzel

u € K von ¢, und setzen wir v := —2 so folgt nach den Cardanoschen Formeln
([Bos93, 6.1]) dann f = (X — z1)(X — x2)(X — x3) mit

Ty = u-+wv,
T2 = CU+ C21)7
r3 = Cu+ (.

Also erhalten wir schon einmal M’ C L((,¢).
Wegen

det(é Clz):<2—<=<—1—<>—<=—1—2<7é0

konnen wir die Gleichungen fiir x; und x5 nach u und v auflésen und erhalten somit
auch die umgekehrte Inklusion L((,¢) C k'(x1,22) = M.

(ii) Wir setzen k' := k((), L' := L(¢) und erhalten das folgende Hasse-Diagramm:
M/

\

M
L/

/N

)

N\ /
k

Bezeichne pz die Gruppe der dritten Einheitswurzeln in &’. Die Inflations-Restrik-
tions-Sequenzen in der Galoiskohomologie von pug beziiglich der drei Korpertiirme
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K/M'JL, K/M'/L' und M'/L’/L liefern das folgende kommutative Diagramm von
abelschen Gruppen mit exakten Zeilen und Spalten:

1 1

Hl(L//Lu :U’3) - Hl(L,/L, :u3>
inf inf

1—— HY(M'/L, p3) == H"(L, j13) —> H' (M, j13)

res res

1 — H M’/ L, pis) = H\(L, i) —=~ H' (M’ p13)

Wegen [L' : L] < 2 und (2,3) = 1 gilt H'(L'/L, p3) = 1, und bekanntlich gilt fiir
einen beliebigen Kérper N C K, dal H'(N, u3) isomorph zu NX/NXd ist. Tragen
wir dies in obiges Diagramm ein, so erhalten wir:

1 1

| |

14>Hl(M//L”uS)L)LX/LX34YQS>M/X/M/><3

\L res \L res

1—= HY (ML, i) ™ 1 ) 1* = A g

Betrachten wir die Elemente [¢] und [¢'] aus L*/L*?, so liegen sie im Kern der Re-

striktion nach M'* /M’ Xg, stammen also von Kohomologieklassen aus H!(M'/L, j13)
ab, die wir ebenfalls mit [¢] und [¢] bezeichnen wollen.

Angenommen, [¢] oder [¢'] wire die triviale Klasse, gelte ohne Beschrinkung der

Allgemeinheit etwa [¢] = 1. Dann mu8 res([¢]) trivial in L' /L"*” sein, d.h. die drit-
ten Wurzeln u, Cu und ¢?u von ¢ liegen schon in L’. Nach Voraussetzung gilt aber
M’ = L'(u), d.h. in diesem Fall folgt L' = M’. Wegen L' = M’ = L'(u') mufl dann
aber auch ¢’ = u/* eine dritte Potenz in L' sein, d.h. auch res([¢']) ist trivial. Wir
wissen aber schon, dafl die Restriktion injektiv ist, es folgt also [¢'] = 1 = [¢], d.h.
die Aussage des Lemmas ist in diesem Fall bewiesen.

Seien also [e] und [¢'] beide nicht trivial. Wire [¢'] = [¢], so wére die Aussage eben-
falls bewiesen. Wir miissen also nur den Fall betrachten, dafl [¢] und [¢'] verschiedene,
nicht-triviale Klassen sind.

Wegen ps C L' operiert Gy := Gal (M'/L') trivial auf pg, d.h. es ist
HY(M'/L', ji3) = Hom (Gapryrr, ji3).-

Weiter ist [M': L] € {1, 3}, weil M’ nach Voraussetzung der Zerfallungskorper des
Polynoms g := X3 — e € L'[X] ist und g wegen us C L’ entweder irreduzibel oder
Produkt von drei Linearfaktoren sein mufl. Im Falle M’ = L’ folgte aber wie oben
sofort [¢] = [¢'], und diesen Fall hatten wir ja ausgeschlossen. Also ist M'/L’ eine
Galoiserweiterung vom Grad drei mit Galoisgruppe Az und daher HY(M'/L', u3)
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dreielementig. Da die Untergruppe H'(M’/L, u3) die nicht-trivialen, verschiedenen
Elemente [¢] und [¢] enthélt, mufl sie ebenfalls dreielementig sein, und es muf

€] = e = €7

gelten. Insbesondere ist also der Quotient j—; eine dritte Potenz in L, und wir kénnen
fiir den Beweis des Lemmas ohne Beschrinkung der Allgemeinheit ¢’ = £? annehmen.

Dann gilt
1 1 1\*
g g2 e)

d.h. Teil (2) des Lemmas ist bewiesen.

Sei jetzt also 0 kein Quadrat in L. Wir miissen dann beweisen, dafl %5/) = %2) eine

dritte Potenz in L ist oder dquivalent, dafl 7(¢) - € eine dritte Potenz in L ist:
T(e?) g2 3 7(¢) ( 1 )3 ( £ )3
= & —=(rn))’ & ——=(—] & 7(6)-e=——] .
e (r(n) e (1) ) 7(1)

Setzen wir die explizite Formel (26) ein und beachten wir, daf 7(v/3) = —/§ gilt,
weil 0 kein Quadrat in k ist, so erhalten wir:

7(e) e = (—q - %ﬁ) (—q + %\/5) — === ) = ()

Damit ist das Lemma vollstdndig bewiesen.

W

q.e.d.

6.11 Lemma. Es seien alle Bezeichnungen wie in 6.8, weiter sei M der Zerfillungskorper
von f = 1.Q(X,1) wie in 6.7, und es sei M’ := M({) wie in 6.10. Setze &’ := e - /6.
Dann ist &’ dritte Potenz eines v/ € M’, und es gilt M’ = k(\/g, ¢, u').

Beweis: Es sei g das normierte Polynom

1 b 3ac — b? 27a%d + 2b® — 9abc
X) = = . X — — ) =Xx3 X+2 .
9(%) a / < 3a) 9 ( 9a? ) * ( 54a3 )

(. J/
=p =q

Bezeichnen Ay und A, die Diskriminanten vonf bzw. g, so folgt aus 6.3(ii):
A(Q) = a4.Af:a,4.Ag:—a4.4.27.<p3+q2)’

Ve = /-2 = J1ad(pP 1 ?) = 2a2/pP + ¢

Einsetzen ergibt:
oo (g B 27a2d;—A2(b;)— 9abc\/5) V5
54a’q - 4a*(p® + ¢°)
—2a* 427 (PP + @)
= VPP P+
AN s
= (=a)’ (—a=VP*+ ).

a
_55_
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Werfen wir nun einen Blick zuriick in den Beweis von 6.10(i), so sehen wir, daf§ zu dem
dort konstruierten e der Zusammenhang ¢’ = (—a)? - ¢ besteht. Weil ¢ die geforderten
Eigenschaften hat, gilt dasselbe auch fiir unser ', und das Lemma ist bewiesen. q.e.d.

)

(G, S5 [ p3) nur von der Isomorphieklasse [Q] von @ abhéngt. Dazu stellen wir
zuerst einmal fest, daB das Bild von & in k% /k** und damit die Isomorphieklasse von L
wegen 6.3 tatsichlich nur von [()] abhéngen.

Sei nun Q'(X,Y) = d'X?® + V' X?Y + ¢/ XY? 4+ d'Y? eine weitere Form aus [@Q] mit a’ # 0,
und seien ¢’ und €’ die zugehorigen Invarianten. Geméafl 5.11 miissen wir zeigen, dafl es

ein a € As und ein y € L gibt mit €’ = aley®] bzw. (¢, ‘/e—‘?) = al(e, \/?S)yg}.

Seien alle Bezeichnungen wie in 6.10, und sei zunéchst 0 kein Quadrat in k. Nach 6.10 und
6.11 gibt es ein n € L(V/§)* = L}, fiir das entweder v/§'e’ = V/den® oder 7(v/§'e’) = V/den®
gilt. Nach 6.3(i) ist %/ eine sechste Potenz in £*, gelte etwa %/ = 15, Dann koénnen wir im
ersten Fall @ := id und y := Z und im zweiten Fall a := 7 und y := —Z setzen (wobei man

beachte, daB 7(v/8) = —v/0 und 7(v) = v gilt):

3
LBl aley?] = e2) =ep. Vi _ .

2. Fall:  aley®] = 7 [e (_g)s} =T [67]3- <—£>] = M =é.

Vo Vo

Sei jetzt ¢ ein Quadrat in k. Dann gibt es — wieder nach 6.10 und 6.11 — ein n € k>, fiir
das entweder vd'¢’ = V/den? oder = = /den? gilt. Setze dann im ersten Fall a := id

Vel
und y = (Z, %) und im zweiten Fall ¢ := 7 und y := (\/5,77, \/V;’n):

Lo of(cf)] - (oG5 - ()

2. Fall: «a [(e, @) y3] =T (5’\/567]3,\/5_%6773) = (e’,i—?) :

Damit haben wir bewiesen, daf§ die () zugeordnete Form der Fermatgleichung nur von
der Isomorphieklasse [@] abhéngt. Es bleibt zu zeigen, dafl die zugeordnete Form wieder
isomorph zu @ ist. Wir wissen aber schon aus 6.5, dafl es eine Form P := PJ{(L},z)}
gibt, die isomorph zu @ ist. Wir miissen also nur zeigen, dafl P sich selbst zugeordnet
wird.

Beweis des Theorems: Zunichst wollen wir zeigen, dafl die Klasse (Lg, €) bzw. (Ls, (e

1
aus H, .

Seien also ' € kX und z € Ly beliebig. Gelte zunéichst § ¢ k> und = y + 2o mit
a? = ¢'. Dann erhalten wir nach 5.17 beziiglich der Basis {1,a} von Lg:
P := P}, )}
=Trp,, i [(y + 20) - (X + ozY)S}
=Try,, /& [(y + 20)X° + (Bya + 38'2) XY + (30'y + 38'20) X Y2 + (8”2 + 6'ya)Y?
= (29) X3 4 (60'2) X2Y + (68'y) X Y2 + (26"%2)Y2,
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Also gilt a = 2y, b= 60"z, ¢ = 66’y und d = 26"z.

1. Fall: y # 0,
dann ist a # 0, und wir kénnen uns direkt daran machen, die Invarianten zu berechnen:

A(P) = —172868" () — §'2%)? = (=270") - [80'(y* — 0'2%)]°,
5 = & [80'(y* — 0'22)],
12 Y
e = y— 5(5’2((yy2 _5(522))2 o=y —zo =Ty + zal = 7(z].
2. Fall: y =0,

wegen = # 0 mufl dann z # 0 sein, und wir kénnen zu Py fir A := (9}) iibergehen:
Py = (2672)X° + (60'y) X?Y + (66'2) XY? + (2y) Y.

Wegen det(A) = —1 und 6.3(i) ist A(P4) = A(P), d.h. auch ¢ ist dasselbe wie oben, und
fiir e ergibt sich

(5’zy (5’33

625/22—2—
o’ (y —512)

a=0%240ya=(y+az) o =z o

— In beiden Féllen ist die Aussage damit gezeigt.

Es bleibt der Fall, daf§ ¢’ ein Quadrat in k ist. Sei x = (y, z), dann erhalten wir nach 5.17
beziiglich der Basis {(1,0), (0,1)} die Darstellung

P = P{(¢',2)} = yX° + 2Y7,

dh.a=y,b=c=0und d = z. Wegen y, z € £ bendtigen wir diesmal gliicklicherweise
keine Fallunterscheidung;:

A(P) = —27y*2%,
5 = 2 = (y2)%,
y 27y%z y .,y
= Z2__ 297 =242 =
‘ 2 Thupr WA =g EG =

weil wir ja die Wurzel von y%2% so withlen sollen, daf e # 0 ist. Dann ist

Y0 1)

e )

=(y,2) =2

und auch in diesem Fall ist die Behauptung gezeigt. Damit ist das Theorem vollstédndig
bewiesen. q.e.d.

6.12 Beispiel. Zu welcher Form Py{b} ist die binire kubische Form Q(X,Y) := X?Y +
XY? iiber Q isomorph?

Zunichst berechnen wir mit (24) die Diskriminante und erhalten A(Q) = 040+ 1%-12 —
0 — 0 = 1; insbesondere ist () also nicht-ausgeartet.

Leider ist der Koeffizient von X3 null, so da8 wir () zuniichst mit Hilfe von 6.7 transfor-
mieren miissen. Mit den Bezeichnungen aus dem Beweis von 6.7 miissen wir ein p € Q
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mit P(p) = p® + p # 0 suchen — nehmen wir zum Beispiel p := 1. Dann ist A = (}9),
und wir erhalten die isomorphe Form

QuA(X,Y)=Q(X, X +Y) =2X>+3X2%Y + XY?2,

alsoa=2,0=3,c=1und d=0.

Nun konnen wir die Invarianten ¢ und e berechnen, wobei wir beachten, dafl wegen 6.3(i)
die Diskriminante von Q4 wegen det(A) = 1 gleich A(Q) ist:

;oL
27

_ 2 042:8-9-2.3.1 [ 1
T 3 2.1 V 27 T

Alsoist Ly = Q ( —%) = Q(v/—3), und wir erhalten |Q = P§ {(Q(v/=3),1) } |
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7 Formen der Fermatgleichung in F,""

Es seien wieder m,n > 1 natiirliche Zahlen, k ein Korper mit (chark) f m!, K = k
ein separabler algebraischer Abschlufl von k, G := Gal(K/k) die absolute Galoisgruppe
und P = X" + ...+ X" € k[X;]. — Diesmal wollen wir P* aber in erster Linie als

—~—

ein Objekt aus F;"™ auffassen! — Wie wir in der Einleitung erldutert haben, ist dies
die natiirlichere Sicht, wenn wir P* als ,,Gleichung® sehen und (nur) an der Anzahl der
Losungen dieser Gleichung interessiert sind.

In diesem Kapitel werden wir untersuchen, wie man die Ergebnisse aus dem fiinften

Kapitel modifizieren muf}; um die K /k-Formen der Fermatgleichung in fﬂk\"/l zu verstehen.

7.1 Satz/ Definition. Die Gruppe pu,, bettet sich diagonal in die Gruppe ", und damit
in das Kranzprodukt von S, mit fi,, ein, wo sie im Zentrum liegt und also ein Normalteiler
ist; bezeichne A := A™ den Quotienten:

A= A~,T = (Snfum) / om-
Dann induziert die in 5.1 definierte Einbettung S, [, — GL(n, K) eine Einbettung

A — PGL(n, K) : S [ GL(n. K)

und beziiglich dieser Einbettung ist A eine Untergruppe der Automorphismengruppe von
P in F™. Ist m > 3, so gilt sogar Gleichheit, d.h. in diesem Fall haben wir

A(P™) == Aut——(P™) = A.
Fr

Bewers:
wohldefiniert: Klar!

e Einbettung: Seien ((;); - o und (&); - 7 zwei Elemente aus A, die in PGL(n, K) auf
dasselbe Element abgebildet werden, d.h. die Bilder von ((;); - ¢ und (§); - 7 in
GL(n, K) unterscheiden sich nur um ein Skalar ¢ € K*. Dann folgt aber sofort, daf3
o=r71und (; = c-§ fir alle i € {1,...,n} gilt, daB also ¢ € p,, ist und damit

(G)i-o=(&)i- T
o Untergruppe von A(P)"): Klar nach Definition von A(P)")!

e Gleichheit im Fall m > 3: Sei also m > 3, und sei B € PGL(n, K) ein K-
Automorphismus von P, reprisentiert durch B € GL(n, K). Nach Definition von
Morphismen in der Kategorie F2™ gibt es dann ein ¢ € K* mit P*(BX) = c- P
Sei d € K* eine m-te Wurzel von ¢, und sei B’ € GL(n, K) die Matrix éB. Es folgt

PI(BX) = PP(GBX) = ()" PP(BX) = P

d.h. B’ ist ein K-Automorphismus von P in der Kategorie F™. Nach 5.2 ist B’
dann ein Element aus S, [ ji,,, und die Behauptung folgt, da natiirlich B’ = B in
PGL(n, K) gilt.
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q.e.d.

7.2 Lemma/ Definition. Die Gruppe S, operiert via

U(Cl? ee 7Cn> = (Co“l(l)7 s 7CO’_1(’H,))

von links auf der Gruppe u” /i, (wobei p,, wieder diagonal in p! eingebettet sei), und
die offensichtliche Abbildung

A = (30 Sn) . — (1 i) X Sy

(Gi)i-o = (C)i-o

ist ein Isomorphismus. In Zukunft wollen wir die Gruppe A auf diese Weise mit der Gruppe
(i /pm) xS, identifizieren!

Beweis: Klar! q.e.d.

7.3 Lemma. Durch

5((@)1- . 0) = ((SCZ-)Z- . 0) (fiir s € G, (1,...,(n € i und o € S, beliebig) (27)

wird auf A eine stetige Links-G-Operation definiert, die den Normalteiler (u” /) < A
invariant 1a83t.

Ist m > 3 (und also A = Autg(P™) nach 7.1), so stimmt diese Operation mit der in
Beispiel 1.6(v) definierten und nach Beispiel 3.5(ii) stetigen Operation iiberein.

Beweis:

diskrete G-Gruppen-Struktur: Die Gruppe S, [ f, ist nach 2.16 eine diskrete G-
Gruppe, und man sieht sofort, daf der Normalteiler ji,, < S, [ i, invariant unter
der G-Operation ist. Nach 2.11 ist dann auch der Quotient A eine diskrete G-
Gruppe, und Formel (27) ergibt sich sofort aus 2.11 und 7.2.

Diese Operation auf A ist offenbar auch die (fir S = G, T' = S, und A = u2 / fin)

durch 2.14 definierte, woraus insbesondere folgt, dafi der Normalteiler u” /u, < A
invariant ist, eine Tatsache, die man natiirlich auch direkt aus (27) ablesen kann.

Ubereinstimmung im Fall m > 3: Fiir jede Operation von G auf A muB {(11;); - o) =
(p1s); - o gelten, und nach Gleichung (4) operiert G auf PGL(n, K) durch Operation
auf den Eintrdgen einer représentierenden Matrix, woraus 51;); = (%u;); und o = o
folgt, da man das Bild von ¢ in PGL(n, K) durch eine Permutationsmatrix mit
Eintriagen aus {0, 1}, also insbesondere aus k, représentieren kann und ¢ demnach

fix unter der Galois-Operation ist.
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7.4 Lemma/ Definition. Von nun an bezeichne p : S, f fom —> A die kanonische Pro-
jektion. Folgendes Diagramm ist dann kommutativ in der Kategorie der diskreten G-
Gruppen, und alle Zeilen und Spalten sind exakt:

1 1 (28)
1 fm I, fim/ om —— 1
1 Fon _ So [ tm ; A 1

S, : S,

1 1

Beweis: Klar! q.e.d.

7.5 Lemma. Der Morphismus von Koeffizientenerweiterungen aus 3.11(iv) induziert nach
3.4, 3.5(ii) und 3.10 das folgende Diagramm in der Kategorie der punktierten Mengen,
wobei die Abbildung ¢ surjektiv ist:

By (Kl 1) - BTGB

(as) — (a,)

Hclont(G7 A.’F;:’m (P;Ln)) w

Hclont(G7 A(an))

Beweis: Sei () eine beliebige Form von F;* in der Kategorie fﬂk\% . Es gibt also einen
Isomorphismus A € PGL (n, K') von Y nach P". Wird A durch eine reguldre Matrix A
repréasentiert, so bedeutet das nach Definition, dafi es ein A € K* gibt mit P)*(AX) = A\-Q.

Setzt man demnach A’ := K‘Lﬂ - A, so gilt

1 \" 1
PMA'X) = (—) CPMAX)=—-m-Q=Q,
WX) = (=) PrAX) = ome@=Q
d.h. A’ definiert einen Isomorphismus von ¢ nach P in F,"™. Das Polynom @) ist also
auch dort eine Form von P’*, und die Surjektivitdt von ¢ ist bewiesen. q.e.d.
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7.6 Korollar. Ist m > 3, so ist das Bild von E;_;;,g(K/k‘, P’™) unter ¢ gleich dem Bild
k
von H (G, Autynm(P7")) unter ¢, d.h. es gilt:

cont

)

~ f[1 " ~
E(K [k, P") > Im (Hsonm, S f1m) 2@, A>)

Beweis: Klar nach 5.2, 5.18, 7.1 und 7.5! q.e.d.

7.7 Satz. Zwei Klassen aus H!

cont

(G, Sn [ pm), gemiB 5.11 gegeben durch Paare (L, z) und
(L', 2), werden genau dann unter H} (p) in H} (G, A) auf dieselbe Klasse abgebildet,

cont cont

wenn es ein A € k* gibt mit (L', 2") = (L, A\x) € H. (G, S, [ ptm).

Beweis: Wir bezeichnen den durch (L,z) definierten 1-Kozykel von G in S, [ i, mit
b = (bs), twisten die untere kurze exakte Sequenz aus Diagramm (28) mit b, gehen zur
langen exakten Kohomologiesequenz iiber (vgl. 2.27!) und erhalten:

Hl

HYN (G, piny) — HYG (Suf tm)) —222 1Y@, Ay)

ist exakt.

Wie man leicht sieht, liegt der Normalteiler i, im Zentrum von .S, f Im, d.h. nach 2.24
gilt i p = pim. Wir haben also den wohlbekannten Kummerisomorphismus

FX /()™ = Hogn (G, i)
A — <ﬂ>s

Nach 2.33 hat die durch (L/,2') gegebene Klasse genau dann dasselbe Bild wie b in
H} (G, A), wenn sie durch einen 1-Kozykel der Form (as-bs) gegeben wird fiir eine Klasse

(as) aus HY (G, ftms). Nach obiger Uberlegung sind dies genau die Klassen (8,%5 . bs>

mit A € k*. Einsetzen der expliziten Formel fiir (bs) aus 5.11 liefert (wobei (c¢;) den durch
L definierten 1-Kozykel von G in S,, bezeichne):

(ﬂb>: (STC/XSW) e — <M> .c :(L)\J?)
o o ’ V() ) |

(Fir die letzte Gleichheit beachte man, daf alle s € G und alle ¢ € M nach Definition
k-Morphismen sind, also A auf sich selbst abbilden!)

Insgesamt erhalten wir, daf8 die Klasse (L,2') genau dann dasselbe Bild wie (L,z) in
H! (G, A) hat, wenn sie von der Form (L, A\z) fiir ein geeignetes A € k* ist — und dies

cont
ist gerade die Behauptung, der Satz ist also bewiesen. q.e.d.
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7.8 Korollar. Fiir eine separable k-Algebra L wollen wir zwei Klassen [z], [2/] aus der
Menge Auty,(L)\(L*/L*™), reprisentiert durch Elemente z, 2’ € L*, dquivalent nennen,
wenn es ein A € k* gibt mit [z] = [A2/], d.h. mit (L, z) = (L, \2') € HL (G, Sy [ pm). —
Nach 5.11 ist (L,z) = (L, Az’) dquivalent dazu, daf es ein y € L* und ein a € Auty(L)
gibt mit x = ¥ (a[Ax'y™]).

Die Menge der Aquivalenzklassen werde mit Auty(L)\(L*/L*™)/k* bezeichnet. Wir ha-
ben dann das folgende kommutative Diagramm von punktierten Mengen:

HAutk(L)\(LX/LXm) can ]_[Autk(L)\(LX/Lxm)/k:X
(L] (L)

H(}ont(G7 STL f Ium) Hclont(G7 A)

Hclont (p)

Dabei laufen die disjunkten Vereinigungen {iber alle k-Isomorphieklassen von endlichen,
separablen k-Algebren L vom Grad n, und die ausgezeichneten Elemente sind die durch
(k™, 1) gegebenen.

Beweis: Klar nach 5.11 und 7.7! q.e.d.

7.9 Korollar. Es sei m > 3. Dann induziert die Abbildung ¥ eine Bijektion von punk-
tierten Mengen

E(K/k, Py = [ ] Aute(L)\(L" /LX) [k
(L]

Die Umkehrabbildung schickt ein Paar (L, x) auf die Isomorphieklasse von P"{(L,x)}.

Beweis: Klar nach 7.6 und 7.8! q.e.d.

Als Anwendung werden wir nun nicht-ausgeartete binére kubische Formen iiber einem

endlichen Koérper k£ bis auf Isomorphie in .7:,3’3 klassifizieren:

7.10 Korollar. Es sei speziell k ein endlicher Korper, und es sei () eine beliebige nicht-
ausgeartete bindre kubische Form iiber k.

Seien alle Bezeichnungen wie in 6.6, dann gilt:
(i) Enthalt k& die dritte Einheitswurzeln, so ist @ in .7-"]3’3 isomorph zu einer der fol-

genden drei getwisteten Fermatformen (wobei wieder {1, 3} als Basis von Ls und
{(1,0),(0,1)} als Basis von L; = k x k gewihlt wurden):

PY{(L,(1,1))} = X°+Y?,
PI{(L1,(1,9))} = X°+0Y7,
P3{(Ls, 1)} = 2X% 4 66XY2.
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(ii) Enthélt k die dritten Einheitswurzeln nicht, so ist @ in .7-",3’3 isomorph zu einer
der folgenden drei getwisteten Fermatformen (wobei die Basen wie oben gewéhlt
wurden):

P3{(Ly,(1,1))} = X3+7Y3,

P3{(Ls,1)} = 2X% 4 66XY?
Pzg{(L(;,Oé>} == Trk//k(a) X3+3Trk//k(aﬁ) X2Y
+3(5 : Tl‘kl/k(Oé) : XY2 + 0 - Trk//k(ozﬁ) : Y3.

Beweis: Es sei k =TF,.

(i) Esist (6,0) =4d-(1,1), (6%,6%) =% (1,1) und (1,6%) = 7[62 - (4, 1)], ferner (4, 6%) =
d-(1,60). Aus 7.8 folgt dann, dafi sowohl die Klassen (L1, (1,1)), (L1,(d,d)) und
(Ly, (6%,6%)) als auch die Klassen (L1, (1,0)), (L1, (1,62)) und (L4, (4, 6%)) dquivalent
sind. AuBlerdem sieht man leicht, da8 (L4, (1,1)) und (L, (1, d)) nicht dquivalent sein
kénnen.

Um zu beweisen, daf auch die Klassen (Ls, 1), (Ls, &) und (Ls, a?) dquivalent sind,
schreiben wir ¢ als 3s + 1 mit s € N ; dann gilt

«3
eL;

_ (35+3)—(3s+1+1)

8+1)3‘1 = a,

1
)
1 3
<_) 1.6 = 0473s+(3s+1+1) _ 062.
as

——
x3
€L;

(ii) Wir miissen uns nur iiberlegen, dafl (Ls, 1) und (L, ) nicht dquivalent sind. Schrei-
be ¢ als 3s + 2 mit einem s € N;! Waren (Lg, 1) und (Ls, o) dquivalent, dann gébe
es nach 7.8 Zahlen u,v € Ny mit o = (a*)?-1-4” oder a? = (a*)?-1-6". Das kann
aber nicht sein, da zwar

(a/u)B o160 = O{3u—&-(3s—‘,—2—‘,—l)v _ (au+(s+1)v)3
eine dritte Potenz ist, a und af aber offenbar nicht.

q.e.d.

7.11 Beispiele. Wir wollen die Beispiele 5.16 und 5.25 fortsetzen und die C/R-Formen
von Py sowie die F5/F5-Formen von P} berechnen:

(i) Nach 7.7 definieren (R3, (1,1, 1)) und (R3, (—1,—1,—1)) dieselbe Klasse, ebenso
(R%,(1,1,-1)) und (R?,(1,-1,-1)) sowie (C? x R,(1,1)) und (C? x R, (1,-1)).
Also folgt, daB es genau drei C/R-Formen von Py gibt, nimlich

E(C/R, Py) = {a* +y* + 2%, o* +o* — 2%, 2% — 12227 + 2y + 2*}.
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(ii) Wie schon bemerkt, ist das Nehmen der dritten Potenz in F5 bijektiv, d.h. fiir jede
k-Algebra L (die separabel und endlich vom Grad vier iiber Fy ist) gilt £ C (L*)3.
Deswegen haben wir offenbar

Autp, \(L™/(L*)*) [F5 = Aty \(L*/(L*)?),

und wir sehen, daf alle neun in 5.25 aufgelisteten Formen auch in der Kategorie
F*3 paarweise nicht-isomorph bleiben.
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8 Spezialisierung

Es seien n,m € N, positive natiirliche Zahlen, A ein Dedekind-Ring, K der Quotien-
tenkorper von A und p C A ein maximales Primideal mit zugehoriger diskreter Bewertung
vp 1 K — Z U {oo} und Restklassenkorper x(p). Ferner sei L/K eine Galoiserweiterung
mit Galoisgruppe G, B der ganze Abschlufl von A in L und ¥ C B ein maximales Prim-
ideal von B, das iiber p liegt, mit Restklassenkorper (). Wir setzen voraus, daf die
Restklassenkorpererweiterung (%) /k(p) separabel ist.

In diesem Kapiteizvgrden wir die Spezialisierung, d.h. die Reduktion modulo p, sowohl
fiir Objekte P aus F™ als auch fiir Kohomologieklassen aus HZ (G, A(P)) definieren
und insbesondere zeigen, daf3 diese beiden Reduktionen miteinander vertriglich sind. Wir
werden dann speziell den Fall der Fermatgleichung P betrachten und untersuchen, wie
sich die Spezialisierung in Termen der Charakterisierung von Kohomologieklassen durch
Paare (L, z) ausdriicken 1a8t.

8.1 Lemma/ Definition. Fiir eine Matrix M = (m;;);; € End (K™) setze v,(M) :=
min; ; vy(my;) € Z U {oo}.

Sei nun M € PGL (n, K), repriisentiert durch M € GL (n, K). Dann gilt:
(1) vp(det M) > n - vy(M),
(ii) vy(det M) =n-v,(M) < M € PGL(n, A,).

Beweis: Fixiere ein m € A mit vy(m) = 1!

e (i): Klar, weil die Determinante ein homogenes Polynom vom Grad n in den Koef-
fizienten von M ist!

o (ii)<: Es gebe also ein M’ € GL(n,A,) und ein ¢ € K* mit M = cM’. Aus
det M’ € A} folgt zuniichst vy(det M') = 0. AuBerdem gilt offenbar v,(M') > 0.

Angenommen, es wire vp(M’) > 0. Dann folgte 2M’ € End (n, A,), aber es ist
det TM' = L det(M'), dh. vy(det L1M') = —n < 0, so daB det LM’ ¢ A —
Widerspruch!

Also gilt v,(M') = 0, und es ergibt sich:

vp(det M) = vy(det cM') = vy(c" det M) = n - vy(c) + vy(det M)
=0

= - y(c) = 1 - (up() + 1, (M) = - vy(c) = - vy(eM) = - 0y(M).
T

e (ii)=: Setze M' := 7%\ Dann gilt v,(M') = —v,(M) + v,(M) = 0, d.h.
M’ € End (n, A4;), und

p(det M) = (") det M) = = - vy(M) + vy(det M) 0.

Die Matrix M’, die ja ebenfalls ein Représentant von M ist, liegt also in GL (n, A,).
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q.e.d.

8.2 Korollar.
PGL (n, By) N PGL (n, K) = PGL (n, A,) (in PGL (n, L)!)

Bewezs:
e DO: Klar!

e C:Sei M € PGL (n, By) N PGL (n, K) gegeben, reprisentiert durch eine Matrix
M € GL (n, K). Nach Voraussetzung wird M auch durch eine Matrix aus GL (n, By)
reprasentiert; deren endlich viele Koeffizienten liegen schon in einer endlichen Ga-
loiserweiterung von K, so dafl wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen
diirfen, dal L/ K endlich ist; insbesondere ist dann B wieder ein Dedekind-Ring,
die zugehorige diskrete Bewertung werde mit vg bezeichnet. Sei e := e(P/p) € N
der Verzweigungsindex, dann folgt:

e - vy(det M) = vg(det M) Siln-vm(M) =n-e-vy(M)
= up(det M) =n-v,(M) = M e PGL(n,Ap).

q.e.d.

8.3 Lemma/ Definition. Es seien P und @ Objekte aus ;2" (d.h. also von Null ver-
schiedene homogene Polynome vom Grad m in n Variablen tiber K) mit [Q] € E(L/K, P)
(d.h. also, daf8 @ eine L/K-Form von P ist).

Das Polynom @) (oder genauer die K-Isomorphieklasse [Q] von Q) heiit p-reduzible Form
von P, wenn es einen Isomorphismus M : Qr — Pr, € PGL (n, L) mit M € PGL (n, By)
gibt.

Diese Definition héngt nicht von der Wahl des Primideals B {iber p ab.

Beweis: Sei @ p-reduzibel beziiglich B, und sei P’ ein weiteres maximales Primideal von
B, das iiber p liegt. Wir haben zu zeigen, dafl () dann auch p-reduzibel beziiglich 9’ ist.

Sei also ein M € GL (n, By) gegeben, das einen Isomorphismus M : Q; = P; reprisen-
tiert. Wihle einen Zwischenkérper K der Erweiterung L/K, der endlich und galoissch
ist und alle Koeffizienten von M enthilt! Bezeichnet A den ganzen Abschluf von A in
K, und setzt man P := PN A und P’ := P' N A, so folgt aus 8.2, angewandt auf die
Erweiterung L/K und die Primideale |8, daf M in PGL (n, A4 ) liegt; wir diirfen also

ohne Beschréankung der Allgemeinheit annehmen, dal M schon aus GL (n, flm) ist.

Weil K /K endlich und galoissch ist, gibt es ein § € Gal (i~( /K) mit B = 9’. Wiihle eine
Fortsetzung s € Gal (L/K) von § auf L! Dann ist auch M € PGL (n, L) ein Isomorphis-
mus von ()7, nach Pr, und

M =°M € GL(n, Asigy) = GL(n, Ag) € GL (n, By),
d.h. Q ist auch p-reduzibel beziiglich des Primideals ’. q.e.d.
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8.4 Definition. Fiir ein Objekt P aus féﬁ definiere die punktierte Menge

E(L/K,P)(p):={[Q] € E(L/K,P)|3Q" € [Q] : Q' ist p-reduzible Form von P}.

8.5 Lemma/ Definition. Fiir ein beliebiges Objekt P = > oy,

—_—~—

Fp™" setze vy(P) := min,, ;. vp(,,. 4,) € Z.
Ist dann M € GL (n, Ap) beliebig, so gilt v,(P(M X)) = vy(P).

X - X! aus

,,,,, in

Beweis: Das folgende Diagramm kommutiert:

AXy, .., X M Ap[Xy, ., X

k()X - ., X K(P)[X1,- .., Xl.

M mod p

Gelte zunéchst v,(P) = 0. Dann ist also P mod p # 0, wird also auch unter M mod p

auf ein von Null verschiedenes Polynom abgebildet, woraus aus der Kommutativitiat des
Diagramms folgt, dal v,(P(M X)) = 0 sein muB.

Im allgemeinen Fall wéhle man wieder ein 7 € A, mit vy(7) = 1 und betrachte das
Polynom P := 7% ) P; offenbar gilt v,(P) = 0 und damit
0p(P(MX)) = u(x P P(MX)) = 0(P) + v P(MX))
= vp(P) + vp(P) = vy " P) = vy (P).

q.e.d.

8.6 Lemma/ Definition. Definiere zunéchst die Abbildung

Ob (f/}m) — Ob (%)/Homo‘chetie
P = [P(p)] =@ P) mod pl,

P

wobei m € A, ein beliebiges Element mit v,(7m) = 1 sei, und sei jetzt P € Ob (Fz™) ein
Objekt mit der Eigenschaft, dafl die Automorphismengruppe Auty(P) in PGL (n, By)
liegt. Dann haben wir die folgende wohldefinierte Spezialisierungsabbildung:

sp: E(L/K,P)(p) — E(s(P)/r(p), P(p))
Q] —  [Q'(p)] (fiir eine p-reduzible Form Q' € [Q] von P),

wobei man beachte, dafl die Menge E(k()/k(p), P(p)) nur von der Isomorphieklasse von
P(p) und also nicht von der Wahl von 7 abhéngt!

Beweis:
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o Wohldefiniertheit von P +— P(p):Ist P ein Objekt aus EIE’T”, so ist vy (7P P) = 0,

d.h. die Reduktion modulo p ist nicht das Nullpolynom und also ein Objekt aus

—_~—

7 H(p) '

Unabhdngigkeit von 7: Ist auch ' € A, ein Element mit vy(7') = 1, so gilt 5 € A,”

d.h. die Polynome 7=% ") P und 7'~ (P) p unterscheiden sich modulo p nur um ein
Element aus x(p)”, d.h. um eine Homothetie.

Wohldefiniertheit von s,: Wir zeigen zunéchst: Ist ' eine p-reduzible Form von P,
so ist Q'(p) eine k(*P)/k(p)-Form von P(p). Sei hierzu 7 € B mit vy(r) = 1, und
sei e ;= e(*P/p) der Verzweigungsindex. Offenbar gilt:

P(p) = (« _e”p(P)PL) mod P und

Q'(p) = (7 »@)Q7) mod P.
Nach Voraussetzung gibt es ein M € GL (n, By) und ein A € L* mit P (MX) =
A - Q' , woraus folgt:

(PP (MX) =g @®) X Q) = (me ). X . oo (Q’)) - (e (Q’)Q/L)
= (el @)=o (PN \y . (z=ew (@) Q" ),

=\
d.h. )

Pp)(MX)=XN-Q'(p) (mod P). (29)
Auflerdem gilt:

8.5
vp(Pr) = vp(PL(MX)) = vgp(A - Q) = vp(A) + vp(QL)
= (A) = ( L) — vp(Qr) = evp(P) — vp(Q')]

—
Also liegt X in x(P)*, womit aus Gleichung (29) folgt, da8 die Reduktion M von
M modulo B einen Isomorphismus von (Q'(p)).(p) nach (P(p)).(p) definiert.

Jetzt miissen wir noch die Unabhéngigkeit von der Wahl der p-reduziblen Form
Q' zeigen. Sei also Q)" eine weitere p-reduzible Form von P. Wir haben dann nach
Voraussetzung Isomorphismen Q' LN P, Q7 2, P und Q' X, Q" mit M', M" €
PGL (n, By) und N € PGL (n, K). Setzen wir O := M"N,M'~", so erhalten wir

das folgende kommutative Diagramm in der Kategorie F;"":

/
Q1 P
I
I
Np, |2 = Lo
I
Z ~ Y

M//

Der Morphismus O ist also ein Automorphismus von Py, d.h. nach Voraussetzung
an P ein Element aus PGL (n, By). Dann mufl aber auch N in PGL (n, By) liegen,
d.h.

N € PGL (n, By) NPGL (n, K) 2 PGL (n, A,).

Die Reduktion von N modulo p definiert also einen r(p)-Isomorphismus von @},
nach @y, d.h. @, und @; definieren in E(x(B)/x(p), P,) dasselbe Element.
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q.e.d.

8.7 Lemma. Es sei P ein Objekt aus EIT\;T” mit Aut,(P) < PGL(n,Byp) und @ eine
L/K-Form von P. Dann gilt:

Q ist genau dann p-reduzible Form von P, wenn alle Isomorphismen @Q; = P; in
PGL (n, By) liegen.

Beweis:
e < Klar nach Definition von ,p-reduzibel®!

e = Ist () eine p-reduzible Form von P, so gibt es einen Isomorphismus @y, M, Py,

mit M € PGL (n, By). Ist nun @, M Py, ein beliebiger Isomorphismus, so ist
M’'M~! ein Automorphismus von P;, und also nach Voraussetzung ein Element von
PGL (n, By). Dann mufl aber auch M’ in PGL (n, By) liegen.

q.e.d.

8.8 Lemma. Ist m > 3, enthélt L die m-ten Einheitswurzeln, und bezeichnet P* €
Ob (F™) die Fermatgleichung, so gilt

Aut(P™) = (Sy [ 1tm)/ttm < PGL (n, B) < PGL (n, By).

Beweis: Klar, da die m-ten Einheitswurzeln ganz iiber Z, also insbesondere auch ganz
iiber A sind und damit in B liegen! q.e.d.

8.9 Beispiel. Es sei speziell n:=2, m :=3, A:=Z (also K = Q) und L := Q(+/3), also

B = Oy, = Z[/3]. Betrachte das Polynom P := X? +Y? € Ob (fé’?’). Weil L die dritten
Einheitswurzeln nicht enthélt, gilt offenbar

Aut(P) = Autg(P) NPGL(2,L) = S, < PGL (2, B),
N—_——

:(SQfM3)/M3
d.h. fiir alle maximalen Primideale P von B liegt Auty(P) in PGL (2, By). Setze M :=

(} _“fg) € GL(2,L) und @ := 2X* 4+ 5XY? € Ob (F3°). Es gilt:

P(MX) = (X+V3Y)3+ (X —+V3Y)?
= X34 3V3X%Y +9XY?+3V3Y3 + X% — 3V3X%Y +9XY? - 3/3Y?
= 2X3+418XY?
= % Q.
Die Matrix M, aufgefafit als Element von PGL (2, L), definiert also einen Isomorphismus
von @y nach Py, d.h. Q ist eine L/Q-Form von P.

Die Determinante von M ist (—2+/3), und wir erhalten (unter Beriicksichtigung der wohl-
bekannten Tatsache, dal L/Q genau bei 2 und 3 verzweigt ist):
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e vg(M) = 0 fiir alle maximalen Primideale 8 von B.

2 , falls |2
o vp(det M) =< 1 , falls B3
0 sonst.

Wegen 8.1 und 8.7 folgt hieraus fiir eine Primzahl p, daf§ ) genau dann (p)-reduzible Form
von P ist, wenn p > 5 gilt. Zum Beispiel erhalten wir fiir p =5 und p = 11:

s@ = [XP+XY?mod5] = UXP+XY?] € BE(Fys/Fs5 X°+Y?),
N [8X3+5XY2mod 11] = [3X34+5XY? € E(Fy/Fy, X34+Y?).

(Hierbei beachte man, daf§ (5) unzerlegt und (11) vollzerlegt ist!)

8.10 Lemma/ Definition. Es sei wieder ein Objekt P aus fﬂl\(ﬁ gegeben mit Auty (P) <

PGL (n, Bg). Wir haben dann eine offensichtliche Abbildung Auty(P) EN Aut, ) (P(p)),
die einen Repréasentanten M aus PGL (n, By) auf die Klasse von M mod ‘B abbildet.

Bezeichne Gy < G die Zerlegungsgruppe von P in G und Iy < Gy die Trégheitsgrup-
pe, und definiere H} (G, Autr(P))(B), die Menge der B-reduziblen Kohomologicklas-

sen, als die punktierte Teilmenge der Kohomologieklassen in der punktierten Menge
H! (G, Aut,(P)), die unter H. ,(f) in den Kern der Restriktion von G auf Iy ab-

cont

gebildet werden. Nach Satz 2.36 erhalten wir dann die folgende Spezialisierungsabbildung,
die wir mit sp bezeichnen wollen:

H(}ont (f)
_

Hono (G, Autr(P))(B) Heon (G, Attty (P(p)))

g Hclont (Gq& Autﬁ(m) (P<p)>) - Hclont (GSB/L«B? AUtn(‘ﬁ) (P(p>))7

wobel wir beachten, dafl Gy/Ip = Gal (k(P)/k(p)) =: G(*P) gilt.

Beweis: Klar, wenn man beachtet, daf Iy trivial auf Aut,q)(P(p)) operiert, so dafl also

Al,lt,.;(qg)(P(p))L13 = AUtn(‘I?)(P(p))

gilt! q.e.d.

8.11 Satz. Es seien alle Voraussetzungen wie in 8.10, und es gelte zusétzlich, dal m
teilerfremd zur Charakteristik von x(p) ist und dafl p unzerlegt in L ist. Dann induziert
die Inflation einen Isomorphismus von punktierten Mengen

Hclont (G(m)’ AUtn(‘-B) (P(p))) L Hclont (Gv AUtL(P)) (‘B)
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Beweis: Offenbar ist der Gruppenhomomorphismus f aus 8.10 wegen (m, char (k(p))) =
1 ein Isomorphismus, und aus der Unzerlegtheit von p in L folgt Gy = G. Also ist
HL . (G, Autr(P)) () per definitionem der Kern von

Hclont (G7 Autm(‘ﬁ)<P(p))) E) Hclont ([‘37 Autﬁ(m) (P(p)))7

und nach 2.36 identifiziert sich dieser Kern iiber die Inflation mit

H o (G Isp, Attty (P(p))).-

q.e.d.

8.12 Lemma,/ Definition. Es sei speziell A vollstindig und lokal, d.h. A ist ein voll-
standiger diskreter Bewertungsring mit Quotientenkorper K, maximalem Ideal p und
Restklassenkorper x(p).

Dann haben wir eine Kategoriendquivalenz

F : {unverzweigte, kommutative, separable K-Algebren vom Grad n iiber K}

~ {kommutative, separable x(p)-Algebren vom Grad n iiber x(p)}.

Ist A ein Objekt der linken Seite, A = HZZI A; mit Koérpern A;, und bezeichnet C; den
ganzen Abschlufl von A in A;, so wird FiA explizit durch

FlA = H(CZ XA li(p))

i=1
gegeben.

Ist umgekehrt A = H?:1 Aj ein Objekt der rechten Seite mit Kérpern \;, so werden die \;
nach dem Hauptsatz der Galoistheorie durch offene Untergruppen V; < G, der absolu-
ten Galoisgruppe Gy () von k(p) gegeben. Bezeichne G die absolute Galoisgruppe von
K sowie I <4 Gk die Trigheitsgruppe und p : Gg — Gy die kanonische Projektion mit
Kern I. Fiir j € {1,...,u} sei A; die zur offenen Untergruppe p~!(V;) von G korrespon-
dierende endliche, separable Korpererweiterung von K. Dann wird ein Quasiinverses F,
zu Fy durch

Fg)\ = ﬁ Aj
j=1

definiert.
Beweis: Siehe [Mil80, 1.4.4, S.34] und [Mil80, 1.5.2.(c), S.41]! q.e.d.

8.13 Satz. Es seien wieder speziell A vollstindig und lokal und L = K ein separabler
algebraischer Abschluff von K, und es gelte wieder (m, char (k(p)) = 1. Dann ist G(p) =
G die absolute Galoisgruppe von K, und es bezeichne p : G — Gy, die kanonische
Projektion.

Wir betrachten die Fermatgleichung P := P = X{" + ...+ X". Dann haben wir nach
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8.11 einen kanonischen, durch die Inflation induzierten, Isomorphismus von punktierten
Mengen

a : Hloi (Grgpy, Aty (P(p))) = Hlp (G, Autg (P)) ().

Ein Element der Quelle von o wird gemé$ 7.9 durch ein Paar (A, Z) gegeben, wobei A eine
kommutative, separable k(p)-Algebra vom Grad n iiber x(p) ist und z ein Element aus
A%

Bezeichne A := [[j_; A; := I3\ die zu A iiber die Kategoriendquivalenz aus 8.12 korre-
spondierende kommutative, separable, unverzweigte, K-Algebra vom Grad n iiber K. Ist

T = (71,...,7,) mit ¥; € A, so wihle fiir jedes j € {1,...,j} im ganzen Abschlufl C}

von A in A; ein z;, dessen Reduktion gleich Z; ist, und setze z := (x1,...,2;) € A*.

Dann wird das Bild von (A, Z) unter a durch das Paar (A, z) gegeben.

Ist umgekehrt (HZZI A;, ) ein Reprasentant eines Elements aus dem Ziel von a mit der
Eigenschaft, da alle A;/K unverzweigt sind und daB () fiir alle o € Homg (A, K) eine
Einheit in By ist!, und bezeichnet C; den ganzen Abschluf von A in A;, so wird ein Urbild
des Paares ([[ A;, z) unter a durch das Paar (][, C;/p, x mod p) représentiert.

Beweis: Es sei also (A, Z) ein Représentant eines Elements der Quelle von v und (A, z)
wie oben konstruiert. Es sei C; der ganze Abschlufl von A in A;, und die kanonischen
Projektionen C; — \; sowie [[ C; — A mogen alle mit p bezeichnet werden. Wir miissen
zeigen, dafl a(\, 7) = (A, z) gilt.

Es seien M := Homg(A, K) und M := Hom, (A, #(p)). Wir haben wegen 8.12 eine

kanonische Bijektion B
L~ (py) — pley))

Nach 5.11 wird die Klasse (A, z) durch den 1-Kozykel

(5v52%> i
SE€G(p)

reprasentiert.
Sei 5 € Gy beliebig, sei s € G ein Urbild von 5, und sei ¢ € M beliebig. Dann gilt

plez) =)z und p(s~'oz) =5 '[3(p)]z,

und wegen (m, char k(p)) = 1 kénnen wir nach Hensels Lemma zu vorgegebenen {/5(¢)Z

bzw. %/5-1[3(¢)]z Elemente z/pz und %/s~lpx wihlen mit
p(§/ex) = X/Ble)z und  p(¥/s pr) =5 [B(p)]z.

Mit diesen Wahlen folgt dann

) (W) GG

Y

X/ o R/ B(p)z

"Wir werden in 8.17 sehen, da8 es einen Reprisentanten mit diesen Eigenschaften stets gibt.
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und dies zeigt die Behauptung, wenn wir Autz(P") via

{ceR|¢m=1}" x Aut (M) — {EEH(p)‘ e = 1}M x Aut (M)
(Gl - [ = o()] = (P(Ca-14))g ~ [0 = BoB~ ¢

mit Aut@ (P) identifizieren (dies ist der Gruppenhomomorphismus f aus 8.10 und dem
Beweis von 8.11).

Nun miissen wir noch die im Satz behauptete explizite Beschreibung von o~! beweisen.
Diese folgt aber sofort aus der Beschreibung des Funktors F; aus 8.12 und der soeben
bewiesenen Beschreibung von a. q.e.d.

8.14 Satz. Es sei wieder ein Objekt P aus .?E”/"” gegeben mit Auty(P) < PGL (n, By).
Dann bildet die Abbildung E(L/K, P) Y, Hl (G,Aut(P)) aus 3.1 bzw. 3.4 eine p-

cont

reduzible L/K-Form von P auf eine PB-reduzible Kohomologieklasse ab, und das folgende
Diagramm von punktierten Mengen ist kommutativ:

E(L/K, P)(p) . E(x(B)/x(p), P(p))

Heopt (G Attt (P))(B) —57 Heons (G(B), At (P(p)))-

Beweis: Es sei @ eine p-reduzible Form von P und M : Q = P ein Isomorphismus mit
M € PGL (n, By). Ist dann s € I, so gilt nach Definition der Trégheitsgruppe *M = M
(mod ), d.h. der 1-Kozykel (MM 1)), eingeschrinkt auf Ig, ist trivial modulo 93, und
dies zeigt die erste Behauptung.

Die Kommutativitdt des Diagramms folgt aus der Tatsache, dafi M mod P einen Iso-
morphismus von Q(p) nach P(p) definiert, wie wir im Beweis von 8.6 gesehen haben.
q.e.d.

—_—~—

8.15 Satz. Es sei wieder ein Objekt P aus Fp™ gegeben mit Auty(P) < PGL (n, By).

Wir betrachten die Erweiterung der Lokalisierungen' Lg/K, von L und K beziiglich der
durch P und p gegebenen Bewertungen; die Galoisgruppe dieser Erweiterung identifiziert
sich mit der Zerlegungsgruppe Gy (vgl. [Neu92, I1.9, S.179]).

Wir fassen P auch als Objekt von EIZ/R auf und haben dann eine offensichtliche Abbildung
a: E’(L/K, P) — E(L%/KP,P),

die eine L/K-Form von P auf sich selbst, aufgefait als Polynom iiber K, schickt. Wir
wollen noch zusétzlich voraussetzen, dal Autz,, (P) < PGL (n, By) gilt.

"Wir folgen hier Neukirch ([Neu92, 1.8, S.168]) und definieren Ly als die Vervollstindigung von L
beziiglich %, falls L /K endlich ist, und sonst als ( J;(L;)(r,nsp), wobei die Vereinigung iiber alle endlichen
Teilerweiterungen L;/K von L/K liuft.
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Dann erhalten wir das folgende kommutative Diagramm in der Kategorie der punktierten
Mengen:

B(L/K, P)(p) ———— B(Ln/ Ky P) (p) ——"— E(n(B)/n(p). P(p))

H (G At (P) ) (B) s ik (G Aty (P)) (B) s ik (GOB), Attty (P(p)) )
T

Sp

Beweis: Die Abbildung « ist wohldefiniert, weil wegen PGL (n, Bg) < PGL (n, és\n) eine
p-reduzible Form unter o wieder auf eine p-reduzible Form abgebildet wird, und die Ab-
bildungen 9 sind nach 8.14 wohldefiniert, da nach Voraussetzung Auty(P) < PGL (n, By)

bzw. Autr,, (P) < PGL (n,é:p) gilt.

Die Kommutativitdt des oberen Kreissegments ist klar, die des unteren folgt aus der
Definition der Spezialisierungsabbildung in 8.10 und aus der Kommutativitit von

—

By By R(P),

\\——//

die Kommutativitét des linken Quadrates ist wegen PGL (n, By) < PGL (n,é%) klar
nach Definition von ¢, und die Kommutativitit des rechten Quadrates schliellich folgt
aus 8.14. q.e.d.

8.16 Beispiel. Es seien alle Bezeichnungen wie in Beispiel 8.9! Die Erweiterung L/K ist
unverzweigt und unzerlegt bei p := (5) — sei P8 das Primideal in B iiber p, und bezeichne
f den arithmetischen Frobenius in k() = Fas! Der Q-Automorphismus s von L, der
a+ b3 auf a — bv/3 abbildet, liegt in G und ist unter Gy — Ggp/]sp ein Urbild von f.

Es ist
scagr-1y (1 V3 sf1 V3 )\ _ (13 1-v3) _
MA(M™) = <1—\/§). (1—\/§>_<1—\/§>'<1 \/3)_<(1) )
d.h. sp00(Q) ist die Klasse des 1-Kozykels, der f auf (9}) € PGL (2,Fy5) abbildet. Aus
Satz 8.14 folgt, dafl dies auch gerade ¥(4X3 + XY?) ist.

o

8.17 Theorem. Es sei speziell L = K ein separabler algebraischer Abschlu von K und
m > 3 mit (m,char (k(p))) = 1. Betrachte die Fermatgleichung P;* = X7" + ... + X,
und sei [@Q] eine K /K-Form von P,

Dann sind die folgenden drei Bedingungen &quivalent:
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(1) Die K/K-Form [Q] von P™ ist p-reduzibel.
(2) Die Kohomologieklasse 9[Q)] ist P-reduzibel.

(3) Die Kohomologieklasse 9[Q] besitzt einen Représentanten (A,z) im Sinne von 7.9,
wobei A ein Produkt H:f:l A; mit Teilkorpern A; von K ist und x in A* liegt, so
daf} die folgenden beiden Bedingungen erfiillt sind:

(i) Fiir jedes i € {1,...,t} ist p unverzweigt in A;.
(ii) Fiir jedes p € M := Homg (A, K) ist ¢(x) eine Einheit in By.

Sind diese Bedingungen erfiillt, ist (A, z) ein Représentant von J[Q] wie in (3) mit A =
[TA;, und bezeichnet C; den ganzen AbschluB8 von A, in A;, so wird die Spezialisierung

Sp|Q] gemaB 7.9 durch das Paar (Hle(C’i/p), z mod p) | gegeben.

Beweis:

e (1) = (2): Dies ist gerade die erste Aussage von Satz 8.14.

e (2)= (3): In dem Spezialfall, dal A vollstindig und lokal ist, wissen wir nach 8.13,
daf wir einen Repréasentanten (A, z) der gewiinschten Form haben.

Sei jetzt A beliebig, sei (A, Z) irgendein Reprasentant von 9[Q)], und sei Lg/ K, die

Erweiterung der Lokalisierungen wie in 8.15. Fassen wir P als Objekt von .7:;2:1 und

Q] als Ly/Ky-Form von P auf, so wird 9¥[()] nach nach 5.20 und 8.15 durch das
Paar (A ®k K,, T ® 1) reprisentiert.

Esist A = H';Zl A; mit Teilkérpern A; von K. Sei C; der ganze Abschlufl von Ay in

A;, und seien qgi), PN qﬁf;{ die Primideale von C;, die iiber p liegen. Dann gilt (vgl.

[Neu92, I1.8, S.173]):

m;
A QK Ky = H (Ai)qgi), und also A ®g K, = HAU'
J=1 N~ i,J
:5Aij
Nach dem schon bewiesenen Spezialfall wissen wir, daf§ die A;; unverzweigt sind
(denn die Eigenschaft, unverzweigt zu sein, ist invariant unter K,-Isomorphismen),

und es folgt, dafl die A; unverzweigt bei p sind (vgl. [Neu92, I11.9, S.179]).

Sei Cj; der ganze Abschlufl von 1/4; in A;;. Bezeichne (Z;;) das Bild von & in [] A;.
Aus dem Spezialfall wissen wir, daff es Z;; € CJ gibt, so daB ([T Ay, (%)) und
(ITAj, (2:)) dieselbe Kohomologieklasse repréisentieren. Also gibt es nach 7.8 ein
A€ K, ein a € Autg, ([T Ay;) und ein y = (y;;) € [TA;;, so daB

YR
T =alNMZ®1)y™]
gilt. Nach Ersetzen von # durch a='# diirfen wir also ohne Beschrinkung der All-
gemeinheit annehmen, dafl Z;; = AZ;;y;; fiir alle 7 und j gilt.

Sei v : Lyg — QU {oo} die eindeutig bestimmte Fortsetzung der Bewertung vy, sei
c :=v(A), und sei ¢;; := v(y;;) fir alle s und j. Weil alle A;;/K,, unverzweigt sind,
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sind ¢ und alle ¢;; ganze Zahlen. Wéhle mit Hilfe des Approximationssatzes ([Neu92,
I1.3, S.122]) ein A € A, und g; € C; mit

Aep \p ' und g e () (af)
und setze § := () und  := AZ§"™. Bezeichnet (z;;) das Bild von z in [] Ay, so gilt
nach Konstruktion v(z;;) = v(2;;) = 0 fiir alle ¢ und j. Dies ist dquivalent dazu,
daB8 p(x) fiir alle ¢ € M eine Einheit in By ist. Also ist (A, x) ein Représentant von
Y[Q)], der die Bedingungen (i) und (ii) erfiillt.

(3) = (1): Seialso (A, x) ein Reprisentant von 9[Q)], der die Bedingungen (i) und (ii)

erfiillt. Sei x = (z1,...,2;) mit x; € A, sei i € {1,...,t} beliebig, und seien wieder
qgl), ce qs,?i die Primideale von C;, die iiber p liegen. Weil C; /A, nach Voraussetzung

unverzweigt ist, gilt dann also pC; = H;n:l q§i), und nach dem Chinesischen Restsatz
folgt, dal wir einen kanonischen Isomorphismus

Cifp = T Ci/a) = T #(a)") (30)
=1 i

haben. Wihle 'f"ur jedes j € {1,‘.‘. .,m;} eine k(p)-Basis {é’f, o ,éjéj} von H(qgi))
und lifte die €; zu Elementen e; aus C;; dann impliziert das Nakayama-Lemma,

dafl C; von den e} als A,-Modul erzeugt wird. Weil A, als diskreter Bewertungsring
insbesondere ein Hauptidealring ist, wissen wir, dal C; ein freier A,-Modul vom
Rang n; ist, und somit folgt aus der Formel n; = (A © K] = > fij (hier geht
wieder die Unverzweigtheit ein!), da8 die e}’ eine A,-Basis von C; bilden und damit
insbesondere auch eine K-Basis von A;. — Bilde mit Hilfe dieser Basis die Matrix

wobei wir M; := Homg (A;, K) setzen. Bekanntlich (vgl. [Ser79, S.50]!) gilt
(det EZ-)2 = aCi/Apv

die Diskriminante von C;/A,. Wegen der Unverzweigtheit wissen wir aber 0,/ A =
A,, und es folgt E; € GL (n;, By).

Setze .
VPLi) e M,
Weil alle px; Einheiten in By sind, gilt dasselbe auch fiir die W%TN d.h. auch die

Matrizen F; und H; liegen in GL (n;, By) und definieren also insbesondere ein Ele-
ment in PGL (n, By).

Werfen wir einen Blick zuriick in den Beweis von 5.17, so sehen wir, daf§ die Ma-
trizen H; die Rolle der dort auftretenden B; spielen, und es folgt, dafl die Matrix

-----

Wegen H € GL (n, By) folgt hieraus per definitionem, daf§ P"*(A, z) eine p-reduzible
Form von P ist.

"Die entsprechende Matrix wurde im Beweis von 5.17 mit B bezeichnet.
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e s bleibt zu zeigen, daB s,[Q] gerade durch das Paar ([]._,(Ci/p), = mod p) gegeben
wird, wenn die Bedingungen (1), (2) und (3) erfiillt sind.

Wegen 5.20, 8.13 und 8.15 miissen wir dazu nur zeigen, dafl

inf ' (A @y Kp,z®1) = (H(Q/P), x mod p)

i=1

gilt. Seien dazu wie oben qu’) die Primideale von C; iiber p und Cj; der ganze
Abschluf von 1/4\,, in A = (Ai)q(‘,-). Dann gilt (vgl. [Neu92, IL.8, S.174]):

Ci ®a, z/‘l\p = HCijy

J

und es folgt

Cifp = Ci @, (Ap/p) = C; ®a, A, @73 (Ap/pAy) = [] Ciy/0 4,
J

Damit folgt die Behauptung mit Hilfe der expliziten Beschreibung von inf ' in 8.13,
und das Theorem ist vollstdndig bewiesen.

q.e.d.

8.18 Beispiel. Es sei speziell K =Q, n=4,m=3,p=(5), A =A; x Ay = Q(¥/2) x Q
und z = (21, 72) = (5v/2,10).

Setze ¥ := ¥/2; dann ist {1,19,9?} eine Q-Basis von A, und wenn wir Q = P}(A, x) mit
Hilfe dieser Basis berechnen, erhalten wir

Q = Trag [5%9 (r+ Yy + ﬁQz)g} + [%u?’}

= Tra ola - (2% 4 3022y + 302272 4 30%2y? + 122y2 + 602
+2y° + 69y%z + 60%y2% + 42°)] + [Hu?)
= Trao[2% + 2%y + La?z + Lay? + Bayz + Sx2?
+2y° + Syt 4+ Py + 228+ o]
_t 9 18 18 1
=T 22%y+ Ba2? + By + b
Bekanntlich ist Op, = Z[V], und A;/Q ist nur bei (2) und (3) verzweigt, d.h. Bedingung
(1) aus 8.17 ist erfiillt.
Wegen Ny, /() = 2 ist ¥ eine Einheit in By, und es folgt, da das zu (A, x) dquivalente
Paar (A, £x) ein Reprisentant von 9(Q)] ist, der die Bedingungen (i) und (ii) aus 8.17(3)
erfiillt. Theorem 8.17 impliziert also, da [@Q] (5)-reduzibel ist, da also s [Q)] definiert
ist. Man kann sich leicht iiberlegen, daf schon das oben berechnete Polynom @) eine (5)-
reduzible Form von P} ist, d.h. s(;)[Q] ist die Klasse des Polynoms

Qe =1 4r’y+ 322" + 3y°z + 3u’. (31)

THierbei beachte man, daf Tr (¢) = Tr (4) = 0 und Tr (1) = 3 gilt!
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Andererseits wissen wir nach 8.17 aber auch, daf s¢)[Q] durch das Paar
((01 /5) x (Ca/5), (57" - (59,10)) mod 5) - (OAI /5 x Fs, (9, 2) mod 5)

gegeben wird. Modulo fiinf zerfillt das Polynom X3 —2 in die beiden irreduziblen Faktoren
(X +2) und (X% +3X +4), d.h. der Isomorphismus (30) nimmt die folgende Gestalt an:

C1/5 = Fs[9]/(9% + 30 +4) xFs, 9 (J,3).

Stellen wir Fos wie in 5.16 und 5.25 als F5(«) dar, wobei v die Gleichung a? +2a+3 =0
erfiillt, so kénnen wir J = 2a + 3 = o'* wihlen. Dann wird 5(5)@Q] also durch das Paar
(Fgg, x Fs5, (a!?, 3)) gegeben. Weil 14 nicht durch drei teilbar ist, ist a'* keine dritte Potenz
in Fys, und es folgt aus unseren Uberlegungen in 5.16, daf (IF25 x Fs, (o, 3)) die gleiche
Kohomologieklasse wie (IF25 x Fs, (v, 1)) definiert; aus unserer Liste in 5.16 lesen wir also
ab:

sHlQ] = 3 + dx?y + 3 + 22 + ud (32)

Aufgrund unserer theoretischen Uberlegungen wissen wir, daff die beiden Polynome aus

(31) und (32) schon iiber F; isomorph sein, d.h. durch eine lineare Koordinatensubstitution
0440

auseinander hervorgehen miissen; und tatsichlich gilt: Die Matrix ( 383 8) € GL (4,F5)

0003

definiert einen F5-Isomorphismus

(32 + 4o’y + v° + 2° +u?) - (42*y + 322% + 3y°z + 3u?).

Ist speziell K ein Zahlkorper, so konnen wir mit Hilfe von 8.17 jetzt eine zahlentheore-
tische Interpretation der getwisteten Fermatgleichungen geben und erhalten dadurch eine
weitere Motivation, die Zetafunktionen solcher Gleichungen zu studieren:

8.19 Beispiel. Es sei A/K eine Erweiterung von Zahlkérpern vom Grad n, p ein in A/K
unverzweigtes Primideal von K, z ein Element aus Oy mit p { (Ny/x(z)) und m > 3 eine
natiirliche Zahl.

Wir betrachten die Abbildung

f:AN— K, a— TrA/K(:mm)
und interessieren uns fiir die Frage: Wenn a alle ganzen Zahlen von A durchliuft, wie oft
ist dann das ganze Hauptideal (f(a)) durch p teilbar?

Um dies préziser zu formulieren, beobachten wir zunéchst, dafl fiir a € O, die Restklasse
von f(a) (mod p) nur von der Restklasse von a modulo pO, abhéngt, weil die Spur ja
eine K-lineare Abbildung ist. Genauer lautet unsere Frage dann:

Wieviele der Restklassen aus Oy /pOn werden unter f nach p abgebildet?

Es sei {wy,...,w,} eine Ok y-Basis von Oy, := O) @, Ok p, dem ganzen Abschluff von
Okyp in A, und sei R C Ok ein Reprisentantensystem von O /p. Wegen Op/pOy —
O p/POnp ist dann die Menge

S={>" zw;| z; € R}

"Wir wahlen einfach 7 = 5.
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ein Reprasentantensystem von O, /pOy, d.h. wir kénnen uns genauso gut fragen, wieviele

Elemente aus S nach p abgebildet werden; die Anzahl sei N.
Sei P der beziiglich {w;} gebildete Reprasentant der Form P {(A,z)} von P, d.h.

1 [ "
P = Trapxy/kix) [; (Z Wz‘Xz)
i=1

Offenbar gilt dann

V(ﬂfl,---,xn) € K: P(ﬂfl,...,flj’n) :f(ZZL:1xlwl)7

d.h.
N=#{>" rw €S| Px,....,x,) =0 (modp)}. (33)

Nach Voraussetzung' ist = eine Einheit in O, ,, dann sind auch alle Konjugierten px fiir

ein ¢ aus Homg (A, Q) Einheiten in Oy ,. Weil p als unverzweigt vorausgesetzt wurde,
folgt dann wie im Beweis von 8.17, dafl P eine p-reduzible Form von P’" ist.

Betrachten wir die Spezialisierung P,! Es ist v,(P) £ vp(P) =0, d.h. B, =P (mod p).
Also gilt:

N® #{ (1, Tn) € K(P)"| Po(Z1,...,Tp) = 0} = #P(k(p)). (34)

Es sei pOy = []._, B; die Primfaktorzerlegung von p in A (man beachte, da die J;
paarweise verschieden sind, da p als unverzweigt vorausgesetzt wurde), und es seien f; :=
[k(P;) : k(p)] die Tragheitsgrade; ferner sei q := #x(p). Dann gilt

Orp/POx = [ Onp/Bi = [[ o(B) = [[Fy. (35)
=1 =1 =1

Bezeichne z; das Bild von z unter Oy — Oy /PB; — s, Dann folgt aus (34) und (35)
mittels 8.17:

N = #pm {(H:Zl qui) (21, ,xr)} (F,).

Wir sehen also: Die Frage nach der Anzahl der F-rationalen Punkte einer F,/F,-Form von
P héngt eng zusammen mit der Frage nach der Verteilung von Spuren m-ter Potenzen
ganzer algebraischer Zahlen.

tNach Voraussetzung ist N := NA/K(:E) eine Einheit in Ok ;, also ist % = % H%&L px, wobei ¢ alle
K-Einbettungen von A nach Q durchliuft und ¢ die identische Einbettung bezeichnet, und dies ist dann
offenbar eine ganze Zahl.
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9 Kohomologie der Fermathyperfliche

In diesem Kapitel werden wir die Kohomologie von getwisteten Fermathyperflichen stu-
dieren und berechnen, welchen Isomorphismus auf der mittleren Kohomologie der Fer-
mathyperfliche X" ein Isomorphismus von A" induziert. Wir beschrénken uns dabei auf
die mittlere Kohomologie, weil diese fiir Hyperflachen die einzig interessante ist — die
anderen werden einfach von den Potenzen der Klasse eines Hyperebenenschnittes erzeugt.

Es seien n,m € Ni mit n > 2, P" die in den Kapiteln 5 und 7 betrachtete Fer-
matgleichung, A die in 7.1 bzw. 7.2 definierte Gruppe (u”,/ftm) X Sy, und k = F, ein
endlicher Korper der Charakteristik p > max (m, 2) mit (separablen) algebraischem Ab-
schluf K = k. Ferner sei [ # p eine Primzahl mit [ = 1 (mod m).

9.1 Lemma/ Definition. Sei X := A" die unter dem Funktor Fj zu P assoziierte
(n — 2)-dimensionale Fermathyperflache (vgl. 3.11!). Sei A die endliche abelsche Gruppe
[/t (s daB also A = A xS, ist), sei ¢ € C die primitive m-te Einheitswurzel e |
und wihle eine Einbettung i, < Q(¢). Dann ist A, das Dual von A, isomorph zu

{a =(a1,...,an) € (Z/mZ)" iai =0€ Z/mZ}

mittels der Paarung
n

(a’v [(Cla EA’ Cn)]) = E Czaz

Die Operation von S,, aus 4.1 iibersetzt sich dabei in die natiirliche Operation
S(al, “os ,an) = (as—1(1), v ,as—l(n)).

AuBerdem operiert offenbar auch (Z/mZ)* auf A via a +— ta := (tay,...,ta,) fir t €
(Z/mZ)* beliebig. Bezeichne den Orbit von a unter der Operation von S,, mit [a] und
den Orbit unter der Operation von (Z/mZ)* mit (a).

Definiere

Ar:={a€cA|Vie{l,....n} : a; #0€Z/mZ}.

Setze X = X X3 k und V := HZ *(X,Q;). Gemif Beispiel 4.7(ii) erhalten wir eine
kanonische Zerlegung von V' als Q;-Vektorraum

V:@VX,

XEA

die sogar eine Zerlegung als Q;-G-Darstellung ist, wenn A mit dem Frobenius vertauscht,
was genau dann der Fall ist, wenn k& die m-ten Einheitswurzeln enthélt, d.h. wenn ¢ =
1 (mod m) gilt. Insbesondere sind also fir a € A7 die Q-Vektorrdume (bzw. Q-Gj-
Darstellungen) Vg definiert. Wir setzen ferner (vgl. 4.6!):

V= P % Vi =D %

beja] be(a)
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Beweis: Vgl. [GY95]! q.e.d.

Bevor wir das in der Einleitung erwédhnte Resultat von Deligne iiber die Frobeniusope-
ration auf V' formulieren kénnen, miissen wir zunéchst definieren, was eine Jacobisumme
ist.

9.2 Definition. Es sei k ein endlicher Korper, der die m-ten Einheitswurzeln enthélt.
Dann kann man einen multiplikativen Charakter y von x wéhlen, der genau Ordnung m
hat:

XK= i = Q(C) — Q.
Fiir @ € A" definiere die Jacobisumme der Dimension (n—2) vom Grad m zu a (beziiglich
x und x und der Einbettung i, — Q(¢) — Q) als

Ja):=J(a) = (=1)" > X(v2)* - x(vs)® .. x(on)™ € Q(C) € Q.

(V2ye.3Un ) ERX XX KX

14vo+4...4+v,=0

Wir kénnen J (a) also sowohl als Element von Q(¢) als auch als Element von Q; auffassen.

9.3 Lemma. Ist m ungerade, und enthélt k£ die m-ten Einheitswurzeln, so gilt fiir alle
ac Ay
J(a) = 1.

Beweis: Nach Definition gilt J(a) = x(—1). Nun hat aber (—1) Ordnung 2 in £*, d.h.
esmuB x(—1) € {—1,1} Ny, = {1} gelten. q.e.d.

9.4 Definition. Es sei L ein Zahlkoérper, m # 0 ein ganzes Ideal von L und I, die Gruppe
der zu m teilerfremden gebrochenen Ideale von L. Dann heifit ein Gruppenhomomorphis-
mus ¢ : I, — C* ein Grioflencharakter von L mit Erklarungsmodul m, wenn es ganze
Zahlen n, fiir alle 0 € Homg(L,C) gibt, so daf fiir alle Hauptideale (a) € I, mit a =1
(mod m) und a total positiv gilt: ¢((a)) = [],(ca)™. In diesem Fall heiBt das Tupel
(ny)y der Unendlichtyp des Groflencharakters ¢.

9.5 Satz. Es sei wieder ( = e%, es sei p ein Primideal von Q((), das teilerfremd zu m
ist, und es bezeichne k, den Restklassenkorper von p. Dann ist k, ein endlicher Kérper,
der die m-ten Einheitswurzeln enthélt, und wir konnen einen multiplikativen Charakter
X @ K — iy, der Ordnung m durch die Vorschrift
Vo€ kX aim = x(x) (mod p)

definieren. Fiir a € A} setze Ja(p) := J.'(a), wobei die Jacobisumme beziiglich des so-
eben definierten Charakters x gebildet werde. Man setze Jq multiplikativ auf die Gruppe
I(;my=1I(mm2) fort zu einem Gruppenhomomorphismus

Ja, : ](m2) — CX.

Dann gilt: Jq ist ein Gréfiencharakter zum Erkldrungsmodul (m?).
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Beweis: Siehe [Weib2]! q.e.d.

9.6 Lemma/ Definition. Es sei hier n > 4, und r, s € N seien natiirliche Zahlen mit
r,s >3 und r + s = n + 2. Man setze

AT = {(b,c) € A" x AT |b, +c, = 0}
und betrachte die Abbildungen

AT LR A (b,e) +— bite = (b1,...,b._1,¢1,...,¢s-1) und
AZ"n—IXAgn—l L) A?? (b,,Cl) = b/*C, = (bllv'"7b'lr—1uc,17"'7ciq_1)‘

Dann ist die Abbildung A7 [T (A, x A7) LELN A eine Bijektion.
Beweis: Vgl. [ShiT9]! q.e.d.

9.7 Satz. Es gelte ¢ = 1 (mod m), d.h. k enthélt die m-ten Einheitswurzeln, und wir
kénnen Jacobisummen beziiglich £ betrachten. Dann haben wir die folgenden Regeln fiir
das Rechnen mit Jacobisummen:

(i) Es seien @ € A™ und ¢ € (Z/mZ)* beliebig, und bezeichne o den durch ¢ — ("
definierten Automorphismus von Q(¢). Dann gilt:

Iy (ta) = o (J;"(a)) .

(i) Sei ¢ : (k,+) — C* der durch ¥(z) := exp (m/+p(x)
additiven Gruppe von k und £ : k¥ — C* ein nichttrivialer Charakter der multi-
plikativen Gruppe von k. Definiere die Gaufische Summe

G(&) == &la)b(x).

rEkX

) gegebene Charakter der

Dann gilt G(§)G(&) = q und G(&) = £(—1)G(§), und fiir @ € A™ haben wir die
Produktdarstellung

J(a) = CG(X™M) - G,

Man beachte, daf insbesondere J(a) nur von [a] abhéngt!

(iii) Sein >4, und seien r,s € Nmit 7,5 > 3 und r+s = n+2. Dann gilt fiir (b, c) € A7,
und (b',c’) € A" x AT,

Jbte) = x(-1)-TJb)-T(e) und
JO xc) = q-JOb) T().
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Beweis: Vergleiche [Weid9] und [GY95, S.13ff]!

Gouvéa und Yui zeigen (i), Weil zeigt die Formel G(£)G(€) = ¢ und die Produktdarstel-
lung der Jacobisumme aus (ii). Man berechnet leicht:

=) @) =Y (—a)(—z) =&(-1) Y a)(x) = E(-1)G(9).

Wir wollen rasch die Formeln in (iii) nachrechnen:

Jbte) = S GO - GO - Gl GC)
[y g e @) - (1) _(XCS)”J(C)]
()T b)) T(e) 2/l G GO,
S———r ~~
e = GO X1 GO
= qx(-1tr
Tere) 2SR G0M G - G Gl

= EX (=) tg- T (1) g T(@)]
— ( 1>n+r+s 2 .q - j(b') (/)

—(-1)2n=1

{

q.e.d.

9.8 Beispiel. Es sein = 6, m = 3 und p = ¢ = 7. Setze a := (1,1,1,2,2,2) € A}
und b := (1,1,1,1,1,1) € A3. Man iiberlegt sich leicht, dafi dann A} = [a] U {b} L {2b}
gilt. In F; ist 3 erzeugendes Element der multiplikativen Gruppe; der Charakter x kann
also durch x(3) := ¢ definiert werden. Wir wollen J(a), J(b) und J(2b) berechnen.
Zuniichst gilt (2,1,2,1,2,1) € [a] und (2,1,2,1,2,1) = (2,1,2,1)4(1,2,1,2) = [(2,1) *
(2, 1)]8[(1,2) * (1,2)], und es ist:
Also folgt

(@) " (D) 71171 1) = 49.
Wegen b = (1,1,1) % (1,1, 1) berechnen wir nun zunéchst J(1,1,1), wobei wir beachten,
dafl die Gleichung 1 + ¢ + ¢ = 0 gilt:

J(L11) = (=1 Ix(D)x(5) + x(2)x(4) + x(3)x(3) + x(4)x(2) + x(5)x(1)]

= —[x(5) +x(8) +x(9) + x(8) + x(5)] = —[2x(3°) +2+ x(3%)]
= —{2<Z_+2+<2] = —2-3C = —2-3(-1-¢)
= 1+3C

Damit ergibt sich dann

J(b) 1 7. (14+30)*=7-(1+6(+9C%) =7-(—8—-3C) = —56 — 21(.

Wir wollen nun noch J(2b) mit Hilfe von 9.7(i) berechnen. Dazu betrachten wir den
Automorphismus o von Q(¢), der durch ¢ — (* = —1 — ¢ gegeben wird. Mit seiner Hilfe
folgt:

J(2b) "1 5( 7 (b)) = 0(—56 — 21¢) = —56 — 21(—1 — ¢) = —35 + 21(.



129

Jetzt kommen wir zu dem angekiindigten Resultat von Deligne:

9.9 Satz. Fiir V = H} *(X,Q)) gilt:

B 0 , falls n ungerade,
V= a@ﬂ Va @{ Ql(_"T—?) , falls n gerade,
—
::prrimzivprim

und die Vg sind eindimensionale Q;-Vektorraume. Weil X eine Hyperflache ist, gilt au-
Berdem fur i € {0,1,...,2n — 4} \ {n — 2}

P B 0 , falls 7 ungerade,
He (X, Q) = { Qi(—%) , falls ¢ gerade.

Gilt zusitzlich ¢ = 1 (mod m) (so daf also k die m-ten Einheitswurzeln enthélt), so
respektiert der geometrische Frobenius obige Zerlegung von V., und operiert auf den
Va per Multiplikation mit der Jacobisumme 7 (a).

Beweis: Siehe [Del82, 1., §7]! q.e.d.

Der Fall, daf§ £ die m-ten Einheitswurzeln nicht enthélt, wird in keiner der in der
Einleitung erwdhnten Arbeiten von Weil, Deligne, Shioda oder Gouvéa/ Yui behandelt.
Wir untersuchen jetzt, wie der Frobenius in diesem Fall operiert:

9.10 Satz. Es sei a € A" beliebig, und bezeichne F' den geometrischen Frobenius auf
X. Dann bildet ™ den Raum Vg nach Vyq ab (wobei wir ¢ als Element von (Z/mZ)*
auffassen). Insbesondere ist also V< a) invariant unter der Frobenius-Operation und folglich

k
1

eine Q-Gy-Darstellung, d.h. wir erhalten eine Zerlegung von Viin, in Repg als

Virim = & Viay:

(a) € A7 /(Z/mZ)*

Sei d := ggT (m,ay,...,a,), m' :=m/d, a’ = (a1/d,...,a,/d) und e die Ordnung von
qin (Z/m'Z)* (d.h. F ist der kleinste Kérper der Charakteristik p, der die m/-ten Ein-
heitswurzeln enthilt). Dann ist (a) = {¢'a|i € {0,...,e — 1}}, wobei die ¢'a paarweise
verschieden sind. Insbesondere gilt also e = #(a).

Sei v € Vg \ {0} beliebig, und man setze v; := (F*)'v € Viia \ {0} fiiri € {0,...,e —1}.
Beziiglich der Basis {v = v, v1,...,0._1} von V(a) besitzt dann F* die folgende Ma-
trixdarstellung:

0 -~ 0 ‘ jﬂi(a')

1 0 0




130 9 KOHOMOLOGIE DER FERMATHYPERFLACHE

Beweis: Fasse X als k-Varietét auf. Dann ist der arithmetische Frobenius f ein Auto-
morphismus von &X', und wir erhalten durch 1 — f eine Operation von Z auf X. Sei
(C1,--.,Cn) € A beliebig. Offenbar ist dann das folgende Diagramm kommutativ:

ANeK —— )\
Xi ———— X

K[X]] K[X]
K X, X; AeK
K[Xi] K[X]

Xi —— CIX;
ANeK ——> )\

Es folgt, dafl auch das folgende induzierte Diagramm kommutiert:

— (C 7777 gn) 5
X 1 X
f = f
X (€1hG) X
Lassen wir also Z auf A operieren via 1 — [(Ci,..., ) — (7% ..., ¢ 9], (wobei man

beachte, daf} ¢ eine Einheit modulo m ist), so erhalten wir eine wohldefinierte Operation
von A x Z von links auf X.

Sei nun M die Kategorie der Q;-Vektorraume und M := Vj,iy; wir erhalten eine indu-
zierte Operation von A x Z von rechts auf M (vgl. 4.7(ii)!), wobei s := —1 gerade als der
geometrische Frobenius operiert. Die gemif 4.1 induzierte Operation von Z auf A wird
gerade durch 1 — [a — qa] gegeben, d.h. F* operiert via @ — ¢~ 'a. Auf diese Situation
konnen wir nun 4.5 anwenden und erhalten, dal F* den Vektorraum Vq_l a nach Vg ab-

bildet. Es folgt, dafl Vg nach Vyq abgebildet wird, womit der erste Teil des Satzes gezeigt
ist.

Als nichstes wollen wir zeigen, daf§ tatsichlich (a) = {¢'a|i € {0,...,e — 1}} und
e = #(a) gilt. Wir haben gerade gesehen, dal (a) = {¢’a |i € Ny} ist. Fiir ¢ := #(a) ha-
ben wir ¢°a = a, und man iiberlegt sich sofort, dal dann auch ¢°d = d (mod m) sein mu$,
woraus ¢° = 1 (mod m') folgt. Damit erhalten wir e|é. Umgekehrt gilt fiir j € {1,...,n},
daB ¢°(a;/d) = (a;/d) (mod m') ist, woraus ¢°a; = a; (mod m) folgt und also éle.

Insbesondere ist jetzt klar, daf§ die v; eine Basis von Vi, bilden. Zum Beweis der Ma-
trixdarstellung von F™* bleibt nun offenbar nur noch zu zeigen, dafl (F*)%v = j]F’Z; (a’)v
gilt.

Setze dazu B := ', /pm und definiere den Gruppenepimorphismus ¢ : A — B, ((;) +—
(¢4). Wir erhalten das folgende kommutative Diagramm von endlichen abelschen Gruppen
mit exakten Zeilen:

0 — 4/ g —= A ——> 122y / ftoy —> 0

4

0 —= ptg/pa —= A —> i/ o —>= 0
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und schen also, daB ¢ ein Z-dquivarianter Morphismus ist, so daB wir A X Z 25 B x Z
erhalten (vgl. 4.10!).

Seiy = X;L”' und Y := Y x; k, dann operiert B auf Y genauso wie A auf X. AuBerdem
lassen wir Z auf ) auch mit dem arithmetischen Frobenius f operieren und erhalten so
eine B x Z-Operation von links auf ). Betrachte den folgenden endlichen, dominanten
Morphismus ¢, von dem man sich leicht iiberlegt, dafi er A x Z-dquivariant ist:

g: X —Y, [r:..ix] e 29 20,

rn

Sei M wieder die Kategorie der Q;-Vektorrdume, und setze N := Vi, und M := V' :=
HZ;Q(J_),@Z). Dann erfiillen M, N und ¢*, zusammen mit den Operationen von B x Z
bzw. A x Z, die Voraussetzungen von 4.10. Beachtet man noch, da ¢*xy = a’ € A"
gilt, so folgt, dal g* den eindimensionalen Q;-Vektorraum V), nach V, abbildet und dafl
V<’a,> EAN Viay sogar A x Z-quivariant, insbesondere also Z-invariant, d.h. ein Morphismus
von Q;-G-Darstellungen ist.

Weil ¢ endlich und dominant ist, ist ¢* injektiv. Wegen #(a) = #(a’) = e folgt, dafl
g*|V<’a,> sogar ein Isomorphismus von Q;-Gg-Darstellungen ist. Bezeichnen wir auch den

geometrischen Frobenius auf ) mit F, so geniigt es also zu zeigen, da (F*)¢ auf V,
Multiplikation mit jﬁ’; (a’) ist. Dies folgt aber aus 9.9, weil F e die m/’-ten Einheitswurzeln
enthélt! Der Satz ist also vollstdndig bewiesen. q.e.d.

9.11 Beispiel. Es sei speziell m := n := 3 und ¢ := p > 5 eine Primzahl mit p = 2
(mod 3), d.h. k =T, enthélt die dritten Einheitswurzeln nicht.

Man sieht sofort, daB A3 = {(1,1,1),(2,2,2)}, d.h. es gilt Viuim = Vi(1,1,1)). Bezeichne J
die Jacobisumme 733 ,(1,1,1). Dann folgt aus 9.10, daf Vj,;im eine Basis besitzt, beziiglich
der der Frobenius F* die Matrixdarstellung (9 ) besitzt.

.....

Beweis: Ist n ungerade, so gilt nach Satz 9.9, dafl Vo
trivial. Sei also n gerade!

Betrachten wir zunéchst den Fall n = 2: Wegen dim X’ = 0 ist V' eine Q;-Algebra, d.h. es
liegt ein zu Q; isomorpher Unterring R in V| auf dem alle Automorphismen von X" trivial
operieren; insbesondere operieren also alle Elemente aus A trivial, d.h. R C V{g). Nun
ist nach Satz 9.9 der Raum V| eindimensional, so da R = V| folgt.

0) = 0 ist, und die Behauptung ist

.....

Sei nun n > 4. Bezeichne [H] die Klasse des glatten Hyperebenenschnittes {x,, = 0} in
CHy(X) und v € HZ (X, Q1)) die zugehdrige Kohomologieklasse. Nach dem Starken

Satz von Lefschetz induziert Multiplikation mit "2 einen Isomorphismus HY, (X, Q;) =
— n—2

HZ (X, Qi(n — 2)), so daB also insbesondere [y(—1)] * # 0 € V folgt. Offenbar gilt fiir

alle Automorphismen s € A, dafl s*[H| = H, so daf§ A also trivial auf dem eindimensio-

nalen Unterraum <['y(—1)]n772> C V operiert. Insbesondere operiert also A trivial, so dafl

mit Satz 9.9 folgt, dafl dieser Unterraum schon gleich V|
folgt. q.e.d.

0) ist. Die Aussage des Lemmas

.....
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Wir wollen untersuchen, wie A auf V operiert. Da wir die Operation von u/ Lt A auf
Vprim schon im vierten Kapitel bestimmt haben, miissen wir jetzt ,nur® noch verstehen,
wie 5, auf V operiert.

9.13 Lemma. Sei 7 € S, eine Transposition und a € A" beliebig mit "a # a. Dann gilt
"("a) = a, und wegen Korollar 4.5 induziert 7 deshalb eine Q;-lineare Involution 7% von
Va @ Vrq. Diese hat Spur null.

Beweis: Nach Satz 9.9 sind Vg und V- q eindimensionale Q;-Vektorraume. Sei v € Vg \ {0}
beliebig. Wegen 7*7* = 1 mufl 7*(v) # 0 € Vzq gelten. Also ist {v, 7*(v)} eine Basis von
Va ® V-q. Die Matrix von 7* beziiglich dieser Basis ist aber (wegen Korollar 4.5) offenbar

(V)

Der Beweis der folgenden Aussage, die das Schliisselergebnis zur Berechnung der Ope-
ration von S, auf V ist, erweist sich als erstaunlich schwierig und ist das eigentliche
Herzstiick der vorliegenden Arbeit.

hat also tatséchlich Spur null. q.e.d.

9.14 Satz. Sei 7 € S, eine Transposition und a € A}' beliebig mit "a = a. Wegen
Korollar 4.5 induziert 7 deshalb eine Q;-lineare Involution von V. Diese ist gerade Mul-
tiplikation mit (—1).

Beweis: Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit diirfen wir offenbar 7 = [12] annehmen,
daB heifit es gilt a; = as. Wir zeigen die Behauptung der Reihe nach fiir die drei Félle
n=2,n=3und n > 4

e n = 2: Ist m ungerade, so ist A} leer und demnach nichts zu zeigen. Sei also m
gerade! Dann mufl @ = (%, Tg) gelten. Der Automorphismus 7 operiert fixpunktirei
auf X, denn [0 : 1],[0 : 1] ¢ X(K), und wire [1 : y] Fixpunkt mit y € K>, also
[1:y] = [y: 1], so folgte y* = 1 und damit

p>m>3

—2 £ 0

w[3

1™+ y™ =1+ (y°)
im Widerspruch zu [1 : y] € X (K).
Es gilt
V=Voo ®Vigm ® B Vim-i) ® Vin-ip) -

._m
0<]<?

J/

v
Nach Lemma 9.12 ist 7% auf V| o) die Identitét, hat also dort Spur eins. Aus Lemma
9.13 wissen wir, dafl die Spur von 7* auf V’ null ist. Die Lefschetzsche Spurformel
ergibt also:

0=Tr(r") =1+ Tr (7"|Vim m)) + 0 = Tr (7" |Vim m)) = —1.

Weil Vi m) eindimensional ist, folgt die Behauptung.
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e n=3: Wieder berechnen wir zunéchst die Zahl der Fixpunkte von 7, d.h. das
Schnittprodukt (Ag,I';); sei [x:y:z2] € X(K) ein solcher Fixpunkt, d.h. gelte
[z:y:z] =y:x:z]. Wir kénnen annehmen, dafl x € {0, 1} gilt.

— 1L Fall: 2=0
Dann folgt y = 0, also z # 0 und damit 2™ + y™ 4+ 2™ = 04+ 0 + 2™ # 0.
Widerspruch!

— 2 Fl:x=1,y=1
Dann folgt 1™ + 1™ + 2™ = 0, also 2™ = —2 # 0 (wegen p > 2). Es gibt also
m verschiedene Fixpunkte dieser Gestalt.

— 3. Fal =1,y ¢ {0,1}

p>2
Miy:zl=[y:1:2] = zy==z v z2=0,y=-1 # 1.

Wir erhalten also [z :y:z] =[1:—1:0]. Ist m gerade, so gilt
1™+ (=)™ + 0" =2%#0 — Widerspruch!
Ist m hingegen ungerade, so liegt [1 : —1 : 0] tatsiichlich in X(K), ist also

wirklich ein Fixpunkt.

Der Automorphismus 7 hat also m Fixpunkte, wenn m gerade ist, und (m + 1)
Fixpunkte, wenn m ungerade ist. Nach der Lefschetzschen Spurformel gilt:

(A, Tr) = T (7*|Hg, (X, Qo) — T (7" |Hg (X, Qi) + T (7" [HZ (X, Q1) . (36)

=:to =:t1 =:t2

Bezeichne wieder R den zu Q; isomorphen Unterring von HZ (X, Q;), der diesem
Kohomologiering die Struktur einer Q;-Algebra verleiht. Weil X irreduzibel ist, gilt
R = HY,(X,Q). Also ist 7* auf H,(X,Q;) die Identitit, d.h. t; = 1. Mittels Poin-
caré-Dualitiit folgt dann, dal 7* auch auf HZ, (X, Q;) die Identitit ist, d.h. es gilt
auch ¢, = 1. Damit folgt aus Gleichung (36):

t1 =2—(Ag,T,). (37)

Als néchstes fragen wir uns, fiir wie viele Elemente a aus A%' die Bedingung a; = as
erfiillt ist; diese Anzahl wollen wir mit N bezeichnen:

— 1. Fall: m ungerade
Dann gilt a1 4+ ag = 2a; Z 0 (mod m) fiir alle a; € Z/mZ \ {0}, so daB es also
N = (m — 1) Moglichkeiten gibt.

— 2. Fall: m gerade
In diesem Fall muf a; # % (mod m) gelten, weil sonst a3 = 0 (mod m) wire.
Hier gibt es also nur N = (m — 2) Moglichkeiten.

Es gilt
o= Te(V)ZE T (| P Va)

acAm

= Z er (T* H/(al,a17a3)l

(a1,a1,a3) €A e{:,l,l}
1 *
+ 5 Y T Ve @ V).
(a1,a2,a3)€AT? 9;,30

a1F#az
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Es folgt t; € [-N, N|, und t; = —N genau dann, wenn die Behauptung des Lemmas
fiir alle @ € A7 mit a; = ay gilt.

— 1. Fall: m ungerade

(37)

t1 =2— (A%, T',)=2—(m+1)=1—m=—N.

— 2. Fall: m gerade

Do (ApT)=2—m=—N.

Damit ist das Lemma auch fiir den Fall n = 3 bewiesen.
n > 4: Sei also jetzt n > 4, dann ist X mindestens zweidimensional. Seien r und

s natiirliche Zahlen mit r,s > 3 und r + s = n + 2. Dann haben wir nach [Shi79,
S.179] das folgende kommutative Diagramm:

oY) Zrs =27/t

ﬂ’l . @l X iw

PR m m m m ! m m
Y =X kX Xs—u{(T) X X X o e X (i—)erl,K HXsA,K

r

Dabei sind die verschiedenen Abbildungen wie folgt definiert:

¢ . rationale Abbildung, definiert durch
([wr i) [y oot ys])
[T1Ys oo T qYs D ETYL ..t ETYs—q] (mit €™ = —1),

jgoo (Jrg . xr_(E], [yp ... ys]_)l]) r[—> ([z1:.. 21, 0], [ ] e Ys—1,0]),
. ) . ey : .. i) =1lx1 .. 210,20
0= alln: { io(fyr c oo i ysm1]) =10 0y st Yso]

Aufblasung von X7 x X entlang Y,

Einschriinkung von 3 auf 3~1(Y),

Einbettung,

Quotientenmorphismus,
: Aufblasung von X entlang X", , [T X7, 4,
 of=don

Y

<€y =L w

Shioda zeigt, dafl man mit Hilfe dieses Diagramms einen Isomorphismus

[Vm & Vo ]#m D [‘/;“TELprim ® V;Tl,prim] (_1) w*(ﬁ*?]iﬁ/*) V})rim (38)

r,prim s,prim

von Q;-G-Darstellungen erhélt, der auflerdem A-Aquivariant ist. Dabei ist die Ope-
ration von A auf der linken Seite wie folgt erklért: Zunéchst operiert (uf,/tm) X
(145, / ) offenbar auf [V2 . @ V™. ] Mit Hilfe der folgenden kurzen exakten Se-
quenz erhalt man die Operation auf dem ersten Summanden:

0 = pm — (u/pm) X (B/tm)  — A — 0
¢ = ([ G2 [G5e,601)
(CryeeCr—1 1L [EL s nbs—1,1]) = [C1yeGra1,61 50565 —1]
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Die Operation auf dem zweiten Summanden erhilt man mit Hilfe des Gruppenho-
momorphismusses

A — () X (3t pan)
[Cl ~~~~~ c’ﬂ] = ([41 )))) CT‘*lL[CT 7777 CTLD

und der offensichtlichen Operation von (u/-'/ ) X (S iy,) auf dem zweiten
Summanden.

Seien nun (b, c) € A", und (b',c') € A" x A" beliebig. Gleichung (38) induziert
Isomorphismen (vgl. [Shi79] und [Shi82]!)

Vp @ Ve e Vbﬁ c und Viy @ Ve (—1) % Vi s e

~

Wiéhle nun speziell r = 3 und s = n + 2 — r, und man betrachte das folgende
Diagramm:

m m
Xl X X T

J
Der Morphismus 7 x 1 bildet Y isomorph auf Y ab, wodurch ein eindeutiges 7" auf
der Aufblasung induziert wird, dal mit 7 x 1 kommutiert. Auflerdem rechnet man
sofort nach, dal (1 x 1)oj =jo (7 x 1) und 709 = po (17 x 1) gilt, so daB das
Diagramm also kommutiert.

Wegen
T*¢*6* - (T*Q/}*)ﬁ* - (1/1*7-/*)6* = ¢*(T/*6*) = w*ﬂ*(T X 1)*
und
T*¢*];ﬂ,* = (T*@Z)*]i)ﬁ/* = (¢*];7/*)6,* = 1/}*3;(7—,*5,*) = %Jiﬁ'*(T X 1)*
(wobei man beachte, da8 fiir Involutionen 7 bekanntlich 7, = 7* gilt) folgt, dafl auch

die folgenden Diagramme kommutieren, wenn b bzw. b’ fix unter der Transposition
7 sind:

Vb ® Ve w;ﬂ* Vbﬂ c Vb/ & Vc/(—l) M Vb/ «c
(T><1)* 1 ZJ/T* (TXl)* 2 ZJ/T*
Vb ® Ve w:ﬂ* Vbﬁ c Vb/ X Vcl(—]_) % Vb/ % c'

Wegen 9.6 ist a entweder von der Form bt ¢ oder von der Form b’ x ¢’, wobei nach
Voraussetzung by = by bzw. b] = b, gilt. Da wir die Fille ,n = 2“ und ,n = 3¢
schon behandelt haben, ist dann aber (7 x 1)* Multiplikation mit (—1), und die
Behauptung folgt aus der Kommutativitdt des entsprechenden Diagrammes.
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Damit gilt die Behauptung also fiir alle n > 2, und das Lemma ist bewiesen. q.e.d.

Jetzt verfiigen wir iiber alle Informationen, die wir benttigen, um die Existenz einer
Basis {vs} von Viim (mit vy € V) zu beweisen, beziiglich der wir die Operation von .S,
explizit angeben konnen.

9.15 Korollar. Sei a € A beliebig. Dann gibt es v, € V3 \ {0} fiir alle b € [a] derart,
dafl
Vo €S, Vb€ [a]: o"(vp) =sgn (o) - v,-1p.

Beweis: Wihle zunichst v € Vg \ {0} beliebig. Fiir b € [a] wihle o € S,, mit 07!(a) = b.
Setze vy, := sgn (o) - 0*v. Da ¢* Automorphismus von Vjq) ist mit 0*(Vg) = V}, (nach 4.5
und 4.6), gilt offenbar v, € V3, \ {0}.

Wir zeigen zunéchst, dafl v, nicht von der Wahl von ¢ abhéngt. Sei 6 € S, eine weitere
Permutation mit 6'(a) = b. Es folgt, da8 b fix unter w := o715 ist. Nach eventueller
Umnumerierung der Koordinaten 148t sich w wie folgt in elementfremde Zykel zerlegen:

w:[1,...,k1]-[k:1+1,...,k2]-...-[k:s_1+1,...,n].

Es folgt:
b1 :bgz...:bkl, bk1+12...2bk2, bks_1+1:'--:bn'

Schreibt man nun jeden dieser Zykel als Produkt von Transpositionen, die nur Elemente
vertauschen, die auch der entsprechende Zykel vertauscht, so halten diese Transpositionen
b offenbar auch fest. Also 148t sich w als Produkt von Transpositionen schreiben, die b
festhalten. Es folgt aus Lemma 9.14, dafl w* in V3 Multiplikation mit sgn (w) ist. Damit
ergibt sich:

sgn (6) - 6*v = sgn (ow) - (ow)*v = sgn (ow) - w*c*v

=sgn (ow) - sgn (w) - o*v =sgn (o) - o v = vy.

Damit haben wir gezeigt, daf v, tatsdchlich unabhéngig von der Wahl von o ist. Wir zeigen
nun, dafl die so definierten v, die gewiinschte Eigenschaft haben. Seien dazu o € .5, und
b € [a] beliebig. Wihle ein w € S,, mit w™'(a) = b. Nach obiger Uberlegung gilt:

Up = sgn(w) - whv,
Vo1p = VUlwe)-la = 5S¢0 (wo) - (wo)*v.

Es folgt also:

o'y = 0" (sgn (w) - w'v) = sgn (w) - c*w*v
= sgn (w) - sgn (o) - sgn (0) -(wo)*v = sgn (0) - sgn (wo) - (wo) v = sgn (o) - Vo—1p-

~~ ~~
=1 “Vo—1yp
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9.16 Korollar. Es sei a € A" beliebig und (S,)q < S, die Standgruppe von a unter der
Operation von S, auf A". Ferner bezeichne sgn : (S,)q — Q = Aut (Vg) den Cha-
rakter, der durch das Signum einer Permutation gegeben wird. Dann wird die Operation
von S, auf V|q) durch sgn induziert, d.h. es gilt:

[Seo AutVie) | = il [sen]| (39)

g = o

Insbesondere folgt fiir beliebiges o € S,,:

#{r € S,|tor7t € (Sp)a}
#(Sn)a

Tr (0% | Vi) =sgn (o) - =sgn (o) -#{be€[a]|oc € (Sh)p}

Beweis: Die erste Aussage ist klar nach 9.15 und der Definition der induzierten Darstel-
lung.

Die Formel fiir die Spur folgt dann aus folgender allgemeinen Formel fiir den Charak-
ter einer induzierten Darstellung: Sei G eine endliche Gruppe, S < G eine Untergruppe,
g ein Charakter auf S und g“ der induzierte Charakter auf G. Dann gilt (vgl. [Lan93,
XVIIL§6,S.686]!)

g%(0) = # Zg(TO’T_l) (mit g(7) :=0 fir 7 ¢ 5).

TG

Wegen sgn (o7 !) = sgn (o) folgt daraus die erste Gleichung. Die zweite Gleichung folgt
hieraus aus der Bahngleichung fiir die Operation von S, auf [a] oder auch direkt aus 9.15.
q.e.d.

9.17 Korollar. Sei s := ((y,...,(,)0 € A beliebig und a € A beliebig. Ist a = 0,...,0),

77777

Korollar 9.15, so gilt fiir b € [a]:

bo(1)

* bon
s op = (7 - G ™) ssgn (0) - vg-1y |

Insbesondere liegt s*|Viq) also in der Untergruppe
() 20 S([a]) — Autg-c, (Viay),

wobei (%p,,) die Gruppe {££]&™ = 1} und S([a]) die Gruppe der Permutationen der
Menge [a] bezeichne.

Beweis: Klar nach 9.1, 9.12 und 9.15! q.e.d.
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9.18 Beispiel. Es sei speziell m = 3, n = 6, s = (¢,1,1,1,¢?,1) - [1234][56] und a =
[1,1,1,2,2,2]. Dann ist

la] = { [1,1,1,2,2,2L[1,1,2,1,2,2L[1,1,2,2,1,2L[1,1,2,2,2,1L[1,2,1,1,2,2L
b ] :EQ ~ ~ ~"
1,2,1,2,1,2),[1,2,1,2,2,1], [1,2
:‘126 —\27 :v8 =v9 :
2,1,1,1,2,2],2,1,1,2,1,2],[2,1,1,2,2,1],[2,1,2,1,1,2], [2, 1,2, 1,2, 1],

—~ —~ ~ —~ —~

(

=:b11 =:b12 =:b13 =:b14 =:b15
2,1,2, 11] 2,2,1,1,1,2],[2,2,1,1, 1] 2,2,1,2,1,1],[2,2,2,1,1,1] }
271;16 —-‘1:17 =?l:18 —-‘1:19 =1vzo
Sei {v1,...,vy0} eine Basis von Viq) wie in 9.15 mit v; € V;,. Beziiglich dieser Basis hat

5*|Via) dann die folgende Matrixdarstellung:

00 00O0OO0OO0DO0ODO0OO0OCO0O0O0UO0O0O0O0O0O0
¢ 0 000O0OO0OO0OO0OO0OUO O0OO0OUO0OO0OO0O0GO0O00
o 0 0 000O0OO0OO0OO0OO0OOT1TTO0OO0OO0OO0OO0OO0O0
00 00O0DO0OO0OO0OOOTU OC0O0UO0O0O0O0TO0D
0 ¢ 0 000000OO0OUO O0OUOUOUOO0OO0O0O0DO0
o 0o 0o0000OO0O0O0O0OO0OO0OOO0OTO0OO0OOO0OO
00 00O0OO0OO0DODO0OOTO 0O O0O0CO0O0O00O0O0O0
o 0 01roo0o00O0OO0OTO0CO0OO0OO0OO0O0O0O0GO00O0
0 0 ¢2000000O0OUO0O O0OOUOUOO0O0O0O0DO0
o 0 0 000O0O0O0OO0OO0OTO0OTOO0OO0OO0OT11IO0O0OO0O®O0
o 0 0010O0OO0OCOO0OO0ODTO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OQO0
o 0 0000O0O0O0OO0OO0OO0OUO0OO0OO0OO0OO0O0C¢CO0O0
o 0 0 000O0OO0OO0OO0OTO0ODOO0OO0OO0OO0OT1O0O00O0
o 0 0000C¢COO0OO0OTO O0OO0OO0OUO0OO0OO0OO0OT®O0OOQO
o 0 00010O0OO0OO0OO0OTO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0
o 0o 0o0o0o00O0OO0OO0OCO0OO0OO0OO0OO0OO0O0O0TC¢CO
o 0 0000O0O0OC¢COO0O O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OTO0OOQO
o 0 0 000O0O1O0OO0OO0OTO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0O0
o 0 000O0O0OO0OO0OCO0ODO0OO0OO0OO0OO0OO0O0O0O0C¢
o 0o 0o0000O0OO0OC¢CO O0OOO0OUO0OO0OO0OO0OTO0OO

und ist als Element von (,,)%% x S([a]) gleich

(C27C27 17C27C27]‘7C2 C27 7]‘7C’]‘7C7]‘7C C? ]‘7C C)
-[1,2,5,11][3,9, 17, 13][4, 8, 18, 12][6, 15][7, 14][10, 20, 19, 16].

Dabei beachte man, dafl sgn ( [1234][56] ) =1 gilt!

N——
=[14]0[13]o[12]o[56]

9.19 Bemerkung. Enthélt & die m-ten Einheitswurzeln, so kénnen wir mit Hilfe von
(16), 9.9 und 9.17 die Frobeniusoperation auf der Kohomologie einer beliebigen getwisteten
Fermathyperflache iiber k explizit berechnen.

Enthélt £ die m-ten Einheitswurzeln nicht, so konnen wir mittels 9.10 dasselbe erreichen,
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wenn es keine a € A", 0 € S,\{id} und t € (Z/mZ)*\{1} mit ta = “a gibt, denn offenbar
konnen wir genau dann die Basen auf Vi, aus 9.10 und 9.15 unabhéngig voneinander
wahlen. Ein solcher ,gutartiger” Fall liegt zum Beispiel fiir m = n = 3 vor, denn es ist
A3 = {(1,1,1),(2,2,2)}, und S3 operiert trivial auf A3, wihrend (Z/3Z)* die beiden
Charaktere vertauscht.

,Bosartig” sind zum Beispiel die Falle m = 3, n = 2 und m = 3, n = 4, und diese werden
wir im letzten Kapitel exemplarisch untersuchen.
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10 Berechnung der Zetafunktion

In diesem Kapitel definieren wir zunéchst die Zetafunktion eines Objektes aus F;"" (fiir
einen endlichen Korper k) und leiten dann eine explizite Formel her, mit der sie sich unter
der Voraussetzung, dal k£ die r-ten Einheitswurzeln enthilt, mittels der Ergebnisse des
neunten Kapitels berechnen 148t.

10.1 Definition. Es seien n > 2 und r > 1 natiirliche Zahlen, k& = F, ein endlicher
Korper der Charakteristik p und P ein beliebiges Objekt aus F,"" mit assoziierter Varietét
X = FyP (vgl. 1.6(iv) und 3.11(i)!). Die Zetafunktion von P werde definiert als die
Zetafunktion von X, d.h. (vgl. [Mil80, S.286]!):

S O))

C(P7 t) = C(Xv t) ‘= exp (Z UTXtZ> S @[[t]]a

=1

wobei yg? die Anzahl der F -rationalen Punkte von X bezeichne. Nach den (von Dwork
und Deligne bewiesenen) Weil-Vermutungen gilt, da§ (P, t) sogar schon in Q(t) liegt.

Mit Hilfe der Lefschetzschen Spurformel kann man die Zetafunktion leicht berechnen,
wenn man die Frobeniusoperation auf der /-adischen Kohomologie von X kennt:

10.2 Satz. Die Bezeichnungen seien wie in 10.1, und es gelte, dal X reguldr ist (was also
zum Beispiel erfiillt ist, wenn P eine Form von P!™ fiir ein m < p ist). Dann gilt

n 1
P.t) = QP 1)l S
C((Pt)=Q(P1) 11 ot
i€{0,...,n—21\{ %52}

wobei Q(P,t) ein normiertes Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten ist, das sich in Q[t]
zerlegen &t als Q(P,t) = [[(1 — a;t) mit ganzen algebraischen Zahlen a;, die unter jeder
komplexen Einbettung den Betrag ¢*~?/2 haben. Ist | # p eine Primzahl, K = k ein
(separabler) algebraischer AbschluB von k, X := X xk und F : X — X der geometrische
Frobenius, so gilt

Q(P,t) =det (1 — F*t|HL *(X,Q))

und

VieN, : ) = 3 ¢ |+ (-1 T ((F*)i
Je(0. 2]\ (752}

H2(X,Q)). (40)

Beweis: Siehe [Del73] und [Mil80, Lemma 2.7.,S.186]! q.e.d.
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10.3 Lemma/ Definition. Es seien r, s € N natiirliche Zahlen. Definiere die Mengen

TP = {(n1,...,ns) € N§|>°7_,n; =7} und
B::={1,...,s}".

Die symmetrische Gruppe S, operiert auf B durch Permutation der Eintrage. Ist 7 =
(n;) € II? beliebig, so definiere

Bi(m):=S,-(1,...,1,2,...,2,...,s,...,5) € B? und
———

D:=D(r) = ——"—.
Wir haben eine Operation von Z auf B} (7) via Z Lofiz.7, Sy. Die Anzahl der Elemente
eines Orbits unter dieser Operation ist natiirlich ein Teiler von r, und fiir einen solchen
Teiler e von 1 bezeichne N(e) := N?(m, e) die Anzahl der Orbiten mit genau e Elementen.
Sei schliefllich p : Ny — {—1,0,1} die Mdbius-Funktion, die wie folgt fiir eine natiirliche
Zahl ¢ mit Primfaktorzerlegung ¢ = p™ - ... - p™ definiert ist:

(c) = (—=1)* falls m; <1 fiir alle 1,
M =19 0 sonst.

Dann gilt folgende Formel:

N:(m,e) %u() #T'Mg)' (41)

Seien jetzt n,h € N, und ry,...,r, € Ny mit r; + ...+ r, = n. Definiere

h
15 (5 ry, .o ymh) ::{<7T() (n%”,...,n@))ieﬂfl><...><Hih|‘v’j:1 77777 szny):nj}.

Ist (70, ..., 7)) € I3 (77, ..., rp) beliebig, so definiere
Bﬁb(ﬂ(l)’_“m(h)) — Bﬁl(ﬁ(l)) < % Bﬁh(ﬂ_(h)> € B x...x B} =B,
Offenbar gilt:

B:(n) = 1T B (M, x ). (42)
(m(D)els (myr1,...yrh)
Sei o (ry,...,ry) der Zykel [12...7m][(r1+1) ... (r1+712)]...[(n—7r+1)...n] aus S,. Dann

operiert Z vermoge Z ) S, auf B:(7(W ... 7). Fiir eine natiirliche Zahl e

definiere
E(e;ry, ... rp) = {(61, ...,ep) € Ni | e1|r1, ... enlrn, kgV (er, ... en) = e}

und bezeichne fiir (e;) € E(e;r;) mit N*(n’, ;) die Zahl der Orbiten, in denen die ersten
r1 Elemente unter [1...7] in einem Orbit der Lénge e; liegen, die néchsten ro Element
unter [(ry +1)...(r1 + 72)] in einem Orbit der Lénge ey liegen und so weiter. Dann gilt
die folgende Formel:

N (7D ¢;) = ggT (en, ... e HNS @ ;) | (43)
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Beweis: Wenn (ay,...,a,) in einem Orbit der Linge e liegt, mufl gelten:
ar = Gi4e = QA142e = .-+ = Qiy(r/e—1)es
Az = G24¢ = Q242 = ... = Q24(r/e—1)es
Qe = (A9 = as3e = ... = Q.

In jeder Zeile stehen r/e Elemente, d.h. die Zahl /e muf jedes der n;, also auch D teilen.
Dies ist dquivalent zu Dle.

Fiir eine natiirliche Zahl d bezeichne k(d) die Zahl der Elemente aus B (), die eine durch
d teilbare Ordnung unter der Operation von Z haben. Diese Ordnung muf} natiirlich auch
r und damit (r,d) teilen. AuBlerdem haben wir gerade gesehen, daf} sie von D geteilt
werden muf, d.h. fiir k(d) > 0 ist D|d notwendig.

Wie grofl ist k(d), wenn D|d gilt? Offenbar hat ein (a;) aus Bf(m) genau dann durch d
teilbare Ordnung, wenn fiir e := (r, d) obige Gleichungen erfiillt sind. Alle a; werden dann

schon durch aq,...,a. bestimmt, und von diesen miissen genau n; - r/e Stiick gleich 1
sein, ny - r/e Stiick gleich 2 und so weiter. Also gilt:
d)!
(r.d) falls D|d,
R N D R N
bay={ (i)t (ne i) (44)
0 sonst.

Offenbar gilt andererseits:

k(e) =Y d-N(d) (wobei N(d):=0 fir dr).
d|

Wir konnen die Mdbiussche Umkehrformel (vgl. [Lan93, S.254]!) anwenden und erhalten:
e
Ne) =Y (5) k(@)
e Ne) =S u(5) k)

dle

Ist e ein Teiler von r, so folgt (41) aus (44), wenn man beachtet, dafl dann fiir d|e schon
(r,d) = d gilt.

Die Gleichung (42) ist klar. Es bleibt also Gleichung (43) zu zeigen: Einer der N-vielen
Orbits ist dadurch bestimmt, dafl zunéchst die zugehdrigen Orbiten aus B} (M, e1),.. .,

B: (1™ ;) angegeben werden (dies liefert den zweiten Faktor) und dann die Stellung
dieser Orbiten zueinander, was den Faktor “==*t = ggT (ey,.. ., e;) liefert. q.e.d.

10.4 Beispiel. Wihle r = 108, s = 3 und m = (24, 36,48). Wie viele Orbiten der Linge
54 gibt es? — Zunéchst ist D = 108/12 = 9. Die Formel (41) ergibt dann:

1 54 d!
NG = = Y ”(E) (24-d/108)! - (36 - d/108)! - (48 - d/108)!

de{9,18,27,54}

1 9! 18! 27! 54!
_ T — 2)——— D—=rg50
54 (“(6)2!3!4! T 0) Tt ) g T )12!18!24!>

1
Y (2!3!4! T A6I8 o2l 12118124

= 2.246.676.834.410.732.596.320

9! 18! 27! 54! )



144 10 BERECHNUNG DER ZETAFUNKTION

10.5 Lemma. Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins, n € N, eine natiirliche Zahl
und aq,...,a, € R beliebig. Sei A die Matrix

o 0 --- 0 p,
ap O x 0 0
0 ay --- 0 0
0 0 Ap—1 0

iiber R. Dann gilt
det (1 — At) =1 — (H ai) "
i=1
Ist insbesondere R ein Korper, dessen Charakteristik n nicht teilt, und sind die a; alle
ungleich null, so ist A halbeinfach.

Beweis: Wir entwickeln die Determinante nach der ersten Zeile:

1 o .- 0 —apt
-t 1 0 0
det (1 — At) = det 0 —ast . 0 0
0 0 - —apat| 1
10 0o 0 —ait 1 0 0
—agt 1 0o 0 0 —ayt 0 0
o 0 10 0 0 —an_at 1
0 0 —an_1t 1 0 0 0 —an_1

q.e.d.

10.6 Lemma/ Definition. Seien k, p, I, x, n und m wie in Kapitel 5. Sei ferner
s € (ul/pm) xS, beliebig; nach eventueller Umnumerierung ist s von der Gestalt

s=((1,...,Cn) - 0(r1,...,11), setze
—_———

=0

&= G Gy,

52 = €T1+1 et grl—i—?"za

gh = Cnfrh+1 IR Cn
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Sei nun @ € A™ beliebig. Dadurch wird ein 7, € TI7~! definiert vermége n; := #{jla; = i}.

Dann gilt:

O(s,a,t)

det (1 — s*t|Via))

11

= (sgn U)ﬁ[a]

(eSN et (masrs),

eeNy,
(ei)EE(e;ri)

vm—1,_(i)
Hh eymao) e
1 _ X gin 1= J te

Beweis: Folgt sofort aus 9.17, 10.3 und 10.5! q.e.d.

10.7 Beispiel. Es sei speziell m = 3, n = 6, s = ((,1,1,1,¢% 1) - [1234][56], a =

1,1,1,2,2,2] und b = [1,1,1,1,1,1] (vgl. 9.8!). Dann ist also 7, =

(373)7 T = (670)7

7 = (0,6), h=2,7r =4, 1, =2, & = C und & = (?. Weiter gilt:
I5((3,3);4,2) = {((3,1),(0,2)), ((2,2), (1, 1)), ((1,3), (2,0))}

und E(1;((3,1),(4,2)))

E(2;((3,1),(4,2))

E(4;((3,1),(4,2))

T NGB = 0 N
Nf((272)71) = 0, N42<<27
Ni((1,3),1) = 0, NE((1
NQQ((072>71) = 1 N22((07
N3((1,1),1) = 0,  NZ((1,
N22((270)>1) = 1, N22((27
so daB nur folgende N ungleich null sind:
~42(((371)7(072))7<471)) = (471)
NZ((@ 2)?(171))7<272)) = (272)
~Z(((2 2)7(171))7(4’ 2)) = (47 2)
~42(((173)7(270))7<471)) = (471)

Es folgt:
O(s,a,t) =

[1— ¢ [1= ¢ - 1
1—t-1—7 1
-1 -e

= {11},

= {(1,2),(2,1),(2.2)},

= {(471)’(472)}

J1),2) = 0, N2((3,1),4) = 1,

2),2) = 1, N42((2,2,4) = 1,

73)a2) = 0, N42(<1>3)’4> = 1

2)72> = 0,

1)72> = 1

O)v2> = 0,
NZ(<371)74> NQQ((072)>1) = 1,
NZ<(272)72> NQQ((171)72) = 2,
Nf((272)’4) N22((171)72) = 2,
N2((1,3),4) N2((2,0),1) = 1.

120 . [1 _ C1'5+2'2’4t4]1 [1 _ Cﬁ/2+2.1.3t2]2 [1 _ Cl-6+2-2-3t4]2 [1 _ C1’7+2'2’2t4]1
_ C18t4]2 . [1 _ C15t4]
_ﬁf¢1

— t4]
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Auflerdem ergibt sich leicht:

®(s,b,t) = 11— = 1-¢,
®(s,2b,t) = 12-[1 -4 = 1—+¢

10.8 Theorem. Mit den Bezeichnungen aus den Kapiteln 4 und 5 seien m, n € N natiirli-
che Zahlen mit m > 1 und n > 2 und k = I, ein endlicher Korper der Charakteristik p,
der die m-ten Einheitswurzeln enthélt, sowie b € HL (G, S, [ pm) beliebig. Bezeichne
F den geometrischen Frobenius auf A}, und sei s das Bild des arithmetischen Frobenius
f € Gy unter dem 1-Kozykel b. Die Zetafunktion des getwisteten Fermatpolynoms P {b}

wird dann gegeben durch:

Q(P7{b},t) = [T  det(t—sFt|Vig)

lal€(u,/1tm)/ Sn

mit
1—¢"2°t falls n gerade
det (1 — s*F*t |V, = ’
et (1 —s"Ft|Vio,..03) { ) const
und det (1 — s*F*t | Viq)) = P(s,a,J(a)-t) fir a € A7

Beweis: Die erste Gleichung ist klar wegen (16), 4.6, 7.3 und 10.2, der Rest folgt aus 9.9,
9.12 und 10.6. q.e.d.

10.9 Beispiel. Sei m = 3, n =6, k = F; und b € HL (Gr., us [ Ss) wie in 5.13 und
5.24. Wir wollen die Zetafunktion des Polynoms P := PZ{b} berechnen (vgl. 5.13, 5.24,
9.8, 9.18 und 10.7!). Es ist

Q(P, t) = det (1 — S*F*t | ‘/{0707070,070}) . det (1 — S*F*t | ‘/{1’1717171,1})
det (1 — s*F*t ‘ ‘/[1 1.1.2.2 2}) - det (1 — s*F*¢t ’ ‘/{2’272,27272})

77777

= (1—="7%)-[1 = (=56 —210)t] - [1 — (49t)*]*[1 — (49¢)?]?
1 = (=35 + 210)1]

= (1491t + 74%*)(1 — 72t)(1 — 742)%(1 — 78¢4)*.
Also

1 1 1
Pt) = - -
) = To7 T ot 7)1 = 72 (1 = 70)P(1 — iyt

1 1
1-7¢ 1-T%

Logarithmieren ergibt:

2710, 5897984 , 13881660703 ,  33246893493864 ,
C(Pt) =exp (=gt + ——1+ ; £+ 0 ).
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Kubische getwistete Fermatgleichungen

In diesem Kapitel wollen wir den Spezialfall von getwisteten kubischen Fermatgleichungen
in zwei und in vier Variablen betrachten. Dies sind zwei ,,bosartige” Félle geméaf; 9.19.

11.1 Lemma. Es sei p > 5 eine Primzahl mit p = 2 (mod 3). Dann gilt:

(i)
(i)
(iii)

B
ker (sz o, Fp) — {avV=3|a e F,}.

ker (B2 5 F,) C (Fy2)*

Bewezs:

(i)

(iii)

Es ist 1(—1 + +/—=3) eine primitive dritte Einheitswurzel in Q, d.h. Q(v/=3) ist
der dritte (und der sechste) Kreisteilungskorper. Also enthielte der Korper F,, die
dritten Einheitswurzeln, wenn er v/—3 enthielte, was aber wegen p = 2 (mod 3)
nicht der Fall ist.

Wegen (i) liegt /=3 nicht in F,, d.h. (v=3)" = —v/=3, also Tr (v/=3) = V=3 —
V=3 =0, so daB , D folgt.

Umgekehrt folgt aus der Surjektivitdt der Spur, dal die folgende Sequenz von IF-
Vektorraumen exakt ist.

0 — ker (Tr) — F,» — F, — 0.

Also ist der Kern der Spur ein eindimensionaler F,-Vektorraum, enthélt also genau p
Elemente, und die Gleichheit der beiden Mengen folgt, weil sie gleiche Kardinalitét
haben.

Weil F, die dritten Einheitswurzeln nicht enthélt, kann man aus jedem Element
von [F, (eindeutig) die dritte Wurzel ziehen. Wegen (ii) ist also nur zu zeigen, da8
v/ —3 dritte Potenz in F 2 ist, oder dquivalent, dafl (—3) sechste Potenz ist.

6

Sei a € F, das Element mit a®* = —3. Dann liegt v/a in Fp2, und es gilt (va) =
a® = 3.

q.e.d.

Zunéichst berechnen wir die auftretenden Jacobisummen.

11.2 Lemma. Es sei ( € C eine primitive dritte Einheitswurzel und K := Q(¢). Dann

ist die Strahlklassengruppe Clg) trivial, d.h. jedes gebrochene, zu (3) teilerfremde Ideal
von K ist ein Hauptideal (a) mit @ =1 (mod 3).

"Bigentlich muf man auch noch fordern, da8 a total positiv ist, d.h. positiv unter jeder Einbettung
K — R. In unserem Fall gibt es eine solche Einbettung jedoch offensichtlich nicht, so dafl die Bedingung
leer ist (vgl. [Neu92, S.381]!).
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Beweis: Zunéchst beachte man, dafi Ox = Z[(] euklidisch beziiglich der Funktion
d: ZI(J\ {0} — Ny, @ = [z|* = Ni/q (v)

ist. Insbesondere ist Z[(] also ein Hauptidealring, d.h. Clg) wird als abelsche Gruppe
von Klassen von Hauptidealen (7) zu Primelementen 7 1 3 erzeugt. Sei also ein solches
7 € Z[(] vorgegeben. Wir miissen zeigen, dafi es dann ein £ € Z[(]* mit 7 = £ (mod 3)
gibt (denn dann folgt (7) = (£7'7) und ¢ '7r = 1 (mod 3)). Wegen (1 —¢)(2+¢) =3
und 7 1 3 gilt

7Z0,(1+2¢) und (2+¢) (mod 3).

Es folgt
7=1,(14(),(,2¢,2 oder (2+2¢) (mod 3).
Nun gilt
(=) =1 = 1 (mod3), (=)' = —¢ = 2¢ (mod 3),
(—=¢)? = ¢ = 2+2¢ (mod3), (=€) = -1 = 2 (mod 3),
(=0t = ¢ = ¢ (mod3), (=¢)° = —¢ = 1+ (mod3),

d.h. fiir jede der sechs Moglichkeiten finden wir ein n € {0,1,2,3,4,5} mit 7 = (—()"
(mod 3). q.e.d.

11.3 Satz. Es sei ( die primitive dritte Einheitswurzel e%, und /3y bezeichne die Gruppe
der zu 3 teilerfremden gebrochenen Ideale von Q(¢). Ist a € I(3) ein ganzes Ideal, so finden
wir nach 11.2 eine ganze Zahl a € Q(¢) mit a = (a) und @ = 1 (mod 3). Mit diesem a
gilt dann fiir den in 9.5 definierten Charakter J ;1) : I(3 — C*:

J(l,l,l)(a) = Q.

Beweis: Es seien ¢, 7 : Q(¢) «— C die beiden, durch ¢+(¢) := ¢ und 7(¢) := ¢? = { gegebe-
nen Einbettungen von Q(() in C. Nach 9.5 ist J(;,11) ein GroSencharakter mit Erklérungs-
modul (9). Fiir den Beweis unseres Satzes ist zu zeigen, dafl man als Erkldarungsmodul
sogar (3) wihlen kann und daf§ der Unendlichtyp (n, = 1,n, = 0) ist.

Zunéchst stellen wir die folgende Tabelle auf, wobei wir die letzte Spalte durch stures
Einsetzen in Definition 9.2 berechnen:

i @i | @i (mod (9)) | Nowe(@i) | g (@)
1] 1+9¢ 1 3 1+9¢

2| 143¢ 14 3¢ 7 14 3¢

3| 1-3¢ 1+ 6¢ 13 1-3¢

4] 4+9¢ 4 61 449¢

5| 4+3¢ 44 3¢ 13 44 3¢

6| 4—3¢ 4+ 6¢ 37 4—3¢

7| T4+9C 7 67 749C

8| T43C 743¢ 37 74 3¢

9| —2-3¢| T+6¢ 7 o3¢
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Weil w; =1 (mod (9)) ist, folgt aus der ersten Zeile der Tabelle:

Z[¢] faktoriell,
9 w1, w1 Primelemente

22 ot T — (n,,n,) = (1,0),

w1 = J(1,1,1)((w1))

d.h. wir wissen jetzt, dal Hauptideale (a) mit a € Z[(] und a =1 (mod (9)) unter J( 1 1)
auf a abgebildet werden.
Sei jetzt a € I(3) ein beliebiges ganzes Ideal von Q((), und sei a € Z[¢] mit a = (a) und

a =1 (mod (3)). Dann ist @ modulo (9) kongruent zu einem der w; aus der Tabelle. Es
gilt:

i|j| wi-w; | wiw; (mod (9))
11| —-80—-63¢C 1
23] 10+9¢ 1
417 =534 18C 1
509 1-9¢ 1
6|8 37 1

Also sind die w; Einheiten des Rings Z[(]/(9), d.h. wir finden ein j € {1,...,9} mit
a-w; =1 (mod 9). Wie wir uns oben iiberlegt haben, folgt hieraus

J(l,l,l) ((CL . w])) =a - w]'.
Aus der ersten Tabelle wissen wir, dafl J¢ 1,1 ((w])) = w; gilt, und wir erhalten:

Soy (@) = 2@ @) Joan(@ =) _a-=,
(1,1,1) J(1,1,1)((wj)) J(Ll,l)((wj)) @

Dies ist gerade die Behauptung; unser Satz ist also bewiesen. q.e.d.

= a.

11.4 Lemma. Es sei p > 5 eine Primzahl mit p = 2 (mod 3). Dann gilt fiir die Ja-
cobisummen der Dimensionen 0, 1 und 2 vom Grad 3 zu (1,2), (1,1,1) bzw. (1,1,2,2)
(unabhéngig vom verwendeten Charakter x : F, — ps):

F,0.2) =1,
j[gpg(lv 17 1) =D
Ti,(1,1,2,2) = p*.

Beweis:
e Dies ist ein blofler Spezialfall von 9.3.

e Legt man zur Berechnung der Jacobisummen zwei verschiedene Charaktere x zu-
grunde, so sind die Ergebnisse offenbar konjugiert zueinander. Wenn wir also zeigen
koénnen, dafl die Jacobisumme fiir irgendein y in QQ liegt, so hat sie fiir alle anderen
X denselben Wert.

Wegen p = 2 (mod 3) ist p triage in Q((), d.h. (p) ist ein Primideal mit Restklas-
senkorper IF2, so dafl wir erhalten:

jﬁ?pg(17 1L1) = J(l,l,l)((p)) = J(1,1,1)((—p)) i —p da(—p)=1 (mod 3).
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9.7(3%
72,0,1,2,2) " 7 (1,2,1,2) = 72, ((1,2)+ (1,2))

9.7(iid) 2
) o (j§p2(172)) =p?. 12 =p*

q.e.d.

Jetzt konnen wir die Frobeniusoperation auf der [-adischen Kohomologie der null- und
zwei-dimensionalen Fermathyperfliche beziiglich der Basis aus 9.15 mit einigen Miihen
explizit bestimmen und dadurch insbesondere die Zetafunktion einer beliebigen nicht-
ausgearteten bindren kubischen Form iiber einem endlichen Korper berechnen.

11.5 Korollar. Es seien k ein endlicher Kérper, X := X3 die nulldimensionale kubische
Fermathyperfliche iiber k, V := H% (X}, Q) die Kohomologie von X und Vi, wie in 9.9
der primitive Teil der Kohomologie von X.

Setze a := (1,2) € A3, und sei {vp}ref(1,2),2,1)} eine Basis von Vig) wie in 9.15. Dann gilt
Vorim = Vja], und der geometrische Frobenius Fy operiert auf V., durch

v, falls pug C k,
—vg9, Ssonst.

Vb e [a] + F(vy) = {

Beweis: Zuerst iiberlegt man sich sofort, daf A3 = [a] gilt, d.h. Vjum = Vja) ist klar. —
Enthélt £ die dritten Einheitswurzeln, so folgt sofort nach 9.3 und 9.9, dal der Frobenius
trivial auf V' operiert.

Enthalte also k& die dritten Einheitswurzeln nicht. Sei k' die eindeutig bestimmte Erwei-
terung vom Grad zwei von k. Es ist kein Problem, (F%)? zu berechnen, da k' die dritten
Einheitswurzeln enthélt: Fiir beliebiges b € {(1,2),(2,1)} ergibt sich

9.3

(F3)? (v) £ T2(b) - v = vy

Nach 9.10 folgt also F% (vp) = e(b) - vy, fiir (b) € {—1, 1}, und wir miissen beweisen, dafl
g(b) = —1 gilt. Der erste Schritt hierzu ist, einzusehen, dafl £(b) nicht von b abhéngt,
d.h. es gilt £(b) = ¢(a) =: €. Sei dazu ¢ € Sy die Permutation mit c*a = b. Offenbar
vertauschen F3 und o*, und wir erhalten

Fy (vp) = Fy (0"0,) = 0" F% (v,) = €+ 0" (V2q) = € - oy

Wir wollen nun das getwistete Fermat-Polynom P’ := Pj{(k’,1)} und die zugehorige
projektive Hyperfliche ) C P} betrachten: Bezeichne s die Transposition (12) € S,. Nach

(16) und (40) gilt dann
#V(E,) = Tr (5" Fy | V),

und beziiglich der Basis {v(1,2), v2,1)} von Viyim besitzt s*Fy|Vpim die Darstellung

() (fa)-(7 )
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Daraus folgt
Tr (S*F o

V;:)rim) = —2¢

und damit
#ﬂm%&&@?}@»+%«f@

Diese Zahl darf als Kardinalitét einer (endlichen) Menge natiirlich nicht negativ sein, so
daf nur ¢ = —1 in Frage kommt. q.e.d.

%MQ:1—23

11.6 Korollar. Es seien k ein endlicher Korper und () eine nicht-ausgeartete binére
kubische Form {iber k.

(i) Enthalt & die dritten Einheitswurzeln, so ist @ in .7-",3’3 isomorph zu einer der drei
Formen aus 7.10(i), und wir kénnen die zugehérige Zetafunktion angeben:

Q @, 0"
P{(Ly, (L, 1))} | (1 —1t)°
P{(Ly,(1,0))} | (1 =t)(1 +t+t?)
P{(Ls,1)} (L=t +¢%)

(i) Enthilt k die dritten Einheitswurzeln nicht, so ist Q in F.° isomorph zu einer der
drei Formen aus 7.10(ii), und auch dann kénnen wir die zugehorige Zetafunktion

angeben:
Q @)
P{(L:, (L, 1))} | (1 =1)*(1+1)
P{(Ls, 1)} (1—1)°
P{(Ls,a)} (1—t)(1+t+1t2)

Beweis: Dies folgt durch simples Einsetzen in unsere Resultate aus (16), 5.14, 9.15, 10.2
und 11.5. q.e.d.

11.7 Bemerkung. Insbesondere sehen wir, dafl die Zetafunktion binére kubische Formen

iiber einem endlichen Kérper k bis auf Isomorphie in ]-",3 3 Klassifiziert.

11.8 Satz. Es sei p > 5 eine Primzahl mit p = 2 (mod 3), X := X} die kubische Ferma-
thyperfliache tiber F, und Vi, wie in 9.9 der primitive Teil der mittleren Kohomologie
von X. Setze a := (1,1,2,2) € A}, und sei {uv, }pe|q eine Basis von Vig) wie in 9.15. Dann
gilt Virim = Vja], und der geometrische Frobenius F'y operiert auf Vi, durch

Vb € la] : F3 (vp) = p - vop.
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Beweis: Wir gehen vollkommen analog zum Beweis von 11.5 vor, miissen uns diesmal
aber ein klein wenig mehr anstrengen:

Wieder iiberlegt man sich sofort, da A} = [a] gilt, d.h. Viuim = Viq) ist klar. Des weiteren
ist es kein Problem, (F3)? zu berechnen, da F> die dritten Einheitswurzeln enthélt: Fiir
beliebiges b € [a] ergibt sich

* . 9.7(4¢ .
(F3) (o) 2 72 ,(6) -0, "2 2 (@) -0y 2

Nach 9.10 folgt also F% (vp) = (b)p - vy, fiir e(b) € {—1, 1}, und wir miissen beweisen,
daf (b) = 1 gilt. Der erste Schritt hierzu ist wieder, einzusehen, daff €(b) nicht von b
abhéngt, d.h. es gilt £(b) = e(a) =: . W&hlt man eine Permutation o € S; mit c*a = b,
so folgt dies aber genau wie in 11.5.

Wir wollen nun das getwistete Fermat-Polynom P’ := P}{(F,2 xF,2,1)} und die zugehori-
ge projektive Hyperfliche ) C P2 betrachten und dann auf zwei verschiedene Weisen die

Anzahl der FF,-rationalen Punkte #Y(F,) berechnen. Der Vergleich der beiden Zahlen
wird dann € = 1 zeigen.

Die ,erste Weise“ ist dieselbe wie im Beweis von 11.5: Bezeichne s die Permutation
(12)(34) € Sy. Nach (16) und (40) gilt dann

#Y(F,) =1+p*+Tr (s*F;;

Hi (X, Q) ).

und beziiglich der Basis {v(1,1,2.2), V(1,21,2): V(1,2.2,1), V(2,1,1,2)> V(2,1,2,1) V(2,2,1,1) } VOI Vprim De-
sitzt s* [} die Darstellung

1 00000 0 0 0 0 0 ep 0 0 0 0 0 ep
00 0O0T1O0 0 0 0 0 ep O 0O ep 0O 0 0 O
000100 0 0 0 e 0 0 | 0 0 ep 0 0 O
001000 0 0 ep 0O 0 0 | 0 0 0 e 0 O
01 00O0O 0O ep O 0 0 O 0 0 0 0 e O
00 0O0O01 ep 0 0 0O O O ep 0 0 0O O O
Daraus folgt
Tr (S*F;; Vprim) = dep

und damit

#V(F,) =1+p* +Tr (s*F;;

Ql(—l)) T (S*F;; vpﬂm)
=14+ +p+dep=1+4 (1+4e)p+p*> (45)

Im Gegensatz zu der Situation aus 11.5 sind wir jetzt noch nicht fertig, weil dieser Aus-
druck (zumindest fiir hinreichend grofie p) unabhéngig von ¢ stets positiv ist. Wir haben
aber zum Gliick noch eine andere Moglichkeit, #)(IF,) zu berechnen, wir konnen ndmlich

3.15 benutzen. Sei dazu 37 - A%p die durch P’ definierte affine dreidimensionale Hyper-



153

flache. Dann liefert 3.15:

#YV(F,) = #4(v,y,2,u) € Y(F,)

(2,9, 2,u) = (17,27, w?, 29) |

= #:(x, 2P, 2z, 2P) Ey(]Fp)‘ (x(pZ)::U)/\<Z(p2):Z>}

{i
{i
- #{ 2P, 2, 2P) € 37(1?,,2)}
(46)
= #{ (v,2) €F% | (x +z3)+(x3—|—23)p:0}
= #{xz € F | Try o ym, (27 +2°) = 0
— #{ z, 2, 1) (Terz/Fp (1) :o) A (23 + 23 :t)}.
Setze
A= #{(:c,z) EF%|a®+ 28 = o} und B = #{(x,z) EF% |2t +2° = 1},
Dann folgt aus 11.1(ii),(iii) und (46)
#V(F,) = A+ (p—1)B. (47)

Wir berechnen zuerst A:

A=1+(p*—1)- #{(m 1z) € IP’IIFP(FPQ)

Wy L (P>—1)-(1+ ‘71%2(1’ 2) + «71512(2’ 1)) 1Ld g (p*—1)-3=3p*—2. (48)

x3+z320}

Bevor wir uns an die Berechnung von B machen, berechnen wir zunéchst
C = #{(w 2 w) € Py (Fpe)

= #{(z:2:w) € PL (Fy2)

und D = #{(a:,z,w) € F, ’x?’ + 28 = w3}.

3+ 23 :w?’}

:c3—|—23—|—w320}

Wegen A3 = {(1,1,1),(2,2,2)}, 11.4 und (40) erhalten wir

C=1+p*— <j§p2(1,1,1) + j§p2(2,2,2)> P42+
—= D=1+’ -1)C=1+p* - 1)p*+2p+1) =p" +2p° —2p (49)
und damit Do ‘o 32 oo
—A P2 -3 -2p+2
2 —1 2 —1 P+ 2p (50)
Einsetzen von (48) und (50) in (47) liefert schlieBlich das Ergebnis
#Y([F,) =1 1+ @3p*=2)+(p— D> +2—2)
p—1 p—1
und der Vergleich mit (45) zeigt € = 1, womit der Satz vollstandig bewiesen ist. q.e.d.

=p>+5p+1,

#y(Fp) =

Wie man sieht, ist es uns also auch in zwei ,,bosartigen” Féllen gelungen, die Frobe-
niusoperation auf der [-adischen Kohomologie getwisteter Fermathyperflachen explizit zu
bestimmen. Im Prinzip sollte es moglich sein, dieselbe Methode auch auf andere Grade
und Dimensionen anzuwenden.
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