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Einleitung

Das inverse Galoisproblem hat seit seiner Formulierung durch D. Hilbert im Jahre
1892 nichts von seiner Faszination eingebiifit. Wahrend Hilbert in seiner beriihm-
ten Arbeit [Hil92] das Problem fiir die symmetrischen, alternierenden und abelschen
Gruppen l6ste, blieb es fiir andere Gruppen langere Zeit ungelost. Erst Scholz/Reich-
hardt (1936/37) [Rei37] (s.a. [Ser92], [GJ98], [MM99]) und dann spiter Safarevic
(1954) [Saf54] konnten die Realisierbarkeit nilpotenter bzw. auflssbarer Gruppen
iiber Zahlkorpern zeigen. Ab Anfang der 80er Jahre gelang es mittels der soge-
nannten Rigiditdtsmethode, eine positive Antwort auch fiir eine ganze Reihe klas-
sischer Gruppen, vor allem aber fiir nicht-abelsche einfache Gruppen zu erzielen (vgl.
[MM99]). Im Gegensatz zu den Arbeiten von Scholz, Reichardt und Safarevic, die
algebraische Zahlentheorie und Klassenkorpertheorie benutzen, basieren die Reali-
sierungen mittels der Rigiditdtsmethode auf dem hilbertschen Irreduzibilititssatz
und Galoisdescent. Dabei realisiert man die Gruppe als regulire Galoiserweiterung
eines Funktionenkorpers iiber einem Zahlkérper und zeigt dann mittels des hilbert-
schen Irreduzibilitétssatz, dafl die Gruppe auch eine Realisierung iiber dem Konstan-
tenkorper besitzt. Dabei heifit eine Funktionenkorpererweiterung L/ K regulér, falls
der Konstantenkorper von K in L algebraisch abgeschlossen ist. Insofern sind also
genau diejenigen Korpererweiterungen regulédr, die keine Konstantenkorpererweite-
rung enthalten, also rein geometrischen Ursprungs sind. Die Rigiditdtsmethode hat
in ihrer Folge, zumal auch wegen der neuen geometrischen Aspekte, ein grofies Inter-
esse an der Frage nach der reguldren Realisierbarkeit endlicher Gruppen, dem sog.
reguldren Umkehrproblem der Galoistheorie, geweckt. Der Kern dieses Verfahrens be-
steht darin, die Existenz eines Galoisdescentdatums (iiber einem Funktionenkoérper
mit algebraisch abgeschlossenem Konstantenkorper besitzt jede endliche Gruppe eine
reguldre Realisierung) auf eine rein gruppentheoretische Bedingung zuriickzufiihren.
Erstaunlicherweise 148t sich diese fiir nicht-abelsche einfache Gruppen relativ einfach
nachpriifen, wohingegen sie fiir (nicht-abelsche) auflésbare Gruppen vollkommen un-
bekannt ist.

Von daher bildet das reguldre Umkehrproblem der Galoistheorie fiir auflosbare
Gruppen ein unbekanntes, , weites Feld“. Das ist der Ausloser dafiir, in dieser Arbeit
die folgende optimistische Behauptung zu untersuchen:

Behauptung. Bezeichne G eine endliche, nilpotente Gruppe ungerader Ordnung und
X entweder eine eigentliche, glatte, geometrisch zusammenhdingende Kurve tiber ei-
nem Zahlkorper oder eine eigentliche, glatte, geometrisch zusammenhdngende Fliche
tiber einem endlichen Kérper F mit (#G, (#F — 1)) = 1. Dann existiert eine geome-
trisch zusammenhdingende Galoisiiberlagerung Y — X mit Automorphismengruppe

G.

Mittels des hilbertschen Irreduzibilitéitssatz sieht man, dafl die Behauptung den
klassischen Satz von Scholz/Reichardt verallgemeinern wiirde. Da man vermutungs-
weise annimmt, dafl jede galoissche Erweiterung eines Zahlkorpers mittels des hil-
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bertschen Irreduzibilitédtssatzes aus einer geometrischen Erweiterung entsteht, ist die
Behauptung eventuell gar nicht zu optimistisch. Insbesondere da sie fiir abelsche
Gruppen schon bekannt ist [MM99, CH. I §5.1]. Uber den abelschen Fall hinaus-
gehend hat J. Sonn gezeigt [Son94|, dafl man alle endlichen, nilpotenten Gruppen
ungerader Ordnung iiber der maximalen nilpotenten Erweiterung von Q®* regulir
realisieren kann. Da diese Korpererweiterung iiber Q unendliche Galoisgruppe be-
sitzt, 148t sich daraus iiber die Behauptung nichts folgern.

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, eine Theorie zu entwickeln, mit der man
obige Behauptung beweisen kann. Dieses Ziel hat sich als aufwendiger als anfangs
gedacht herausgestellt, so daf§ es letztendlich dem Autor nicht moglich war, obige
Behauptung zu beweisen. Die Theorie ist aber so weit entworfen, um einen Beweis
unter Hinzunahme einer technischen Annahme, deren Giiltigkeit wir hier allerdings
den Nachweis schuldig bleiben miissen, zu geben; es gilt ndmlich

Hauptsatz. Bezeichne S entweder das Spektrum des Ganzheitsrings eines Zahlkor-
pers oder eine glatte Kurve iiber einem endlichen Korper und gelte: fiir jede endliche
Menge abgeschlossener Punkte von Pk, die in der Faser iiber einem geeigneten Punkt
v € S liegen und eine geeignete endliche (-requlire Teilmenge T C S, gibt es einen
iiber S\T fast etalen, v-exzellenten Divisor auf Py mit (D) C T, der diese Punkte
enthdlt.

Dann ist die Behauptung richtig.

Eine genauere Erklarung der Bedingung des Satzes, sowie des Begriffes exzellenter
Divisor, findet sich in §6.3.1. Ferner enthélt §6.3.2 eine Diskussion der Probleme beim
Existenznachweis fiir exzellente Divisoren. Dabei gehen wir vor allen auf den Fall eines
Divisors mit zwei Punkten ein und geben ganz konkrete Hinweise, wie sich in diesem
Fall die Existenz eventuell zeigen 148t. Dieser Fall ist insofern interessant, da daraus
die regulédre Realisierbarkeit der einfachsten nichtabelschen Gruppen folgen wiirde.

Neben dem Beweis des Hauptsatzes enthélt die Arbeit Ergebnisse, die unabhéngig
von der hier gemachten Anwendung von Interesse sind; namlich eine Verallgemeine-
rung der Hasse-Prinzipien und des Satzes von Grunwald-Wang aus der Galoisko-
homologie globaler Kérper auf die Etalkohomologie glatter Kurven iiber globalen
Korpern. Genauer sei k ein globaler Korper und bezeichne k, die Lokalisierung von
k an einer Stelle v von k, dann gilt

Satz 1. Sei X/k eine eigentliche, glatte und geometrisch irreduzible Kurve mit Funk-
tionenkorper K und ¢ # ch(K) eine Primzahl. Ferner bezeichne K, den Funktio-
nenkorper von X, = X Xy k, und Jx die Jacobische von X. Ist dann der Index
v(X,) =1 fiir alle Stellen v von k und gilt ' (k(¢), Jx)e = 0, so ist die Abbildung

HY(K,2/0) — [ [ B* (K., 2/0)

injektiv.



Unter stédrkeren technischen Bedingungen ist es uns auch moglich, Aussagen {iber
die Injektivitit der entsprechenden Abbildung in der Etalkohomologie fiir offene Un-
terschemata U C X,

HXU,Z/0) — || H*(U., Z/10),
vg¢T
zu machen. Wie schon in Satz I so hiangt auch hier die Injektivitdt vom Verschwinden
von 1T (k((,), Jx)e ab (cf. Korollar 1.3.12). Der Beweis all dieser und noch weiterer
Aussagen finden sich in §1.

Kommen wir zur Verallgemeinerung des Satzes von Grunwald-Wang. Hierbei
spielt der Begriff des Blochpunktes, der bereits in der hoherdimensionalen Klas-
senkorpertheorie [Sai85] von grofer Bedeutung ist, eine entscheidende Rolle. Wir
zeigen

Satz I1. Sei k ein globaler Kirper, X ein k-Schema mit einem rationalen Punkt und
v ein schwacher €-Blochpunkt fiir X. Dann ist die Restriktionsabbildung

HYX,Z/0™) — HY(X,, Z/(™)
surjektiv.

Dabei ist bekannt, dafl jedes k-Schema nach einer endlichen Basiserweiterung
k' — k einen Blochpunkt besitzt. Bemerkenswerterweise konnten wir zeigen, daf3
z.B. P, abgeschlossene Unterschemata A besitzt, so dal P\ A bereits iiber Q einen
Blochpunkt besitzt. Als Anwendung dieser Tatsache geben wir einen konzeptionell
neuen Beweis des folgenden

Satz III. Die Behauptung ist richtig, falls G abelsch ist.

Unser Beweis hat insbesondere den Vorteil, daf} er auch in positiver Charakteristik
giiltig ist und fiir X = P! eine genaue Kontrolle des Verzweigungsdivisors gestattet
(cf. Satz 6.2.6).

Wir wollen nun die Idee fiir den Beweis des Hauptsatzes erlautern. Sie besteht im
wesentlichen aus dem sukzessiven Losen von Einbettungsproblemen. Um die sukzessi-
ve Losbarkeit zu garantieren, fithren wir spezielle Einbettungsprobleme, sog. Scholz-
probleme, ein und greifen damit eine Idee auf, die bereits auf Scholz zuriickgeht. Ein
("-Scholzproblem . (k, A) mit A C P}, abgeschlossen ist ein Diagramm

m(Pp\A)

lp

1—C——FE—"—@G 1

mit einer endlichen Gruppe E der Ordnung ¢" und Epimorphismen p und «, so dafl
sowohl p als auch die Gruppenerweiterung speziellen Bedingungen geniigen (s. Def.
4.3.1). Eine Losung diese Problems, eine sog. Scholzlosung, ist ein Epimorphismus
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Y m(PL\A) = E mit a ot = p, der den selben speziellen Bedingungen (Scholzbe-
dingungen) wie p geniigt. Nach Galoistheorie ist klar, daf ¢ eine Galoisiiberlagerung
mit Automorphismengruppe E beschreibt.

Der folgende Satz stellt den technischen Kern im Beweis des obigen Hauptsatzes
dar. Er garantiert die Existenz von Scholzlosungen fiir geeignete Scholzprobleme.

Satz IV. Sei ./ (k,A) ein ("-Scholzproblem mit Ausnahmemenge T D Ty, so daf p
in den Fasern iiber Punkten auflerhalb T unverzweigt ist. Ferner sei vy € (S\T)o ein
(-requlirer Punkt und D = {xy,... x4} ein vo-exzellenter Divisor mit den folgenden
FEigenschaften:

a) A=A, ={xy,...,x.} C D mitr <d,
b) D¢ ist fast etal iber S\T und I(D) C T,
c) p(mi(z;)) =1, fiirr <i <d; d.h. z; ist in p voll zerlegt,

d) das lokale Scholzproblem & (kyy, (A U{x,11})y,) besitzt eine £"-Scholzlosung 1y,

die entlang der speziellen Faser unverzweigt ist und ¢y, (m1(2;.,)) = 1 erfillt fir
r+1<e<d; dh. alle x;,, sind in 1,, voll zerlegt.

Dann besitzt das Scholzproblem . (k, AU{x,11}) eine £"-Scholzlosung v, die in den
Fasern iiber Punkten auflerhalb T unverzweigt ist, lokal bei vy die gegebene Ldsung
Uy, tnduziert und in der alle x; firr+1 <1 < d voll zerlegt sind.

Die im vorstehenden Satz auftretenden Begriffe sind zu technisch, um hier ihre
Definition wiederzugeben. Sie finden sich alle in §4 und §6. Zur leichteren Orientie-
rung des Lesers sei hier die Beweisstrategie fiir den vorstehenden Satz schon einmal
angegeben. Der Beweis erfolgt in 5 Schritten:

1. Fiir eine Stelle v von k bezeichne k, die Lokalisierung von £k bei v und A, =
A ® ky. Dann ist das durch m (P, \A,) — m(P;\A) induzierte Einbettungs-
problem fiir m (P, \A,) wieder ein Scholzproblem, das sog. lokale Scholzpro-
blem . (k,, A,) bei v.

2. Ist fiir alle Stellen v ¢ T das lokale Scholzproblem .%(k,, A,) losbar, so auch
S (k,A).

3. Nach Wahl eines rationalen Punktes zo € P:\A ist fiir alle Stellen v ¢ T das
induzierte lokale Scholzproblem . (k,, (AU{xo}),) 16sbar. Insbesondere besitzt
nach dem vorherigen Schritt das induzierte Scholzproblem .7 (k, AU{z(}) eine
Losung .

4. Wir éindern ¢ zu einer Losung ¢ von . (k, AU{xo}) ab, die in den Fasern iiber
Punkten auflerhalb T" unverzweigt ist.
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5. Wir éndern die durch ¢ induzierte Losung von .&(k, A U {xo,2'}) zu einer
Scholzlésung, die die Bedingungen des Satzes erfiillt und iiber 71 (X\ (AU{z'}))
faktorisiert, ab.

Die Ausfithrung dieser Strategie findet sich in §6.4. Insbesondere vereinigt §6 den
gesamten Beweis des Hauptsatzes. Dabei wird die in den Paragraphen §1 bis §5 ent-
wickelte Theorie benutzt. Da diese haufig mehr enthalten als spiter gebraucht wird,
sei der Leser ermutigt, seine Lektiire mit §6 zu beginnen. Der Inhalt der iibrigen Ab-
schnitte ist im einzelnen wie folgt. In §1 werden im Detail Hasseprinzipien studiert.
Er enthilt insbesondere den Beweis von Schritt 2 der obigen Beweisstrategie. §2 stu-
diert Blochpunkte, sowie einen Grunwald-Wang-Satz. Dieser spielt auch beim Beweis
des Hauptsatzes eine wichtige Rolle. Diese Punkte betrachten wir in §2.1 auch fiir
nicht-eigentliche Schemata und studieren ihre Beziehung zur Theorie der Spezialisie-
rungsabbildung. Es ist eine Besonderheit von P}, daf dieser schon iiber k& Blochpunkte
besitzt. In §3 definieren wir den Begriff der Galois- und der Scholziiberlagerung und
untersuchen die Vertréglichkeit letzterer mit Basiswechsel. Die Wiederholung einiger
allgemeiner Tatsachen iiber Einbettungsprobleme und die Einfithrung des Begriffs
des Scholzproblems obliegt §4. Schliellich gibt §5 eine Verallgemeinerung der klas-
sischen Theorie fiir Scholzprobleme iiber endlichen Kérpern auf solche iiber lokalen
Korpern, wo unter anderem die hoherdimensionale Klassenkorpertheorie von K. Kato
und S. Saito fiir Kurven iiber lokalen Kérpern als neues Element hinzukommt. Zu
diesem Zweck geben wir eine geeignete Darstellung der klassischen Theorie.
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Vorbemerkungen und Notation

Wihrend der gesamten Arbeit halten wir uns, wenn nichts anderes gesagt wird, an
die folgenden Konventionen.

Es bezeichne immer k einen globalen Korper der Charakteristik p = ch(k); d.h.
einen Zahlkorper, falls p = 0, oder einen Funktionenkorper in einer Variable iiber
einem endlichen Kérper, falls p > 0. Die Menge der Primstellen von k bekommt das
Symbol P(k). Diese ist disjunkte Vereinigung der archimedischen Stellen ¥, und
der nichtarchimedischen Stellen g, von k. Sei nun K ein beliebiger Kérper. Dann
bezeichne K einen algebraischen Abschlufi von K und Gk bzw. G(K) die absolute
Galoisgruppe Gal(K/K) von K.

Sei ¥ C P(k) eine Stellenmenge. Bezeichne ky die maximale auflerhalb von ¥
unverzweigte Erweiterung von k, und sei Gx(k) := Gal(ks/k). Wir definieren fiir
einen endlichen G (k)-Modul M, eine Stellenmenge 7" C ¥ und fiir alle ganzen Zahlen
i die Gruppen II*(ks, X\T, M) und ck'(ks, X\T, M) so, dal die folgende Sequenz

0 — Il (ks;, S\T, M) — H'(ks/k, M) — [ [ H'(kv, M) — k' (ks, S\T, M) — 0
S\T

exakt ist. Ist T leer, so schreiben wir auch einfach nur 11°(ks, M). Bezeichnet 3 die
Menge aller Stellen, so schreiben wir I (k, X\T', M).

Fiir einen Modul M bezeichne MY := Hom(M,R/Z) das Pontrjagin-Dual von
M. Ferner bezeichne M* := Hom(M,Q/Z) das diskrete Pontrjagin-Dual.

Seien X — S und S’ — S Schemamorphismen. Dann bezeichnet X(gy — 5’
den Basiswechsel von X mit S’. Ist X ein k-Schema, so schreiben wir X anstelle
von Xgpeo) und X, anstelle von Xspeck,), wo k, die Komplettierung von & an
einer Stelle v bedeutet. Die Menge der i-dimensionalen Punkte bezeichnen wir mit
X; = {x € X;dim {z} = i}, den Restklassenkorper von x € X mit x(z). Wir nennen
X eine Kurve, falls X integer und von Dimension 1 ist.

Wir schreiben meist A fiir die konstante (etale) Garbe Z/n auf X. Ferner definie-
ren wir fiir jede ganze Zahl ¢ die Twists

A(i) = Z/n(i) = )",

wo p, die Garbe der n-ten Einheitswurzeln ist. Fiir eine Garbe F von Z/n-Moduln
bzw. einen Z/n-Galoismodul M setzen wir dann

F(i) := F @p A(i) bzw. M(i) = M Rz, Z/n(1).
Fiir ein k-Schema X haben wir dann den kanonischen Isomorphismus von Gy-Moduln
HI(X, A1) ~ HI (X, N)(3).

Sei X ein integres, noethersches Schema. Eine (eventuell verzweigte) Uberlagerung
von X ist ein surjektiver, endlicher Morphismus f : Y — X, der generisch etal ist.
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Dabei heifit ein Morphismus f : Y — X generisch etal, falls f in den generischen
Punkten von Y etal ist. Ist f sogar etal, so sprechen wir von f als einer etalen
Uberlagerung von X. Eine Uberlagerung f : Y — X heiBt galoissch mit Gruppe G,
falls es einen Gruppenhomomorphismus G — Autx(Y') gibt, durch den G einfach
transitiv auf einer generischen, geometrischen Faser von f operiert (vgl. a. §3.2 fiir
eine alternative Definition). Abkiirzend sagen wir in diesem Fall auch, dafi f eine G-
Uberlagerung ist. Ist G genauer eine (-Gruppe, ¢ prim, so sprechen wir auch einfach
von f als einer (-Uberlagerung.

Ist G ein kommutatives Gruppenschema iiber k, so schreiben wir H'(k,G) fiir
Hi(k,G(k)). Da G kommutativ ist, ist G darstellendes Objekt fiir eine abelsche,
etale Garbe Gj auf Spec(k)s, und wir kénnen H'(k,G) als Kurzschreibweise fiir
H{ (Speck, G) auffassen. Sei v eine Stelle von k und k — k, die durch eine feste
Fortsetzung von v auf k definierte Einbettung. Unter der Lokalisierungsabbildung
verstehen wir die Komposition

Hi(k, G) = Hi(k, G(R)) — H'(ky, G(R)) — H'(ky, G(Ry)) = H' (R, G).
Ferner liefert jede exakte Sequenz kommutativer Gruppenschemata
00— G — Gy — Gy — 0,
die lokal von endlichem Typ iiber k£ sind, eine exakte Sequenz von Gj-Moduln
0 — Gi(k) — Ga(k) — Ga(k) — 0,

und somit — in mit der Bezeichnung konsistenter Weise — eine lange Kohomologiese-
quenz

s Hi(k,Gy) — Hi(k,Gs) — Hi(k,G3) — - .

Wenn nichts anderes gesagt wird, ist im folgenden die betrachtete Kohomologie
immer die Etalkohomologie.

11



12



Kapitel 1: Kohomologie von Kurven

1 Hasseprinzipien (HP)

1.1 HP fiir die Brauergruppe

Sei k ein globaler Korper. Die Existenz von (kohomologischen) Hasseprinzipien fiir &
ist klassischer Bestandteil der Zahlentheorie. Prominentestes Beispiel ist vermutlich
der Satz von Hasse-Brauer-Noether, wonach die Sequenz

0 — Br(k) — @ Br(k,) — Q/Z — 0 (1.1)

exakt ist.

Sei nun X eine Kurve iiber k£ mit Funktionenkorper K. Ausgangspunkt fiir dieses
Kapitel ist die Frage, ob diese klassischen Séatze auch fiir die Kohomologie von X bzw.
K gelten. Wir werden zunéchst zeigen, dafl die Injektion in (1.1) ein 2-dimensionales
Analogon besitzt.

Fiir ein Schema X setzen wir Br(X) := H?(X,G,,) und nennen es die Brauer-
gruppe von X.

Definition 1.1.1. Sei X eine Kurve iiber einem beliebigen Korper F'. Wir definieren
den Index v(X) von X als den grofiten gemeinsamen Teiler derjenigen Korpergrade
[F": F], so da8 X einen F'-rationalen Punkt besitzt.

Trotz des Notationsmifibrauchs schreiben wir fiir eine Menge von abgeschlossenen
Punkten oder ein abgeschlossenes Unterschema A von X auch y(A) fiir ggT{[x(z) :
kl;x € Ag}. Der Begriff des Index gestattet es hiufig, die Bedingung, dal X einen
rationalen Punkt besitzt, durch die schwichere Bedingung v(X) = 1 zu ersetzen; so
gilt z.B.

Lemma 1.1.2. Sei f : X — SpecF' eine Kurve mit Index 1. Dann ist fir jede
lokalkonstante, abelsche (etale) Garbe F auf X die kanonische Abbildung

HQ(Faf*f> - H2<X7f)
injektiv.

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es eine Menge A von abgeschlossenen Punkten
von X mit y(A) = 1. Die Aussage ist klar, falls X einen k-rationalen Punkt besitzt.
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Andernfalls betrachten wir das kommutative Diagramm

H*(F, f.F) H*(X, F)

| |

@ H(x(w), fF) ., B H (Xuw), F).

TEA TEA

Nach dem bereits Gesagten ist die untere horizontale Abbildung injektiv. Ferner wird
der Kern von H2(F, f.F) — H%(r(z), f F) durch deg(z) = [k(z) : F] annulliert,
also insbesondere der Kern von r durch 7(A) annulliert. Folglich ist » und damit
auch die obere horizontale Abbildung injektiv. O

Sei nun X eine eigentliche, glatte und geometrisch irreduzible Kurve iiber k, die
der folgenden Bedingung

(*) fiir alle Stellen v von k sei y(X,) =1
geniigt. Dann gilt

Proposition 1.1.3. Bezeichne Jx die Jacobische von X. Dann ist die Restriktions-
abbildung

Br(X) — [ [ Br(X.,)
injektiv, falls I (k, Jx) = 0 gilt.

Der Beweis ergibt sich aus den folgenden beiden Lemmata. Bezeichne dazu 11(X)
den Kern der Abbildung Br(X) — [], Br(X,).

Lemma 1.1.4. Es gilt
1(X) — ut'(k, Picxr).

Beweis. Die Leray-Spektralsequenz fiir den Strukturmorphismus f : X — Speck
EPY = HE (k, R'f.G,,) = H, (X, G,,)

degeneriert wegen RYf.G,, = 0 fiir ¢ > 1 [Gro68, 111, Cor. 5.8] (Satz von Tsen), und
liefert die lange exakte Sequenz

0 —H'(k, f.G,) — H(X,G,,) — H(k, R {.G,,) —
HQ(k7f*Gm) - HQ(X, Gm) — Hl(k7R1f*Gm) - Hg(k,f*Gm).

Nach [BLR90, §8.1] existiert ein Isomorphismus etaler k-Garben
le*Gm ~ PiCX/k .
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Wegen v(X,) = 1 und Lemma 1.1.2 erhalten wir das folgende exakte Diagramm

(ff)
Br(k) ——— Br(X) H'(k, Picx )

| |

0 — &, Br(k,) — D, Br(X,) — P, H'(k,, Picx, /k,)

Q— 1 —>IH1(k,PicX/k)

Mit der Identitét Picx/x(k,) = Picx, /i, (ky) [BLR90, §8.1, Prop. 4] folgt dann die
Behauptung. O

Lemma 1.1.5. FEs gibt eine Zahl ¢ € 7, so daf$ die Sequenz
0— Z/c — ' (k, Jx) — ' (k, Picx/z) — 0
exakt ist. Genauer ist ¢ gleich dem Index von X.
Beweis. Die Gradabbildung liefert die exakte Sequenz
0 — Pick, — Piexy — Z — 0,
welche ihrerseits die lange exakte Sequenz von Kohomologiegruppen
Pic% ;. (k) — Picx/w(k) — Z — H'(k, Pick,) — H'(k,Picx)) — H'(k, Z)

impliziert. Wegen H'(k,Z) = Hom(Gy,Z) = 0 und ¢, = y(X,) = 1 folgt die Behaup-
tung aus dem folgenden kommutativen Diagramm

0 7)c H'(k, Pick ) H(k, Picx k) ———0

| J l

0— P, Z/c, — DB, H?(ky, Pic}v/kv) — @, H*(ky, Picx, k,)

Man beachte, da X glatt und eigentlich ist, ist Pic% /i €ine abelsche Varietét [BLR90,
9.2/3], die Jacobische Jx von X. O

Als Analogon zu (1.1) erhalten wir

Satz 1.1.6. Sei X/k eine eigentliche, glatte und geometrisch irreduzible Kurve mit
Funktionenkérper K der Charakteristik 0, die die Bedingung (*) erfillt. K, sei der
Funktionenkdorper von X, fir v € P(k). Gilt auferdem ' (k, Jx) = 0, so ist

0 — Br(K) — [[Br(x.)

exakt. Allgemeiner gilt die Aussage fir alle (-primdren Komponenten fir alle Prim-

zahlen ¢ # ch(K).
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Beweis. Sei ¢ : Spec K — X die Einbettung des generischen Punktes von X. Die
Leray-Spektralsequenz

EY? = H?(X, R11,G,,) = H"™(K,G,,)
liefert die exakte Sequenz [Gro68, I1I, Prop. 2.1]
0 — H(X,G,,) - H(K,G,) — @ H'(x(x),Q/Z).
z€Xo

Analog erhélt man fiir alle ¢, : Spec K, — X, entsprechende Sequenzen, die sich zu
dem folgenden kommutativen Diagramm zusammensetzen:

0—— H*(X,G,,) —— H*(K,G,,) ———— [ ,ex, H'(k(2),Q/Z)

l l |

0—— [, HX(X,, Gp) — [T, HA(Ky, Gp) — T e,y H' (5(2), Q/2).

Dabei sind die senkrechten Pfeile jeweils die Restriktionsabbildungen. Die rechte ver-
tikale Abbildung ist nach dem klassischen Hasse-Prinzip fiir globale Korper injektiv
(es reicht die Aussage fiir Z/n-Koeffizienten nachzupriifen, da H'(x(z), Q/Z) Torsi-
onsgruppe und H'(k(z),Q/Z),, = H'(k(x),Z/n)), denn

[T I #eezn—] 11 #6w@.m),

U we(Xu)o 2€Xo veP(k(x))

P

wobei (X,)o die Menge derjenigen abgeschlossenen Punkte von X, bezeichnet, die
unter X, — X nicht auf den generischen Punkt abgebildet werden. Daher folgt die
Behauptung aus Proposition 1.1.3. 0

Sei A eine abelsche Gruppe und n eine natiirliche Zahl. Mit A,, bezeichnen wir
die Torsionsuntergruppe von A der Elemente der Ordnung n. Ferner schreiben wir
(,, fiir eine primitive n-te Einheitswurzel. Satz [ beweisen wir nun in Form von

Korollar 1.1.7. Unter den Bedingungen des Satzes gilt dann: ist £ # ch(K) eine
Primzahl und 11" (k((,), Jx)e = 0, so ist die Abbildung

HX(K,Z/0) — || H* (K., Z/¢)

ingektiv.

Beweis. Setze k' := k((;) und K’ der Funktionenkorper von X' = X ®; k’. Wegen
(1 [K': K] erhalten wir eine Injektion [NSWO00, 1.5.7]

H*(K,7/0) —~ H*(K' ,Z/{) ~ Br(K'),.
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Die Isomorphie mit der ¢-Torsion der Brauergruppe ist eine Konsequenz aus Hilberts
Satz 90. Analog bekommen wir Injektionen fiir K, (bzw. K!) anstelle von K (bzw.
K'). Wir erhalten daher das kommutative Diagramm

H?*(K,Z/0)——— Br(K'),

| |

[, H*(Ky, Z/O)—— IT, Br(K))e.

Die Injektivitat der linken vertikalen Abbildung folgt somit aus der der rechten. Nach
Voraussetzung und Satz 1.1.6 ist diese injektiv. O

Bemerkung 1.1.8. Nach der Birch-Swinnerton-Dyer-Vermutung fiir abelsche Varieté-
ten ist I11' (k, Jx ) endlich, so dal man in Satz 1.1.6 fiir fast alle £ eine Injektion auf den
(-primdren Komponenten bekommt. Das ist fiir viele elliptische Kurven und einige
hoherdimensionale abelsche Varietdten schon bewiesen (Kolivagin/Rubin). Fiir viele
elliptische Kurven F/Q gilt sogar 1I1'(Q, E) = 1 [Cre97].

Ob ein Lokal-Global-Prinzip wie im vorstehenden Korollar auch fiir HZ (X, 1)
richtig ist, 148t sich aus Satz 1.1.6 leider nicht ableiten. Denn es gibt keine Beziehung
zwischen HZ (X, i¢) und Br(X), wie im Kérperfall. Wir werden diese Frage nun fiir
nicht notwendig eigentliches X studieren und sehen, dal die Existenz eines Lokal-
Global-Prinzips fiir die Etalkohomologie von X weitere Bedingungen erfordert.

1.2 HP mit der Kohomologie einer Kurve als Galoismodul

Sei k ein globaler Korper und ¥ C P(k) eine nichtleere Stellenmenge. Wir setzen fiir
ein kommutatives Gruppenschema G iiber k und eine positive ganze Zahl n:

G(k,2,n) == Kem(G(k)/n — [] G(k.,)/n).

veER
Ist G (iiber k) n-divisibel, so liefert die Multiplikation mit n die exakte Sequenz
0—-G,—G3G—0.
Aufgefalt als Sequenz von Gi-Galoismoduln liefert sie die kurze exakte Sequenz
0— G(k)/n — H'(k,G,) — H'(k,G), — 0 (1.2)

und somit fiir die Kerne unter der Restriktionsabbildung (res,),cp\r die exakte Se-
quenz

0 — G(k,P\T,n) — m'(k,P\T,G,) — ' (k,P\T,G),, (1.3)
wo P =P(k) und T C P.
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1.2.1 Kohomologie eigentlicher Kurven

Sei nun X/k eine glatte, eigentliche, geometrisch irreduzible Kurve. Wir schreiben A
fiir die konstante Garbe Z/n auf Xg, wobei wir n als auf X invertierbar annehmen.
Aus der Kummersequenz erhélt man den Gg-Isomorphismus

HY(X,A(1)) =~ Pic(X), ~ Pic®(X), ~ Jx(k)n, (1.4)

wo Jx die Jacobische von X bezeichnet (letztere ist wieder iiber k definiert). Nach
[ST68] ist der Gx-Modul H'(X, A(1)) an all denjenigen Stellen von k unverzweigt!)
an denen X gute Reduktion hat und die n nicht teilen. Bezeichne ¥p.q = Ypaq(X)
die Menge der Stellen schlechter Reduktion von X und ¥, die Menge der Teiler von
n. Ferner sei Ypadn = Zpad U Xp. Somit ist H(X, A(1)) genauer ein G (k)-Modul
fiir jede Stellenmenge ¥, die Xy,,4, enthilt.

Wir mochten

! (ks, \T, HY (X, A(1)) ~ 11 (ks, S\T, Jx )

studieren. B
Da Jx = Jx Xy k divisibel ist, erhalten wir die Sequenzen (1.2) und (1.3) fur
G = Jx; d.h. wir haben die exakte Sequenz

0 — Jx(k,P\T,n) — ' (k, P\T, H*(X, A(1)) — 11' (k, P\T, Jx ). (1.5)

Sei nun ¥ C P beliebig mit ¥4, C X. Die Inflations-Restriktionssequenz zum
Epimorphismus Gy — Gyx(k) liefert fiir 7 C ¥ die Inklusion

! (ks, S\T, HY (X, A(1)) — ' (k, P\((P\X) U T), H(X, A(1)). (1.6)

Somit kénnen wir uns fiir unsere Frage auf das Studium von (1.5) beschrénken. Wir
nennen Y C P koendlich, falls P\X endlich ist.

Seien T C ¥ C P(k) Teilmengen mit Dirichletdichte §x(X\7) = 1. Wir be-
schrinken uns im folgenden auf Kurven die der Bedingung

(tn) Jx(k,2\T,n)=0

geniigen. Man kann zeigen, dafl die Bedingung (f,) bereits aus der Bedingung (f/)
fiir alle Primzahlen ¢|n folgt.

Es ist bekannt, daf} jede eigentliche, glatte Kurve die Bedingung () fiir fast alle
¢ erfiillt.

Fiir einen Gy (k)-Modul M setze

M' :=Hom(M, Oy, ),

wo Oy, der Ganzheitsring von ks, ist.

DEin Gj-Modul heifit unverzweigt an einer Stelle v von k, falls die absolute Trigheitsgruppe
I, — G}, von v auf M trivial operiert.
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Lemma 1.2.1. Sei M ein endlicher Gx(k)-Modul und enthalte ¥ die Teiler von
#M und sei ansonsten beliebig. Fiir eine endliche Stellenmenge T C ¥ haben wir
die kanonische exakte Sequenz (0 < i < 2)

0 — I (ksg, M) — I (kg, 2\T, M) — ck* " (ks, T, M')* — 0.

Beweis. Aus den lokalen und globalen Dualitdtssidtzen von Tate bzw. Tate-Poitou
erhalten wir das folgende kommutative Diagramm mit exakten Zeilen und Spalten.

0

1 (ks, X\T, M) —— H'(ks /k, M)HHE\T “(ky, M)

I |

T (g, M) Hi(ks ke, M) — [y Hi(ky, M) —— H>i (ks / ke, M")*

HT Hi(kvv M) —>HT HQ_i(kvﬂ M/)*

0 & ks, T, M')*

Daraus folgt die Behauptung. O

Proposition 1.2.2. Sei 3 D X,4(X) eine Stellenmenge von k mit Dirichletdichte
k(X)) =1 (und ¥ D X im Zahlkérperfall), die die Teiler von n > 3 enthdlt. Dann
ist fir eine endliche Stellenmenge T C ¥\Xpaq, der kanonische Homomorphismus

H'(ks/k, H'(X, A1) — [ [ H" (ko, H (X, A(1)))

surjektiv.

Beweis. Bezeichne k' die minimale trivialisierende Erweiterung von H'(X,A(1)).
Nach [ST68, §2 Cor. 2] ist k£'/k an allen Stellen v € T unverzweigt. Da die Restklas-
senkorper von k endlich sind, bedeutet das, daf fiir alle v € T die Zerlegungsgruppen
D, (K'/k) zyklisch sind. Andererseits gilt nach Poincaré-Dualitét

HY(X, A1) ~ HY (X, A(1)"(1)

X L (1.7)
~ H (X A)(1) ~ H'(X, A(1))

Somit 148t sich [NSWO00, 9.2.2(vi)] anwenden und das zeigt die Behauptung. O
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Zusammenfassend erhalten wir

Proposition 1.2.3. Sei T' C P = P(k) eine endliche Menge von Stellen an denen X
gute Reduktion hat und die die Teiler von n nicht enthdlt und gentige X der Bedingung
(tn). Dann gilt

' (k, P\T, H' (X, A(1)) — 11*(k, Jx),.
Allgemeiner gilt fir Xpgan C X C P(k) koendlich und T' C ¥\ X a4, wie eben

' (ks, S\T, H' (X, A(1)) < 11' (k, Jy ).

Beweis. Die zweite Aussage folgt aus der ersten nach (1.6). Zum Beweis der ersten
betrachte (1.5). Nach Voraussetzung gilt fiir alle 77 C ¥ endlich

't (k, P\T, H' (X, A(1)) — 11' (k, P\T, Jx ).
Nach Wahl von T zeigt Proposition 1.2.2 zusammen mit (1.7)
kt(k, T, HY (X, A(1))) ~ ck'(k, T, H*(X,A(1))) = 0
Daraus folgt mit Lemma 1.2.1
' (k,P\T, H' (X, A(1)) ~ ' (k, H' (X, A(1)) — ' (k, Jx ).
Das zeigt die Behauptung. O

Im folgenden wird jetzt immer vorausgesetzt, dal X und 7' der Bedingung (f,)
geniigen. Dann folgt unmittelbar

Satz 1.2.4. Seien Ypug, C X C P(k), T C X\Xpaan und X\T' koendlich. Gilt dann
1t (k, Jx), = 0, so ist

H(ks/k, H' (X, A1) = [ H* (ko, H (X, A(1)))
S\T

injektiv.

Korollar 1.2.5. Seien X und T wie bisher und enthalte Y3 zusdtzlich noch die Teiler
von n = ¢ prim. Gilt dann U'(k((,), Jx)e = 0, so ist

H' (ks /k, H'(X,A)) — [ H' (ko, H'(X, A))
\T

injektiv.
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Beweis. Die Behauptung folgt aus der Injektivitdt der Restriktionsabbildungen in
dem kommutativen Diagramm

H'(ks/k, H' (X, A)——— H' (ke /k(C), H' (X, A(1)))

J l (1.8)

[Ty H (ko HH(X, A)) Tl p H' (k(Ga)or HH(X, A(1)))

und Satz 1.2.4. O

Korollar 1.2.6. Seien ¥ und T wie in Satz 1.2.4 und € # ch(k) eine Primzahl. Falls
1t (k, Jx)(€) = 0 gilt, so ist

(i) die Restriktion
H (ks [k, H' (X, Zo(1))) = [ [ H (ko HY (X Z6(1)) (1.9)
S\T
injektiv,
(11) falls ¥ zusdtzlich die Teiler von ¢ enthilt,

H? (ks /k, H'(X,Qi/Z4(1))) — @ H (ko, H' (X, Qe/Ze(1)))  (1.10)

ingektiv.
Beweis. (i) folgt sofort aus Satz 1.2.4 durch Ubergang zum projektiven Limes. (ii)
sieht man wie folgt ein. Es gilt

112 ks, HY(X, Qo/Ze(1))) = lim 02 ke, H' (X, Z/(1))).

n

Weiter gilt nach Tate-Poitou-Dualitét und (1.7)
2 (ks, HY(X,Z/0"(1))) ~ 1t (ks, H' (X, Z/0"(1))")*
~ 11 (ks, H (X, Z/0"(1)))*.
Letztere Gruppe ist aber nach Proposition 1.2.3 gleich Null. O

Bemerkung 1.2.7. Die Aussage des Korollars findet sich im Prinzip schon in [Jan89,
§4 Thm. 3]. Dort wurde genauer gezeigt, dal der Kern der Restriktionsabbildung
(1.9) endlich ist. Nach dem Korollar liegt dieser Kern in II1*(k, Jx). Die beriihmte
Birch-Swinnerton-Dyer-Vermutung besagt insbesondere, dafl diese Gruppe endlich
ist. Somit bekommt man vermutungsweise das Jannsensche Resultat auch aus obi-
gem Korollar. Die daraus resultierende Frage, ob III'(k, Jx) genau die Obstruktion
gegen ein Hasse-Prinzip beschreibt, muf hier leider unbeantwortet bleiben. Das bisher
gesagte trifft auch auf die Restriktionsabbildung (1.10) zu. Das Korollar stellt inso-
fern eine geringfiigige Verbesserung dar, daf hier eine Aussage iiber Gx(k)-Moduln
anstatt Gp-Moduln wie in loc. cit. gemacht wird.
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1.3 HP fiir die Etalkohomologie

Sei X/k wieder eine Kurve und f, : X, — X der Basiswechselmorphismus fiir eine
Stelle v von k. Fiir eine konstante etale Garbe F auf X ist der Adjunktionsmorphis-
mus F — f, f*F injektiv und f*F ~ F auf X,. Folglich existieren Abbildungen

H(X,F) = H(X, f.f*F) = H(X,, [*F) = H'(X,,F),

wobei die mittlere Abbildung der Eckenmorphismus der Leray-Spektralsequenz zu
f ist. Das Kompositum dieser Abbildungen nennen wir die (etale) Restriktionsab-
bildung zur Stelle v. (Fiir X = Speck erhdlt man die gewthnliche Restriktions-
abbildung der Galoiskohomologie.) Damit definieren wir nun fiir eine Stellenmenge
T C P = P(k) und ganze Zahlen i > 0 die Gruppen Hléét) (X,P\T, F) als Kern der
Restriktionsabbildung

Hi (X, F) — [ [ Ha(X,, F)
v¢T
Wie bisher schreiben wir einfach II1°( X, F), falls T = .

1.3.1 Kohomologie eigentlicher Kurven

Sei X/k eine glatte, eigentliche und geometrisch irreduzible Kurve. Fiir eine etale
Garbe F auf X hat man die Hochschild-Serre-Spektralsequenz

EST = HP(k, HY(X,F)) = H"*(X, F) (1.11)
und insbesondere einen Eckenmorphismus
HY(X,F)— Hk, H(X,F)).

Der Kern dieses Homomorphismus sei mit H9(X, F) bezeichnet. Mit dieser Bezeich-
nung liefert (1.11) die exakte Sequenz

H*(k,T(X,F)) = HX,F) - H'\(k, H*(X, F)) — H}k,T(X,F)).  (1.12)

Besitzt X einen k-rationalen Punkt, oder ist allgemeiner v(X) = 1 bzw. ist F eine
endliche Garbe und (X)) teilerfremd zum Exponenten von F, so impliziert (1.12)
die exakte Sequenz

0— H*(k,I'(X,F)) — H¥(X,F) — H'(k, H'(X, F)). (1.13)

Fiir die Gruppen H? sei der Kern unter der Restriktionsabbildung mit IT1? be-
zeichnet. Wegen 111°(k, P\T, -) = 0 gilt

1% (X, P\T, F) ~ (X, P\T, F). (1.14)

Fiir eine positive, auf X invertierbare, ganze Zahl n bezeichne wieder A die kon-
stante etale Garbe Z/n.
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Definition 1.3.1. Sei ¢ eine Primzahl. Eine Menge 7" von Stellen von £ heifit (-
requldr, falls fiir alle v € T' die Lokalisierung k, keine primitive /-te Einheitswurzel
enthélt. Fiir v 1 £ ist das gleichbedeutend mit ¢ { #(k(v)*).

Satz 1.3.2. Es seien T C P\Xy44, endlich und v(X,) = 1 fir alle v ¢ T vorausge-
setzt. Ferner gentiige X der Bedingung (1,). Dann gilt

(i) falls #7 =1,
(X, P\T, A(1)) < 11 (k, Jx ),

(11) falls n =€ prim und ungerade, k C k' := k({;) und T {-reguldr,
H-I2(X7 ]P)\T7 A) - H-Il(k/a JX)Z-
Beweis. Sei j € {0,1}. Wegen v(X,) = 1 haben wir fiir H?(X,,A(j)) eine kurze

exakte Sequenz wie in (1.13). Daraus erhélt man mittels Schlangenlemma die exakte
Sequenz

% (k, P\T, A(j)) — 1I° (X, P\T, A(j)) — m'(k, P\T, H' (X, A(j)).

Daraus folgt die Behauptung, falls 111*(k, P\ T, A(j)) = 0 gilt. Denn setzen wir ko := £’
und kq := k, so erhalten wir

it — 1t (k, P\T, HY(X, A(j)) < 11t (kj, Jx)n

nach Proposition 1.2.3 fiir j = 1 und (1.8) fiir j = 0, also die Behauptung.
Wir betrachten nun die kurze exakte Sequenz (Lemma 1.2.1)

0 — 1%(k, A(j)) — m?(k,P\T, A(j)) — ck’(k, T, A(1 — §))* — 0.

Dann ist ck®(k, T, A(1 — 7)) = 0. Fiir j = 1 ist das #quivalent zu #7 = 1. Im Fall
j = 0 wird die Aussage trivial, weil wegen k # k' und T (-regulédr alle beteiligten
Kohomologiegruppen verschwinden.

Fehlt nur noch 111?(k, A(j)) = 0. Das folgt aus [NSWO00, 9.1.8(i)+(ii)], denn ¢ ist
ungerade. Damit ist alles gezeigt. O

Korollar 1.3.3. Unter den Bedingungen des Satzes sei { eine ungerade Primzahl,
Co & k und T eine endliche, (-regulire Stellenmenge. Gilt auferdem 11 (k((p), Jx)e =
0, so ist die Restriktionsabbildung

H(m(X),Z/t) — || B (m1(X,), Z/¢)
vgT

injektiv.
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Beweis. Aus der Hochschild-Serre-Spektralsequenz bekommt man die exakte Sequenz
HY(X, N)™X) = 02 (n(X),Z/0) — H*(X,A), (1.15)

wobei H! (f( ,\) die ,erste Kohomologiegruppe der universellen Uberlagerungsfliche
von X“ bezeichnet. Diese Bezeichnung ist nur als ein formaler Ausdruck anzusehen.
Eigentlich stiinde dort ein injektiver Limes von Kohomologiegruppen von endlichen
Galoisiiberlagerungen von X. Aber wie man es erwartet, verschwindet diese Gruppe.
Demnach folgt die Aussage aus dem kommutativen Diagramm

H?*(m(X),Z/0)— H?*(X, A)

| |

Hv¢T HQ(Wl (XU)’ Z/E)(—> vaET ? (XU’ A)

und Satz 1.3.2(ii). O

Bemerkung 1.3.4. Vorstehende Untersuchung 148t sich auch fiir TI1(X, A(j)), ¢ und
j beliebig, durchfithren. So gilt z.B. fiir 2 { #A:

1=3: LaBt sich zuriickfithren auf das Studium von

und

ur? (k, H'(X, A(5))) ~ mr' (k, H' (X, A2 — 5)))".
i=4: Der Fall ist besonders einfach, da
HY(X, (7)) ~ H*(k, H*(X, A(5)))

und also

(X, A(7)) = 1% (k, A(j — 1)) = 1t (k, A(2 = )"
Letztere Gruppe ist fiir A = Z /¢, ¢ prim, gleich Null [NSWO00, 9.1.3(iv)].
Fiir ¢ > 5 gilt (X, A(j)) = 0, denn cd(X) = 4.

1.3.2 Kohomologie offener Kurven

Sei X /k wie bisher eine glatte, eigentliche und geometrisch zusammenhéngende Kurve
und U ein offenes Unterschema. Wir wollen

(U, P\T, A(j))
studieren. Sei dazu A := X\U mit Immersionen
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Da U affin, ist cd(U,A(j)) = 1 [Mil80, VI Cor. 11.5]. Folglich degeneriert die
Spektralsequenz (1.11) fiir U und liefert eine lange exakte Kohomologiesequenz. Um
damit eine Beschreibung von II1*(U) zu bekommen, miissen wir die Ergebnisse des
vorherigen Abschnitts auf nicht-eigentliche Kurven iibertragen. Das kann man tun
indem man die verallgemeinerte Jacobische studiert. Dies sei dem Leser {iberlassen.
Stattdessen beweisen wir

Satz 1.3.5. Fiir jede ganze Zahl j gilt

HX(X,A(G) =~ @D H" 2 (s(2), A - 1)).

FASYANG)
Dabei bezeichne HY die Kohomologie mit Trdger in A.

Beweis. Die Gruppen HR (X, A(j)) werden durch die Spektralsequenz
Ey* = HP(A, RYA(j)) = H{™(X,A())

berechnet. Nach dem Reinheitssatz [SGA 4, XIX, Thm 3.2] bzw. [Mil80, VI §5] fur
X und A gilt R%'A(j) = 0 fiir ¢ # 2 und R%'A(j) ~ i*A(j — 1). Folglich ist

HA(X,A(j)) = H" (A, R%'A(5))
~ @ H"*(Speck(z), A(j — 1))

FASAN)

~ P H"*(r(2), A - 1).

€A

Damit liest sich die etale Lokalisierungssequenz wie folgt:

Korollar 1.3.6. Die folgende Sequenz ist exakt:

O—>H1(X,A<j))—>H1UA @A]—l () —
TEAQ
— H*(X,A(j)) — H*(U,A() — @D H'(5(x), A — 1)) —
TEAQ

Insbesondere erhdlt man die folgende exakte Sequenz von Gy-Moduln

0— H'(X,A(j)) — H'(U,A®) @md AGG—1) =A@ —1)—0.

FISYAN)

Beweis. Die erste Aussage folgt aus dem Satz und der etalen Lokalisierungssequenz.
Fiir die zweite Aussage wurde zusétzlich noch Tate-Dualitét und cd(U,A(j)) = 1
benutzt. O

25



Bezeichne C' den Kokern der Abbildung H'(X,A) — HY(U,A) und sei K :=
Kern(m3?(U) — 72 (X)). Ist X vom Geschlecht g und n = #A, dann haben wir

0 K () —— 72(X) —— 0
0——2Z"L—— 7" |7 & 7 7,20 0

Folglich spaltet die kurze exakte Sequenz
0 — Hom(7*(X), A) — Hom(72>(U),A) — Hom(K,A) — 0
und beweist damit die Exaktheit der Sequenz
0 — Hom(7*(X), A)% — Hom(7?*(T), A)“* — Hom (K, A)* — 0.

Sei nun A = Z/¢ und ¢ prim. Als Gj-Modul ist K isomorph zu (.5, Z(l)) JZ,(1),

also

Hom (K, A) @ A(— —1)
€40 (1.16)
= (D g, AT /A1) =
TEAQ

ein Isomorphismus von Gj-Moduln (s.a. Korollar 1.3.6).
Lemma 1.3.7. Fir A =7/ mit € prim und € 1 y(A) erhalten wir die exakte Sequenz
0 — HY(X, A% — H'(U,A)% — (@D A(=1))% — H*(X,A)% — 0.
zeho
Beweis. Nach dem bisher gesagten und Korollar 1.3.6 bleibt noch zu priifen, ob
0 — Hom (K, A)% — (@D A(-1))7" — H2(X, A)% =~ A(~1)% — 0
ZEAQ

exakt ist. Unter Beriicksichtigung von (1.16) und der Tatsache, daff alle Gruppen
Z/{-Vektorraume sind, reicht es,

Hom (K, A) <= @ A(=1)% /A(—1)%

r€AQ

zu zeigen. Die Abbildung ist injektiv. IThr Kokern ist gerade der Kern der Restrik-
tionsabbildung

H' (k, A(=1)) — [ [ H (r(x), A(=1)),

welcher wegen £ 1 v(A) gleich Null ist. O
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Lemma 1.3.8. Fir eine Primzahl ¢ mit £ { v(A) und €1 ~v(U) ist
0 — H*(X,A) — H*(U,A) — @D H'(r(x), A(-1))

TEAQ

exakt.

Beweis. Betrachten wir das folgende kommutative Diagramm mit exakten Zeilen
_ — G —
0 —— HI(X, )5 —— BT, A6 —— (@ AT oy pyee

xEZo

GN$
0—— H'(X,A) —— B'(U,A) —— @ AMDTO L g2y n)—— (U0
x 0

H'(k, A) H'(k, A) H2(X, A)

(1.17)
Die Exaktheit der Zeilen folgt aus Lemma 1.3.7 und Korollar 1.3.6, die der beiden
linken Spalten aus Lemma 1.1.2 (denn wegen ¢  v(A) und £ 1 y(U) gilt auch £ 1 y(X)).
Die Behauptung des Lemmas ist dquivalent zu: im 8 ~ H?(X, A)%*. Die Surjektivitit

ist sofort klar. Die Injektivitdt priift man vermittels Diagrammjagd. O

Bemerkung 1.3.9. Der Leser sei darauf hingewiesen, dafi die Argumentation in diesem
Abschnitt bisher unabhéngig von der Wahl von k£ war.

Lemma 1.3.10. Seien X/k eine glatte, eigentliche und geometrisch irreduzible Kur-
ve, N = Z/{ fiir eine Primzahl £ # 2 und T C P\Xy,40 eine endliche Stellenmenge.
Gelte (1¢). Sei A C X ein abgeschlossenes Unterschema mit £ 1 v(A,) und € 1 v(U,)

fiir alle v € P\T', wo man U := X\A setzt, so erhdlt man einen Epimorphismus
m? (X, P\T, A) — m*(U,P\T, A).

Teilt ¢ auch keine der Grifien v(A) bzw. v(U), so erhalten wir sogar einen Isomor-
phismus.

Beweis. Mittels Korollar 1.3.6 und Lemma 1.3.8 bzw. Bemerkung 1.3.9 ist das nach-
stehende Diagramm kommutativ und besitzt exakte Zeilen und spalten.

0- -+ (X, P\T, A) — 1l (U,P\T, A) — B ' (k(x), P\T, A(~1))

0- — — > (X, A) — HX(U,A) B @A) (1)
0 [T H*(Xo, ) TT H*(U,A) ] H'(k(y), A(-1))
vgT vgT vgT ye(Av)o
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Die Exaktheit der mittleren Zeile folgt mittels Diagrammjagd aus (1.17), wo aller-
dings i.a. die oberste Zeile ganz rechts nicht exakt ist. Teilt ¢ nicht v(A) und v(U),
so gelten die gestrichelten Pfeile. Daraus folgt zusammen mit (1.14) die Behauptung
des Satzes, falls

' (k(z), P\T, A(—1)) = 0

fir alle © € Ay gilt. Da A(—1) ein einfacher Gx-Modul und 7" endlich ist, folgt das
aus [NSW00, 9.1.3(iv)]. O

Damit haben wir nun bewiesen:

Satz 1.3.11. Seien X/k eine glatte, eigentliche und geometrisch zusammenhingende
Kurve, die (f¢) erfillt, T C P\Xyae eine endliche Stellenmenge und A ein abge-
schlossenes Unterschema von X. Setze U = X\A. Ferner sei { # 2 eine Primzahl

mit L1 v(Ay) und £4~(U,) fiir allev ¢ T, und gelte (X, P\T, A) = 0 fiir A =7/¢.
Dann ist die Restriktionsabbildung

H*(U,A) — [ [ # (U, M)
vgT
mjektiv.
Zusammen mit Satz 1.3.2 bekommen wir

Korollar 1.3.12. Seien X, A und ¢ wie im Satz. Ferner enthalte k keine primitive
(-te Einheitswurzel {; und T sei (-requlir. Gilt dann 1T (k(¢), Jx)e = 0, so ist

12U, A) — [ H: (U A)
vg¢T
mjektiv.
Beweis. Wegen v(X,)|y(Uy) und £ 1 ~(U,) gilt auch ¢ 1 v(X,) fiir alle v ¢ T". Daher

folgt die Behauptung aus Satz 1.3.11 und Satz 1.3.2 (man beachte, dafl dort eigentlich
nur ¢ 1 v(X,) gebraucht wird). O

Als wichtigen Spezialfall erhalten wir

Korollar 1.3.13. Seien ¢ # 2 eine Primzahl und k ein globaler Korper, der keine
primitive {-te Finheitswurzel enthdlt. Ferner sei A ein abgeschlossenes Unterschema
von X = P}, das einen k-rationalen Punkt enthilt, und T eine endliche, (-regulire
Stellenmenge. Setze U = X\A. Dann ist

H*(U,A) — [[ H* (U, A)
vg¢T
injektiv. Insbesondere ist auch H*(m(U), Z/€) — [],gp H*(m1(U,), Z /) injektiv.

Beweis. Offensichtlich teilt ¢ keine der Gréflen v(A), v(U) und ~(4,), v(U,) fur
v € P. Da trivialerweise auch noch (f;) gilt, ist alles gezeigt.
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Man beachte, wegen H?(PL, A) = H?(k, A bekommt (1.18) eine besonders einfache
Gestalt, so dafl man die Aussage des Korollar auch direkt aus diesem Diagramm
ablesen kann. Insbesondere sieht man, dafl 7" auch die Teiler von ¢ enthalten darf. [

1.4 HP fiir die Etalkohomologie relativer Kurven

Bezeichne S, ein Modell von £ (s. §). Fiir ein offenes Unterschema S C Sy bezeichne
S° die Menge der Stellen von k die nicht Punkten aus S entsprechen.

Ziel dieses Paragraphen ist es, die Resultate aus §1.3 zu verallgemeinern indem
wir auch beschrinkte Verzweigung in der Basis zulassen.

1.4.1 HP fiir eigentliche Modelle

Sei X/k eine glatte, eigentliche und geometrisch irreduzible Kurve mit reguldrem,
eigentlichem Modell 7(g) : X5y — S iiber S C S offen. Fiir eine auf X inver-
tierbare, positive, ganze Zahl n bezeichne A die konstante Garbe Z/n auf X{g). Die
Leray-Spektralsequenz bzgl. m(s) mit Garbe A lautet:

EY? = HY(S, Ri'7m(s) A) = H"(X(), M) (1.19)
Lemma 1.4.1. Falls sy glatt ist, gilt
H?(S, R'n(sy, A) ~ HP(kgo [k, HY(X,A)).

Beweis. Nach dem Satz iiber den glatten und eigentlichen Basiswechsel [Mil80, VI
§4] gilt fiir jeden geometrischen Punkt s von S:

(Rms), A)s ~ HY(X,A).
Damit folgt die Behauptung aus [Mil86, IT Prop. 2.9]. O

Sei nun S C Sy so gewdhlt, daB (s glatt ist. Mit Lemma 1.4.1 liefert (1.19)
sodann die exakte Sequenz

H?(kso [k, ) — H*(X5), A) — H'(kso [k, H'(X, A)),
wo wir wieder
f{Q(X(S), A) = Kern(HQ(X(S), A) — F(S, RQTF(S)*A))

setzen. Diese Sequenz ist funktoriell in S und wir kénnen folglich den direkten Limes
bzgl. endlicher Teilmengen einer Stellenmenge Y., C ¥ C P(k), die ¥, enthalten,
bilden. (Man beachte, dafi jede endliche Teilmenge, die — im Zahlkorperfall — ¥
enthélt, von der Form S’ fiir ein offenes Unterschema S’ C Sy, ist.) Genauer bilden
wir den direkten Limes bzgl. endlicher Teilmengen von 2, die

ZO = Zoo @) Zbad U Zn (120)
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enthalten. Hierbei steht >, fiir die Menge der Stellen, die n teilen. Somit erhalten
wir die exakte Sequenz

H?(ks/k,A) — lim H*(X(s),A) — H'(ks/k, H'(X,A)) (1.21)

YoCS°

Satz 1.4.2. Seien T C ¥ C P(k) Stellenmengen mit g C X, T N Ypq = O und
Y\T koendlich. Ferner sei A = Z /0 mit ¢ prim, € t v(X,) fir alle v € ¥\T und T
C-requlir. Auferdem enthalte T nicht die Teiler von £ und gelte (1,). Dann ist die
Restriktionsabbildung

lim  H*(Xs),A) — [[ H* (X, A)

S
YoCS°Cx Z\T

ingektiv, falls M (k(C,), Jx)n = 0 ist.

Beweis. Wir betrachten das kommutative Diagramm

H*(ks/k,A) ———lim  H*(X(5), A) —— H'(ks/k, H'(X, A))

| |

HUEZ\T H2(k”’ A) — HUGE\T f{2(Xv? A) B HveE\T Hl(kva Hl (77 A))

Hierbei fassen wir fiir v € S° die lokale Kurve X, auf als den etalen Basiswechsel
Xs) X sSpec ky. Die Exaktheit der Zeilen ergibt sich aus (1.21) und (1.13). Zusammen
mit (1.14) reicht es zu zeigen, daf} 112 (ks, ¥\T, A) = 0 und 1! (ks, X\T, HY(X,A)) =
0 gilt. Letzteres wurde bereits in Korollar 1.2.5 gezeigt. Wegen der ¢-Regularitéit von
T ist ck’(ks, T, A(1)) = 0. Daraus folgt zusammen mit Lemma 1.2.1 und [NSW00,
9.1.8(1)]

1 (ks, Y\T, A) = 1% (ks, A) = 0. O

Fiir 3y C ¥ C P(k) definieren wir

(X)) = lim ™ (Xs))-
SeCSecs
Dann klassifiziert 7;°(X) diejenigen etalen Uberlagerungen von X, deren induzierte
Uberlagerung von AX(s) auch entlang von Fasern {iber Punkten, die nicht zu Stellen aus
3 gehoren, etal ist. Satz 1.4.2 besagt dann, daf}; unter den angegebenen Bedingungen,
insbesondere
H*(np (X),A) — [ [ B (m(X.),A)
S\T
injektiv ist; denn wir haben das kommutative Diagramm (vgl. (1.15))
HA(x2(X), A limy o (s, )

—>XoCS°CXE

lres lres

HE\T H*(m1(X,), A)e—— HE\T H*(X,, A).
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1.4.2 HP fiir regulidre Modelle

Seien X/k und 7 : X — S wie in §1.4.1. Ein abgeschlossenes Unterschema D heift
horizontal, falls die Komposition

D—X- 8

surjektiv ist. Entsprechend nennen wir einen Divisor auf X horizontal, falls jede ir-
reduzible Komponente ein horizontales Unterschema ist. Sei D ein abgeschlossenes
Unterschema von X. Setzen wir U := X\D, U = U @4 k so haben wir ein kommuta-
tives Diagramm

'D;Z)XV]—)U
S

mit abgeschlossenen (bzw. offenen) Immersionen i (bzw. j).
Als Analogon zu Satz 1.3.5 beweisen wir jetzt

Satz 1.4.3. Sei X requldr und D ein requldres, horizontales, abgeschlossenes Unter-
schema. Dann gilt fiir n invertierbar auf X und alle ganzen Zahlen k und [:

Hp(X, A1) =~ @ H* (G, (k(x)), Al - 1))

z€Dy

Dabei bezeichnet HY, die Kohomologie mit Triger in D und S, die Menge der Stellen
von k(x), die dber S liegen.

Beweis. Wir betrachten die Spektralsequenz
EPY = HP(D, R%'A(1)) = HEM(X, A(1)).

Da D horizontal ist, ist D in X von der konstanten Kodimension 1 und somit gilt
nach O. Gabbers [Gab] absolutem Reinheitssatz

R%'A(l)=A(l—1) und R%'A(l) =0 fir ¢ # 2.
Daher degeneriert die Spektralsequenz und wir erhalten den folgenden Isomorphismus
HE(Xs), A1) ~ H"2(D,A(l - 1))
~ P H"(D,Al-1))

DCD irred

~ @ H"?(Spec Oy(z) X5, S, A(l — 1))
€D

~ (P H"*(Gs, (k(2)), Al = 1)),
€D
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Dabei haben wir benutzt, dafl D als reguléres, horizontales Unterschema disjunk-
te Vereinigung von irreduziblen, abgeschlossenen, horizontalen Unterschemata ist.
Letztere sind regulér und affin und stimmen daher {iber S mit dem Spektrum des
Ganzheitsrings von k(z) iiberein. Der letzte Isomorphismus folgt aus [Mil86, 1T §2,
Prop. 2.9]. O

Wie in §1.3.2 schlielen wir weiter:

Satz 1.4.4. Ser D wie bisher ein regulires, abgeschlossenes Unterschema, T C
Y\ Xpaq eine Stellenmenge, so daff X\T koendlich ist. Fiir eine beliebige Stelle v von
k setze A, := D xg Speck,. Sei ferner A = Z/{ fiir eine Primzahl { # 2, so daf§ T
(-requlir und ¢ keine der Griflen v(A,) und v(U,) fir alle v € ¥\T teilt. Gilt dann
auch noch *(k((,), Jo)n = 0, so ist die Abbildung

lim  H*Us), A) — [ [ (U D),

YpCSeCx \T
mit Xo wie in (1.20), injektiv.

Beweis. Die etale Lokalisierungsabbildung liefert zusammen mit Satz 1.4.3 die Ex-
aktheit der ersten Zeile des folgenden kommutativen Diagramms

h_r)n ﬁz(X(S)’A)_> h_rr>1 H2(L{(5),A)_>@Hl(/{(x)z/ﬁ(x),/\(—l))

YoCS°CXE YoCS°Cy €Dy

l l J

[ A2x,n I B2UAN) I @ Hi(s(y),A(-1))

veX\T veEX\T veX\T y€(Ay)o

Nach Lemma 1.3.8 ist die untere Zeile exakt und die erste Abbildung injektiv. Folglich
ist die Sequenz der Kerne exakt. Die linke senkrechte Abbildung ist injektiv nach Satz
1.4.2, denn £ 1 v(X,), dav(X,)|v(A,) und £t v(A,). Der Kern der rechten Abbildung
ist gleich

P ' (s(2)s, E\T,A(-1)).

z€Dy
Da A(—1) einfach und ¥\T koendlich, ist 1! (5 (z)yg, X\T, A(—1)) = 0 fiir alle z € D,
zufolge [NSWO00, 9.1.3(iv)]. O
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2 Ein Grunwald-Wang-Satz

2.1 Blochpunkte

Der Begriff des Blochpunkts wurde von S. Saito in [Sai85] eingefiihrt und ist von zen-
traler Bedeutung im Beweis der hoherdimensionalen Klassenkorpertheorie. Im Ge-
gensatz zu loc. cit. betrachten wir Blochpunkte auch fiir nicht-eigentliche Schemata;
vgl. a. [Ras9b].

Sei f: X — S ein Schemamorphismus und F eine etale Garbe auf X. Fiir jeden
Morphismus p : S’ — S haben wir ein kartesisches Diagramm

mit X’ = X x5S’ und einen Morphismus
P*R'f.F — R fi(p"F). (2.1)

Wir sagen nun die Garbe R f,F sei mit belicbigem Basiswechsel vertrdglich, falls die
Abbildung (2.1) ein Isomorphismus ist.

Sei nun k ein globaler Korper mit reguldrem Modell Si und S C Sy ein offenes
Unterschema. Ferner sei f : X — S ein reguléres, eigentliches Modell einer glat-
ten, eigentlichen und geometrisch zusammenhéngenden Kurve X/k. Bezeichne U das
Kompliment eines horizontalen Divisors D auf X in X', U dessen generische Faser und
7 = flu. AuBerdem sei ¢ eine feste, auf S invertierbare, Primzahl. In dieser Situation
gilt

Satz 2.1.1. FEs existiert ein dichtes, offenes Unterschema S’ von S, so daf fir al-
le n > 0 die etalen Garben R"m.Z/l auf S" lokal-konstant, konstruierbar und mit
beliebigem Basiswechsel von S’ vertraglich sind.

Beweis. [SGA 4%; Th. finitude, Thm. 1.9] O

Bemerkung 2.1.2. Da die Bedingung (2.1) lokal fiir die etale Topologie und U nach
Voraussetzung separiert und quasi-kompakt ist, ist allgemeiner R"7m, A fiir jede lo-
kalkonstante ¢-Torsionsgarbe A auf S’ mit beliebigem Basiswechsel vertriglich. Es
reicht, die Bedingung (2.1) in den Halmen nachzurechnen. Da es zu jedem geometri-
schen Punkt eine etale Umgebung gibt, die A trivialisiert, kann man A = (Z/¢)? fiir
d > 1 annehmen. Da andererseits (2.1) mit direkten Summen vertréglich ist, folgt
die Aussage aus der fiir A =Z/(.

Definition 2.1.3. Ein abgeschlossener Punkt s € S heifit gewéhnlich fiir U (bzw.
U), falls er eine Umgebung in S besitzt, fiir die die Aussage von Satz 2.1.1 gilt.
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Wir bezeichnen im folgenden mit S” das maximale offene, dichte Unterschema von
S, das die Aussage des Satzes erfiillt, d.h. der gewchnlichen Punkte von S.

Korollar 2.1.4. Fir jede ganze Zahl m > 1 sind die etalen Garben R"m,Z /(™
fiir alle n > 0 auf S’ lokal-konstant, konstruierbar und mit beliebigem Basiswechsel
vertrdglich.

Beweis. Sei R" = 0 fiir n < 0. Dann ist fiir alle n > 0 die Sequenz
R 7,72/ " - R"n,Z/{ — R"m, /(™ — R"n,Z/{™ " — R""'n,7/0

exakt. Die Behauptung folgt nun durch Induktion iiber m aus Satz 2.1.1, da ,,lokal-
konstant® und , konstruierbar® mit Erweiterung vertréglich sind. Ferner bleibt obige
Sequenz auch nach Anwendung von p* exakt. Schreibt man darunter die basisgewech-
selte Sequenz, so zeigt das ber-Lemma die Vertréglichkeit mit beliebigem Basiswech-
sel. O

Korollar 2.1.5. Sei 7 : U — S wie eben, bezeichne V, die Faser tber einem abge-
schlossenen Punkt s € Sy und sei Ug := U Xgpec Spec ks die Kurve dber dem lokalen
Korper kg. Ist dann s ein gewohnlicher Punkt von S, so ist die Spezialisierungsabbil-
dung

H"(V,, /") — H"(Us, Z/1™)

fir alle m > 1 ein Isomorphismus. Insbesondere erhalten wir einen Isomorphismus
H™(Vy, Qe/Z4) — H™(Us, Qu/Z).

Beweis. Nach Definition existiert eine Umgebung S, von s, so daf fiir jeden geome-
trischen Punkt ¢ von Sy nach Korollar 2.1.4 gilt:

(R, 2/ (™) ~ H™(Vi, 7,/0™).

Da R"m,Z/¢™ auf S konstruierbar ist, ist H™ unabhéngig von der Wahl eines algebrai-
schen AbschluBes, also insbesondere H"(U,Z/(™) ~ H™(U,,Z/¢™). Da R"m,Z/™
auflerdem lokal-konstant ist, gilt (R"m,Z/(™)5; ~ (R"m.Z/{™)s, wobei 7] einen geo-
metrischen Punkt der iiber dem generischen Punkt von Sy liegt, bezeichnet. 0

Lemma 2.1.6. Bezeichne S~das mazimale offene Unterschema von S, so daff X Xg
S — S glatt und D xg S — S etal ist. Dann gilt S C S’.

Beweis. i) Wir zeigen zuerst, dal R"w.Z/( auf S mit beliebigem Basiswechsel ver-
triglich ist. Dazu arbeiten wir in der Unterkategorie D (Z,7Z/¢) der derivierten Ka-
tegorie der Z/(-Modulgarben auf einem Schema Z, wo wir uns auf nach unten be-
schrinkte Komplexe beschrinken. Fiir jeden Basiswechsel g : T" — S existiert das
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folgende Diagramm

Bezeichne Rm, bzw. Rn die totalen Ableitungen von 7, bzw. 7.. Dann reicht es,
g*Rm,Z/l ~ Rr!Z/l zu zeigen. Wir schreiben wieder A fiir die konstante etale Garbe
Z/¢. Dann haben wir ein Dreieck

i Ri'A — A — Rj,j*A — i, Ri'A[1] (2.2)
bzw. nach Anwendung von g*Rf. das exakte Dreieck
g*Rp,Ri'A — ¢*Rf.A — g*Rm,j*A — ¢*Rp,Ri'A[1].
Zusammen mit dem analogen Dreieck fiir ¢”*A erhalt man das kommutative Dia-

grami

¢*Rp,Ri'A —— ¢g*Rf.A —— ¢*Rm,A —— ¢*Rp, Ri'A[1] —— ¢g* Rf. A[1]

| | | | |

Rp.Ri"g"™A —— Rf.g"™*A —— Rr.¢"*A —— Rp!. Ri"¢"*A[1] —— Rf.g"*A[1].

Der zweite und letzte vertikale Pfeil sind Isomorphismen nach Basiswechsel fiir ei-
gentliche Morphismen. Der erste vertikale Pfeil ist ebenfalls ein Isomorphismus. Denn
nach Voraussetzung ist p = f oi etal und also Ri'A ~ A(—1)[—2] wegen kohomologi-
scher Reinheit [SGA 4, XVI, Thm. 3.7]. Zusammen mit dem eigentlichen Basiswechsel
fiir p erhalten wir schlieflich

g*Rf,i,Ri'A ~ g*Rp,A(—1)[-2] ~ Rp.¢'A(—=1)[—2] ~ Rp.Ri"¢"*A ~ Rfi’ Ri"¢"*A.

Durch eine analoge Rechnung sieht man, dafl auch der vierte Pfeil ein Isomorphismus
ist. Anwendung des 5Ser-Lemma zeigt dann die gewiinschte Isomorphie.

i) Es bleibt noch zu zeigen, da die R"m,Z/¢ auf S lokal-konstant und konstruier-
bar sind. Durch Anwendung von Rf, auf (2.2) und kohomologischer Reinheit (s.o.)
bekommen wir das exakte Dreieck

Rp.A(—1)[=2] = Rf.A — Rr.A — Rp.A(=1)[~1] — REA[I].

Da ,lokal-konstant“ und , konstruierbar® mit Erweiterung vertriaglich und f und p
glatt und eigentlich sind, folgt die Behauptung aus dem Satz vom glatten und eigent-
lichen Basiswechsel. O
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Wir kommen nun zu der wichtigen

Definition 2.1.7. Ein abgeschlossener Punkt v € S heifit ein schwacher - Blochpunkt
fiir U, falls die natiirliche Abbildung

HYU,Qu/Z)% — HY(U, Q¢ /Z¢)*

ein Isomorphismus ist. Ein schwacher ¢-Blochpunkt, der auch ein gewéhnlicher Punkt
fiir U ist, heiit ein ¢-Blochpunkt fiir U.

Fiir einen abgeschlossenen Punkt v € S bezeichne V,, = U ® k(v) die Reduktion
von U bei v. Dann ist nach Korollar 2.1.5 die Existenz eines Isomorphismus

Hl (U7 @Z/Zﬁ)Gk =~ HI(VM QZ/ZK)GR(U)J
bzw. dual dazu, die Existenz eines Isomorphismus
" (0)(Oc, = 1" (Vo) (e,

eine notwendige Bedingung dafiir, dafl v ein /-Blochpunkt ist. Angesichts dieser Tat-
sache kommt einem die Existenz von ¢-Blochpunkten wundersam vor. Es gilt jedoch

Lemma 2.1.8. (i) Seil # p = ch(k). Es gibt eine endliche Uberlagerung S — S,
so dafl S einen (-Blochpunkt besitzt.

(ii) Habe S die Dimension 1 und besitzt S einen schwachen (-Blochpunkt v, an
dem die Operation von Gy auf H' (U, Qqy/Zy) unverzweigt ist, so besitzt S schon
unendlich viele schwache (-Blochpunkte. Insbesondere besitzt S dann auch un-
endlich viele (-Blochpunkte.

Beweis. (i) Siehe [Blo81].
(ii) Die erste Aussage ist in [Ras95, Lemma 6.30] bewiesen. Da S 1-dimensional ist,
gibt es nach Satz 2.1.1 nur endlich viele Punkte in S, die nicht gewdhnlich sind. [J

Die néchste Proposition besagt, dafl man fiir geeignete offene Unterschemata der
projektiven Geraden in Lemma 2.1.8(i) sogar S = S wiihlen kann; d.h. diese Sche-
mata besitzen nicht erst nach Basiserweiterung einen Blochpunkt. Das ist von grofer
Bedeutung fiir die spiatere Anwendung.

Proposition 2.1.9. Sei U C X := P} ein offenes Unterschema, A = X\U und
¢ # ch(k) eine Primzahl. Eine (-requldre Primstelle v {1 ¢ von k ist genau dann ein
schwacher €-Blochpunkt, falls v den folgenden Bedingungen geniigt:

(1) fir alle v € Ag ist v in der Erweiterung k(x)/k trage,

(11) fiir alle x € Ag ist ppee (K(x)) = oo (K(x)y), wo py die Vereinigung der Menge
aller ™ -ten Einheitswurzeln fiir m > 1, im jeweiligen Korper bezeichnet.
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Beweis. Wegen 71(X) = 1 liefert Korollar 1.3.6 die exakte Sequenz von Gg-Moduln:
17T G _ _
0— HY(U,A) — Q? Indg’  A(=1) = A(=1) = 0,
TEAQ

fir A = Z/¢*, n > 1. Da k nach Voraussetzung keine primitive ¢-te Einheitswurzel
besitzt, erhalten wir

0 — H'(T, 0)% — ) A(-1)% — A(~1)% =0, (2:3)
rE€AQ

und daraus

HY (U, Qe/Z)% = D Qu/Ze(—1)).

TEAQ

Dabei operiert G ,) vermittels des zyklotomischen Charakters. Sei A, = A X, k,.
Eine analoge Argumentation wie eben liefert

Hl(U, QE/ZZ)GI@U ~ @ @Z/ZZ(_]-)GK@) ~ @ @@Z/ZK(_1>GN(9;)UJ,

ye(Av)o €AY wlv

wobei die zweite Summe iiber alle Fortsetzungen w von v lduft. Das zeigt, daB
HYU,Q¢/Z¢)% und HY(U,Qy/Z¢)* genau dann isomorph sind, wenn die ange-
gebenen Bedingungen gelten. O

Wir sagen v sei ein schwacher Blochpunkt fiir ein abgeschlossenes Unterschema
A von X falls v ein schwacher Blochpunkt fiir U = X\ A ist.

Korollar 2.1.10. Seien Ay und As zwei abgeschlossene Teilmengen von X und v
ein schwacher £-Blochpunkt sowohl fiir Ay als auch fiir As. Dann ist v ein schwacher

(-Blochpunkt fir A1 U As.

Beweis. Die Bedingungen aus Proposition 2.1.9 sind fiir alle Punkte aus A un-
abhéngig voneinander. Daraus folgt sofort die Behauptung. O

2.2 Ein Grunwald-Wang-Satz

Lemma 2.2.1. Sei k ein Korper, X ein k-Schema und ¢ eine Primzahl. Die Sequenz

0 — 7"(X)(O)g, — m"(X)(0) = Gi*(6) = 0
ist in den folgenden Fdllen exakt:
a) X besitzt einen rationalen Punkt,

b) k ist ein lokaler Korper,

c) k ist ein globaler Korper.
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Beweis. Die Hochschild-Serre-Spektralsequenz
By = HP(k, H'(X,Qu/Z0)) = H"* (X, Q¢/Zy)
liefert die exakte Sequenz
0 — H'(k,Qe/Z¢) — H' (X, Qe/Ze) — H'(X,Qu/Z0)"" = H*(k,Qu/Zy).

Ist a die Nullabbildung, so bekommen wir eine kurze exakte Sequenz und die Be-
hauptung folgt wegen

H'(X,Q¢/Z) ~ Hom(m}"(X)(¢), Q/Z)

durch Dualisieren. Wir zeigen nun, dafl das unter den angegebenen Bedingungen der
Fall ist. Das ist klar, falls X einen k-rationalen Punkt besitzt. In den beiden anderen
Fillen gilt H?(k,Qy/Z;) = 0. Denn ist k ein lokaler Korper, so gilt nach lokaler
Tate-Dualitét

H?(k, Qe/Zg)" = lim pn (k) = 0,

n

da k nur endlich viele /-te Einheitswurzeln besitzt. Die Aussage fiir k ein globaler
Korper ist in [Ser77, 6.5, S. 232ff] bewiesen. O

Proposition 2.2.2. Sei k ein globaler Korper, X ein k-Schema mit einem rationalen
Punkt und v ein schwacher €-Blochpunkt fiir X. Dann ist die Restriktionsabbildung

HYX,Z/0™) — HY (X, Z/(™)
surjektiv.

Beweis. Wie in Lemma 2.2.1 erhalten wir ein kommutatives Diagramm mit exakten
Zeilen

0 —— H'(k, Z) (") —— H'(X, Z/") —— H'(X, Z/(™)% ——0

J | |

0— H'(ky, Z/t™) — HY (X, Z/{™) — HY (X, Z/ (™))% —— 0.

Andererseits liefert die Kohomologiesequenz zur kurzen exakten Sequenz 0 — Z/{™ —
Q¢/Z¢ — Q¢/Zy — 0 das Diagramm

0—— HY(X,Z/tm)% —— H'(X,Qu/ %)% —— H' (X, Q¢/Zy)“*

| | |

0 » HY(X, Z/ ™) %% —— HY(X, Q) %)% —— HY (X, Qq/Z¢)C*

mit exakten Zeilen. Die beiden rechten vertikalen Abbildungen sind nach Voraus-
setzung an v Isomorphismen und somit auch die linke (5er-Lemma). Zusammen mit
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HY(X,Z/i™) ~ HY(X,,Z/f™) (der generische Punkt von X ist nach Satz 2.1.1 immer
gewohnlich) erhalten wir also

HY (X, 7)™ ~ HY (X, 7./ 0™)C*

Daher bleibt nur noch zu zeigen, dal H'(k,Z/¢™) — H'(k,,Z/¢™) surjektiv ist. Das
folgt aber aus dem Satz von Grunwald-Wang. O

Korollar 2.2.3. Seien U C P} ein offenes Unterschema und v ein gewéhnlicher
Punkt fir U, der die Bedingungen (i) und (ii) aus Proposition 2.1.9 erfillt. Dann
ist, falls ¢ # p = ch(k), die Restriktionsabbildung

HYU,Z/t™) — HY(U,, Z/0™)
surjektiv.

Beweis. Das folgt aus Proposition 2.1.9 und Proposition 2.2.2. O
Seinun f: X — S C Sk und U = X\D wie vor Satz 2.1.1.

Proposition 2.2.4. Sei f glatt, D C X ein iber S etaler Divisor, U(S) # O und v
ein schwacher €-Blochpunkt fiir U = U x g k. Dann ist die Restriktionsabbildung

HYU,7.)0™) — H (U, Z/0™)
surjektiv.

Beweis. Seim:U — S der Strukturmorphismus. Nach Lemma 2.1.6 gilt (R'7.Z/0™)s
~ HY(U,Z/¢™) fiir alle geometrischen Punkte 5 von S. Aus der Leray-Spektralse-
quenz (1.19) erhalten wir das kommutative Diagramm mit exakten Zeilen

0—— HY(S, Z)0") —— H\U, Z/0") —— H'(T, /") ——0

L |

0— HY(S,,Z/t™) — H (U, Z /™) — HY (U, Z/{™) % — 0.
Wie eben priift man leicht nach, daf§ alle senkrechten Pfeile surjektiv sind. O

Korollar 2.2.5. Bezeichne V,, die spezielle Faser von U,, und sei v ein £-Blochpunkt
fiir U. Dann erhalten wir eine Surjektion

HYU,Z)e™) — H (V,,, Z](™).
Beweis. Nach Korollar 2.1.5 ist HY(U,Z/™) ~ H*(V,,,Z/{™) und zufolge (2.4) auch

H'U,,Z/t™) ~ H*(V,,Z/f™). Daher folgt die Behauptung aus Proposition 2.2.4.
[
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Kapitel 2: Realisierung nilpotenter Grup-
pen

3 Scholziiberlagerungen

3.1 Scholzdivisoren

Sei X ein reguléres, lokal-noethersches Schema und D ein Divisor auf X. Wie bisher
seien alle Divisoren als reduziert angenommen. Wir identifizieren D mit dem asso-
ziierten, abgeschlossenen Unterschema von X bzw. mit der Menge abgeschlossener
Punkte Dy. Fiir ein # € X bezeichne Ox, die Komplettierung des lokalen Rings
Ox s

Definition 3.1.1. Sei n eine positive, ganze Zahl. Ein Divisor D auf X heifit ein
n-Scholzdivisor (oder kurz: n-scholz), falls fiir jeden generischen Punkt £ von D der
lokale Ring Ox ¢ eine primitive n-te Einheitswurzel enthélt.

Alternativ hat man auch die folgende Beschreibung:

Lemma 3.1.2. Sei k ein Korper, X ein requldres, lokal-noethersches k-Schema und
n eine auf X invertierbare, positive, ganze Zahl. Fin Divisor D auf X ist genau dann
n-scholz, falls fiir jeden generischen Punkt & von D der Restklassenkirper k(§) eine
primitive n-te Finheitswurzel enthdlt.

Beweis. (=) Setze k' = k(&). Der regulére lokale Ring Ox ¢ ist equicharakteristisch,
und somit gilt fiir seine Komplettierung

Oxe ~ K[[T]] (3.1)

[Mat86, Thm. 29.7]. Nach Voraussetzung enthélt (/Q\X,g eine primitive n-te Einheits-
wurzel. Diese ist algebraisch und, da &" in Ox ¢ algebraisch abgeschlossen ist, folglich

in k' enthalten.
(<) Klar, wegen (3.1). O

Sei S ein integres Schema und X — S ein flaches, reguléres, lokal-noethersches
Schema. Wir sagen, ein Divisor D auf X sei etal bzw. horizontal, falls die Komposition
D — X — § etal ist, bzw. jede irreduzible Komponente von D surjektiv auf S
abgebildet wird. Dann gilt allgemeiner

Korollar 3.1.3. Fir S und X — S wie eben bezeichne X die generische Faser.
Ferner sei n eine auf X invertierbare, positive, ganze Zahl. Dann ist ein horizontaler
Divisor D auf X genau dann n-scholz, falls fiir jeden generischen Punkt & von D der
Restklassenkorper k(€) eine primitive n-te Finheitswurzel enthdlt; also genau dann,
wenn D =D Xy X n-scholz ist.
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Das ist trivial wegen Ox¢ = Ox ¢ ®og k = Ox ¢, wobei k den Funktionenkdrper
von S bezeichnet.

Nach Lemma 3.1.2 ist offensichtlich, dafl horizontale Scholzdivisoren mit beliebi-
gem, flachen Basiswechsel vertraglich sind.

Korollar 3.1.4. Seien S ein integres Schema und f : X' — X ein flacher Morphis-
mus zwischen flachen, requldren, lokal-noetherschen S-Schemata, sowie n eine auf X

invertierbare, positive, ganze Zahl. Ist dann D ein horizontaler n-Scholzdivisor auf
X, so auch f*D auf X’'.

Beweis. Nach [EGA 1V, 21.4.5] ist f*D ein Divisor auf X”. Sei nun ¢’ ein generischer
Punkt von f*D und £ = f(£’) ein ebensolcher von D. Der lokale Homomorphismus
Ox¢ — Oy e induziert die Inklusion x(§) — x(¢'). Daraus folgt die Behauptung
zusammen mit Korollar 3.1.3. (|

Lemma 3.1.5. Sei S ein integres, normales Schema der Dimension 1, n eine auf
S invertierbare, positive, ganze Zahl und X — S ein flaches, glattes, noethersches
Schema von relativer Dimension 1. Ferner sei D ein horizontaler, iber S etaler n-
Scholzdivisor auf X, und Y, bezeichne die Faser tiber einem abgeschlossenen Punkt
v von S. Dann ist D, := D X x Y, ein n-Scholzdivisor aufY,.

Beweis. Wir kénnen o.E. S lokal voraussetzen. Denn Spec Og, — S ist flach und
also f : X xg SpecOg, — X ein flacher Morphismus zwischen reguldren Schemata.
Also ist nach Korollar 3.1.4 auch f*D ein n-Scholzdivisor, und aulerdem horizontal
und etal.

Sei nun also 0.E. S = SpecOg, regulir und D irreduzibel mit generischem
Punkt &. Sei &, der generische Punkt von D,. Wir haben zu zeigen, dafl @ymgv
eine primitive n-te Einheitswurzel ¢ enthélt. Nach Lemma 3.1.2 reicht es dafiir
¢ € k(&) = Oy,g,/m,, wo m, das maximale Ideal von Oy, ¢, ist, zu zeigen. Es
gilt

k(&) ~ Oxg, /m = (Oxg,/p)/(m/p) = Opg, /mp =: kip(v),

wo m das maximale Ideal und p das zu D gehorige Primideal von Oy ¢, , sowie mp das
maximale Ideal von Opg, bezeichnet. Da S regulér und D iiber S etal ist, ist auch
Op, regulir, also insbesondere ganz abgeschlossen. Nach Korollar 3.1.3 enthélt (&)
eine primitive n-te Einheitswurzel (. Da ( ganz und n auf S invertierbar ist, folgt
¢ € Opg, und schlieBlich ¢ € kp(v) >~ k(§,). O

3.2 Galoisiiberlagerungen

Sei Y ein Schema, G eine endliche Gruppe und ¢ : G — Aut(Y) ein Gruppenho-
momorphismus. In diesem Fall sagen wir, G operiert (via ¢) durch Automorphismen
auf Y. Ist ¢ injektiv, so nennen wir die Operation treu.
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Definition 3.2.1. Sei Y ein Schema und G eine endliche Gruppe, die treu durch
Automorphismen auf Y operiert. Ein endlicher Schemamorphismus p : Y — X heifit
eine Galoisiiberlagerung mit Gruppe G, falls Ox ~ p,(Oy)® gilt. Ist p : ¥V — X
iiberdies ein Morphismus von S-Schemata und operiert G durch S-Automorphismen
von Y, so sagen wir p sei eine S-Galoisiiberlagerung mit Gruppe G.

Dabei ist p,(Oy )¢ die Garbe die durch U — p,(Oy)(U)¢ = Oy (p~1U)¢ fiir offene
Teilmengen U von X gegeben wird.

Proposition 3.2.2. Seip: Y — X eine Galoistiberlagerung mit Gruppe G. Dann
qilt:

(i) p ist surjektiv, seine Fasern sind G-Orbits und die Topologie auf X stimmt mit
der Quotiententopologie von Y tiberein.

(11) (X,p) ist ein Quotientenschema von Y ; d.h. X =Y /G und X stellt den Funktor
Z +— Hom(Y, Z)¢ dar. Insbesondere ist p G-invariant.

(iii) Jedes offene Unterschema U von X ist ein Quotient von p~*(U) nach G.

() Ist H < G eine Untergruppe, so existiert Y/H und Y — Y/H st eine Ga-
loistiberlagerung mit Gruppe H. Ist H < G sogar ein Normalteiler, so ist
Y/H — X eine Galoisiberlagerung mit Gruppe G/H .

(v) Seinunp:Y — X eine S-Galoisiberlagerung. Dann istY genau dann separiert
tiber S, wenn X es ist.

(vi) Seip wie in (vi) und S" — S ein flacher Basiswechsel, so daf Y' =Y xgS" —
X' = X xg8" beziiglich der induzierten G-Operation (d.h. G operiert trivial auf
S’") invariant ist. Dann ist Y — X' eine S’-Galoisiberlagerung mit Gruppe G.
Ferner qilt Y/G x5 8" ~ (Y x5 5")/G.

Beweis. (i) folgt aus [SGA 1, V, Prop. 1.3]. Ferner folgen (v) aus [loc. cit., Cor. 1.5],
(ii) aus (i) und Ox ~ p.(Oy)¢ und (iii) aus [loc. cit., Cor. 1.4]. Die Existenz von
Z =Y/H in (iv) ist in [loc. cit., Cor. 1.7] gezeigt. Der zweite Teil ist auch klar, denn
sei p = pap1, 50 gilt P, (O7) Y = ((p2.p1,.(Oy))*)H = p.(Oy)? = Ox. Schlieflich
folgt (vi) aus [loc. cit., Prop. 1.9]. O

Die Proposition zeigt, dafl eine Galoisiiberlagerung im Sinne von Definition 3.2.1
auch eine Galoisiiberlagerung im Sinne der Vorbemerkung ist.

Proposition 3.2.3. Sei X ein exzellentes, normales, integres, noethersches Sche-
ma mit Funktionenkorper K, L/K eine endliche Galoiserweiterung mit Gruppe G.
Bezeichne Y die Normalisierung von X in L und p : Y — X den kanonischen
Morphismus. Dann operiert G treu durch Automorphismen auf Y wund p ist eine
Galoistiberlagerung mit Gruppe G.
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Beweis. Sei (X;) eine Uberdeckung von X durch offene, affine Unterschemata, X; =
Spec B;. Dann ist nach Konstruktion ¥; = p~(X;) ein offenes, affines Untersche-
ma von Y, Y; = Spec A;, also p insbesondere affin, und AY = B; oder #quivalent
Y;/G = X;. Die Y liefern eine Uberdeckung von Y durch G-invariante, offene, affine
Unterschemata. Die G-Operation auf den Y; stimmt auf ¥; N'Y; iiberein. Denn fiir
y € Y;NY;ist p~H(p(y)) C Y;NY; und nach Proposition 3.2.2(i) stimmt p~*(p(y))
mit dem G-Orbit von y in Y; bzw. Y; iiberein. Dann gibt es ein offenes, affines Unter-
schema X;; = Spec B;; mit p(y) C X;; C X; N X, und es gilt B;; = B;S; ' = Bij_l.
Dann ist y € p~(X;;) = Spec A;;, wo A;; der ganze AbschluB von B,; in L ist. Nach
[Bourbaki, Alg. comm.; V §1 no. 5 Prop. 16] gilt A;; = A,;S;" = AjS;l. Folglich
stimmt die G-Operation auf A;; und daher auch auf p~!(p(y)) iiberein. Somit lassen
sich die von g € GG induzierten Automorphismen der Y; zu Automorphismen von Y
verkleben, und G operiert folglich treu durch Automorphismen auf Y, denn G ope-
riert bereits treu auf den Y;. Nach Konstruktion gilt Ox =~ p.(Oy)¢ und also ist p
eine Galoisiiberlagerung. O

Sei G eine endliche Gruppe, die durch Automorphismen auf einem Schema Y
operiert. Fiir y € Y definieren wir die Zerlegungsgruppe D,, von y als den Stabilisator
von y in G. Die Gruppe D, operiert daher auf dem lokalen Ring Oy, und folglich auch
auf dem Restklassenkorper £(y). Der Kern des Homomorphismus D, — Aut(k(y))
heiit die Tragheitsgruppe I, von y.

Proposition 3.2.4. Sei p : Y — X eine Galoisiiberlagerung mit Gruppe G, X
lokal-noethersch, y € Y und x = p(y) sein Bild in X. Dann gilt

(1) Spec @\y,y — Spec @X,gc ist eine Galoisiiberlagerung mit Gruppe D, ;

(i1) Die Restklassenkirpererweiterung k(y)/k(x) ist normal und wir haben die ex-
akte Sequenz

1 I, — D, — Aut(s(y)/(x)) — 1

wo Aut(k(y)/k(x)) die Gruppe der k(y)-Automorphismen von k(x) bezeichnet;
(111) Sei'Y zusammenhdngend. p ist genau dann in y etal, wenn I, =1 gilt.

Beweis. (i) Wir wissen bereits, D, — Aut(@y7y/6x7x). Es reicht zu zeigen, dafl
(’)5; Ox . gilt. Das ist aber klar, denn nach Proposition 3.2.2(vi) ist Y xx

~

Spec OXI — Spec OXx eine Galmsuberlagerung mit Gruppe G. Folghch ist Y xx
Spec OX:c = Spec A mit AY = OXm Weiter ist A ~ @ er1( Oyy ~ IndD Oyy,
denn die Faser iiber z ist ein G-Orbit (Proposition 3.2. 2( ).

(ii) [SGA 1, V, Prop. 1.3]

(iii) [SGA 1, V, Cor. 2.4] Man beachte, die Riickrichtung (<) gilt auch ohne die
Voraussetzung Y zusammenhéngend [loc. cit., Cor. 2.3]. O
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Bemerkung 3.2.5. Es ist vielleicht notwendig, noch ein paar Worte iiber die Aus-
sage von Proposition 3.2.4(ii) zu verlieren. Bezeichnet r(y)s die maximale sepa-
rable Zwischenerweiterung von k(y)/k(x), so ist k(y)s/k(x) galoissch und es gilt
Aut(k(y)/k(z)) = Gal(k(y)s/k(z)) [Bourbaki, Alg. comm., Ch. V §2 no. 2 Thm. 2].
Insbesondere kann D, = 1 gelten, obwohl k(y) # x(z). In diesem Fall ist x(y)/k(z)
eine radizielle Erweiterung, die sogar unendlichen Grad haben kann [loc. cit.]. Ist
k(x) perfekt, so ist natiirlich k(y) eine galoissche Erweiterung.

Sei Y ein zusammenhéngendes Schema auf dem eine endliche Gruppe G durch
Automorphismen operiert, f : Y — X ein G-invarianter Morphismus, y € Y und
r = f(y) sein Bild in X. Gilt I, # 1, so sagen wir y verzweigt in f. Andererseits
sagen wir f ist in z wverzweigt, falls es ein y € f~'(z) mit [, # 1, also ein ¥/’
das in f verzweigt, gibt. y heilt rein verzweigt in f, falls D, = I, # 1, und zahm
verzweigt, falls ch(k(y)) 1 #1, gilt. Ist f in 2 nicht verzweigt, so sagen wir f ist in «
unverzweigt. (Falls f eine Galoisiiberlagerung ist, so ist das dquivalent dazu, da§ f
in allen Punkten iiber x ein unverzweigter Morphismus ist.) Gilt D, = 1, so heifit y
vollstiandig zerlegt.

Sei nun f eine G-Galoisiiberlagerung. Dann sind die Trégheitsgruppen aller y €
f~1(x) konjugiert und f ist in = verzweigt, falls einer und damit alle Punkte iiber x
in f verzweigen, bzw. falls f {iber x nicht etal ist (Proposition 3.2.4(iii)). Bezeichne

D das kleinste Unterschema von X, so dafl Y\ f~!D EN'e \D etal ist. Fiir reguléres,
lokal-noethersches X ist D nach dem Reinheitssatz von Zariski-Nagata [SGA 2, X]
ein abgeschlossenes Unterschema der reinen Kodimension 1 und definiert daher einen
Divisor, den sogenannten Verzweigungsdivisor D = D(f) auf X. Nach Proposition

3.2.2(vi) ist Y\f'D Lox \D eine etale Galoisiiberlagerung, oder dquivalent dazu
cin endlicher, etaler Morphismus [SGA 1, V, Prop. 3.1], d.h. eine etale Uberlagerung
im Sinne von loc. cit.. Die etalen Uberlagerungen von X\ D werden durch die etale
Fundamentalgruppe 71 (X\ D) von X\D beschrieben.

Bevor wir zu einer spezielleren Situation {ibergehen, erwédhnen wir noch

Proposition 3.2.6. Sei [ : Y — X eine S-Galoisiiberlagerung und S’ bzw. f' :
Y’ — X" wie in Proposition 3.2.2(vi). Weiter seiy’ € Y' und y sein Bild in'Y. Dann
ist y genau dann in [ verzweigt, wenn y' in f' verzweigt. Auferdem gilt, ist y rein
verzweigt, so auch iy

Beweis. Nach Proposition 3.2.2(vi) ist f’ eine S’-Galoisiiberlagerung mit selber Grup-
pe G wie f. Dann gilt I, = I, [SGA 1, V, Prop. 2.1]. Das zeigt die erste Aussage,
fir die zweite sei D, = I,. Bezeichne x bzw 2’ das Bild von y bzw. y' in X bzw.
X', sowie k(y)s bzw. k(y')s die maximalen separablen Zwischenerweiterungen von
k(y)/k(x) bzw. k(y')/k(z"). Wir haben k(y')s = k(2') zu zeigen. Nach Proposition
3.2.4(ii) und der nachfolgenden Bemerkung gilt x(y)s = x(z) und daher

k(Y)s = K(Y)s R () k(x') = k(2. (3.2)
Das zeigt Dy = I,y. U

45



Bemerkung 3.2.7. Die Umkehrung der letzten Aussage in Proposition 3.2.6 ist im all-
gemeinen falsch. Gilt namlich s(y)s — r(z’) in (3.2), so ist K(y)sQu@) k(z") = P K(2')
und folglich kénnen Punkte auf X’ rein verzweigt sein ohne das ihre Bildpunkte in
X rein verzweigt waren.

Sei nun S ein normales, integres, 1-dimensionales (und folglich reguléres) Schema
mit generischem Punkt n und f : X’ — X eine S-Galoisiiberlagerung mit Gruppe
G zwischen normalen, integren, relativen Kurven iiber S. Bezeichne X bzw. X' die
generischen Fasern von X bzw. X”. Der induzierte Morphismus X’ — X ist eine x(n)-
Galoisiiberlagerung mit Gruppe G (Proposition 3.2.2(vi)) und sei mit f, bezeichnet.

Sei nun & als regulér vorausgesetzt. Fiir einen Divisor D auf X setze D, =
D x x X. Bezeichne D(f) bzw. D(f,) den Verzweigungsdivisor von f bzw. f,. Dann
gilt D(f), = D(f,). Sei jetzt D = D(f). Da S Dimension 1 besitzt, ist das Bild
eines irreduziblen Divisors auf X unter dem Strukturmorphismus X — S entweder
ein abgeschlossener Punkt von S oder ganz S. Im ersten Fall nennen wir den Divisor
vertikal im zweiten horizontal. Offensichtlich hat man eine Zerlegung

D = Dyor + Dyer (33)

in horizontale und vertikale Komponenten. Da X von Dimension 2 ist, sind die ver-
tikalen Komponenten eines Divisors irreduzible Komponenten von speziellen Fasern.
Ferner gilt D,) = Dy, x x X, und umgekehrt ist Dy, der Abschluf von D, in X [EGA
IV, 2.8.5]. Aus Funktorialitdtsgriinden haben wir einen Homomorphismus

T (X\D,) — 1 (X\D). (3.4)

Das ruft nun die Frage auf den Plan, wann ein Homomorphismus m (X\D,) — G
iiber den vorstehenden Homomorphismus faktorisiert?

Es reicht die Frage fiir lokale Kurven, d.h. Kurven iiber lokalen Kérpern, zu
beantworten (Prop. 3.2.6). Sei dazu jetzt S = Spec R das Spektrum eines vollsténdi-
gen, diskreten Bewertungsrings R mit generischem Punkt 7 und speziellem Punkt
. Bezeichne S*" = Spec R*" die strikte Henselisierung von S. Fiir ein beliebiges
S-Schema X setzen wir X*" := X xg S*". Weiter seien X, X’ relative Kurven
wie eben, f : X’ — X eine S-Galoisiiberlagerung mit abelscher Gruppe G und
[ X' =X ®sk(n) = X =X ®g k(n) die induzierte x(n)-Galoisiiberlagerung. Der
Verzweigungsdivisor von f bzw. f, sei mit D(f) bzw. D(f,) bezeichnet. Setzte im
folgenden, im Gegensatz zu oben, D = D(f)yor. Dann ist D ein horizontaler Divisor
auf X mit D, = D(f,). Obige Frage 1a8t sich dann auch so aussprechen, némlich,
wann gilt D = D(f)?

Nun bestimmt f, eine Klasse ¢ € H'(X\D,,G) und diese nach Wahl eines 7-
rationalen Punkts s : n — X\ D, wegen der exakten Sequenz

L~ H'(0.G) — H'(X\D,,G) — H'(X\D,,G)

ihrerseits Klassen i = s*(e) € H'(,G) und 4o € H'(X\D,,G). Die Klasse £
heiBt unverzweigt, falls sie unter der Restriktionsabbildung H'(n, G) — H' (I, G)
verschwindet.

46



Bezeichne I, die absolute Trigheitsgruppe von G, und Y die spezielle Faser
von X.

Proposition 3.2.8. Sei nun ein S-rationaler Punkt s : S — X\D fiziert und G
eine endliche, abelsche Gruppe. Dann ist el unverzweigt, falls f in'Y (genauer in
allen generischen Punkten von'Y ) unverzweigt ist. Sei nun H'((X\D)*", G)™(%) —
HY(X\D,, G)™" surjektiv. Dann ist umgekehrt f in' Y unverzweigt, falls e unver-

zwegt ist.

Beweis. Bezeichne ¢ : n — S die Einbettung des generischen Punkts und // : X =
n xXg X — X den Basiswechsel. Auf Grund der universellen Eigenschaft des Faser-
produkts existiert ein Schnitt s, : n — X\ D,, mit ¢'s,, = s¢. Daraus folgt nun, daf$ /*
in

1— HY(S,G) a: HY(X\D,G) —5— H'((X\D)*",G)m5) —— 1

L* L/* L//*
s*

1 —>]—]1(777 G) THl(X\Dn,G) T>[_]1()(\1)7]’G)Trl(n) -1

1 Q1 Q2 Qs 1

1 1 1

mit der durch s* bzw. s} induzierten direkten Summenzerlegung vertréglich ist. Denn
s* bzw. sy induzieren Schnitte s™ : B(r) — z — as*(x) bzw. sp @ §(z) — v — vs;(z)
von (3 bzw. §, und es gilt (as*+s"3)(r) = as*(r) +x—as*(r) = r; analog fiir s)’. Die
Schnitte s™ und s sind wohldefiniert. Gilt némlich beispielsweise 3(z) = #(2'), so
ist z = 2’4+ a(y) und folglich z — as*(z) = 2’ +a(y) — (as* (') + a(y)) = 2’ — as*(2').
Andererseits ist (" as* = y1*s* = ys;/ und folglich
///* — LI*CYS* +L/*S/*6 — L/*CYS* + LI* _ L/*CYS*
= yspi A = sy = yspl 5ol
Das zeigt «'* = 1* @™, woraus weiter Q3 = Q1 ® Q3 folgt. Insbesondere verschwindet
das Bild von ¢ in @, genau dann, falls die Bilder von & in Q) bzw. e\ in Qs
verschwinden.
Nach Voraussetzung ist «"* surjektiv, also )3 = 0. Da sich andererseits ), injektiv
in H' (I, G) einbettet, folgt die Behauptung. O

1%

Die Proposition zeigt aulerdem, daf, falls die geometrische Restriktionsabbildung
surjektiv ist, die Aussage unabhéngig von der Wahl des S-rationalen Punkts s ist.
Wir erlauben uns daher e,, anstelle &({? zu schreiben.
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Korollar 3.2.9. Sei G eine endliche, abelsche Gruppe, H'((X\D)*" G)") —
HY(X\D,,, G)™ " surjektiv und besitze X\D einen S-rationalen Punkt. Dann sind
dquivalent:

(a) f ist inY unverzweigt.
(b) €qr ist unverzweigt.

(c) Fiir alle 2’ € X|, so daf§ der Abschluf {z'} C X’ disjunkt zu f~'(D) ust, ist die
Restklassenkorpererweiterung k(') /k(f(x')) unverzweigt.

(d) Es gibt ein x € Xy, so daf der Abschluf {z} C X disjunkt zu D und etal iiber S

und fir alle ¥’ € f~'(x) die Korpererweiterung r(z')/r(z) unverzweigt ist.

Beweis. Die Aquivalenz der ersten beiden Aussagen folgt aus Proposition 3.2.8.

Es gibt ein offenes Unterschema U C X\ D, glatt iiber S, so daBB U x Y offen und
nicht leer in Y ist [EGA 1V, 6.5.2(ii) 4+ 6.12.5]. Indem wir einen Punkt in (U xx YY)
wihlen, finden wir einen Punkt xy € Xy, so dafl {zo} C X\D etal iiber S ist [EGA
IV, 18.5.17]. Sei 2 € X| ein Punkt mit f(zf,) = xo. Nach Wahl von z erfiillt z
die Bedingungen von Aussage (c¢) und daher Aussage (d). Das zeigt (¢) = (d). Wir
nehmen nun (d) an. Setze x = x. Aus der Einbettung zy — X\D,, — n erhalten
wir die Kommutativitdt des Dreiecks in

s*

H'(n, G) = H'(X\D,,G) «— H'(X\D,G)

«
s
res l 0 l

H'(zg, G) «—— H' ({20}, G)

wobei die diagonale Abbildung die Restriktionsabbildung der Galoiskohomologie ist.
Aus der Kommutativitdt des Quadrats und der Voraussetzung iiber den oberen rech-
ten, horizontalen Pfeil ist s{egeo unverzweigt. Andererseits ist Aussage (d) zufolge
K(7p)/ k(7o) und also auch sje unverzweigt. Somit ist auch sje — sjegeo = S47" 576 =
res(sye) = res(e,) unverzweigt. Das kommutative Diagramm

H'(n,G) —— H' (1), G)

I‘GSJ( ‘

Hl(xo, G) E— Hl(In(xo)a G>7

wobei ;) bzw. I, die Trigheitsgruppe von G, bzw. Gy, bezeichnet, zeigt
nun die Unverzweigtheit von e,,. Dabei ergibt sich die Gleichheit auf der rechten
Seite aus der Tatsache, dafl {z} etal iiber S ist. Somit gilt (d) = (b). Um den Beweis
abzuschlieBen, zeigen wir nun noch (a) = (c).

Sei dazu 2’ € (X'\f " (D))hor; d.h. {2/} N f71(D) = 0 und f(a2') # £ Uberdies

)
seiz = f(@')und Z = {2} C X. Wegen ZND =0 ist Z/ = X' Xy Z — Z etal,
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und 7' xx» X' = f~1(z). Da Z affin ist, ist Z’ folglich disjunkte Vereinigung affiner
Unterschemata Z/, C X' fiir 2/ € f~!(x). Bezeichne O, den Ganzheitsring von x(x).
Dann ist Z das Spektrum einer Ordnung in O,, und wir haben einen Morphismus
Spec O, — Z, bzw. ein kommutatives Diagramm

Z!, «——Z!, x z Spec O,

| J

Z «— Spec O,

fiir alle 2’ € f~!(z). Nach dem bereits Gesagten ergibt sich, dal Z/, x z Spec O, —
Spec O, affin und etal ist. Folglich ist Z!, x; Spec O, regulér, insbesondere nor-
mal [Mat86, Thm. 19.4] und integer [Mat86, Thm. 20.3], und also gleich dem Spek-
trum der Maximalordnung von x(z’). Das zeigt die Unverzweigtheit der Erweiterung

r(')/R(f(@")). 0

Als néchstes eliminieren wir den Schnitt aus der Aussage von Korollar 3.2.9.

Korollar 3.2.10. Sei G eine endliche, abelsche Gruppe. Ist H'((X\D)*",G)™%) —
HY(X\D,, G)™" surjektiv, so sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) f ist inY unverzweigt.

(b) Fiir alle 2’ € X|, so daf§ der Abschluf {z'} C X' disjunkt zu f~'(D) ist, ist die
Restklassenkdrpererweiterung x(x')/k(f(x")) unverzweigt.

(c) Es gibt ein x € Xy, so daf der Abschluf {z} C X disjunkt zu D und etal iiber S

und fiir alle 2’ € f~'(x) die Korpererweiterung r(z')/k(x) unverzweigt ist.

Beweis. Der Beweis von (a) = (b) ist identisch mit dem von (a) = (¢) aus Korollar
3.2.9, da der Beweis von der Existenz eines Schnittes keinen Gebrauch macht.

Nach [EGA 1V, 17.7.4] ist Aussage (a) lokal fiir die etale Topologie auf X. An-
dererseits, zeigt die Konstruktion von xy im Beweis von Korollar 3.2.9, dafl auch die
Existenz eines Schnitts lokal fiir die etale Topologie ist; d.h. es gibt einen etalen Mor-
phismus S — S, so daf3 X=X X g S — S einen Schnitt besitzt, X glatt und D xg S
etal iiber S. Da auferdem Aussage (b) auch fiir X' = X’ x4 S anstelle X’ zutrifft,
konnen wir Korollar 3.2.9 anwenden und sehen, daB die induzierte Uberlagerung f
inY =Y xg S unverzweigt ist. Also ist (a) < (b).

Da Aussage (c) mit etalem Basiswechsel vertriglich ist, zeigt Korollar 3.2.9 (¢) =
(a). Andererseits existiert ein Divisor {Zo} in X etal iiber S, so daB fiir alle Punkte
Ty iiber 7o die Restklassenkorpererweiterung x(Zj)/r(Z¢) unverzweigt ist. Bezeichne
2o das Bild von #, unter X — X. Nach [ECGA IV, 17.7.4] ist dann auch {z,} in
X etal iiber S und die Restklassenkorpererweiterungen zu Punkten iiber xy sind
unverzweigt. Also (a) = (c). O

Wir verallgemeinern nun das vorstehende Korollar auf nilpotente Gruppen.
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Korollar 3.2.11. Sei ¢ # p = ch(k(()) eine Primzahl und G eine endliche -Gruppe.
Dann sind die beiden folgenden Aussagen dquivalent:

(a) f istinY unverzweigt,

(b) Fiir alle ' € X, so daff der Abschiuf {x'} C X disjunkt zu f~1(D) ist, ist die
Restklassenkdrpererweiterung k(') /k(f(x")) unverzweigt.

falls T ((X\D)*™)®) ~ 7,(X\D,)®) gilt. Man beachte, daf (a) = (b) auch ohne
diese letzte Bedingung gilt.

Beweis. (a) = (b) Der Beweis ist der selbe wie (a) = (c) in Korollar 3.2.9, da dort
von der Abelizitdt von G kein Gebrauch gemacht wird. Ebenso wird der vorausge-
setzte Isomorphismus der Fundamentalgruppen nicht benutzt.

(b) = (a) Wir machen Induktion iber die Gruppenordnung. Der Fall #G = 1 ist
trivial. Sei nun also #G > 1. Da G eine ¢-Gruppe ist, existiert eine exakte Sequenz
1-C—G— G — 1mit C ~Z/l und #G > #G'. Nach Proposition 3.2.2(iv)
existiert eine Galoisiiberlagerung f” : X” — X mit Gruppe G’ und X" = X’/C'". Nach
Induktionsvoraussetzung ist f’ in Y unverzweigt. Sei f” : X' — X" die Galoisiiber-
lagerung mit Gruppe C, s.d. f = f'f”. Dann ist fir 2/ € (X'\f~4(D));\f (V)
der Restklassenkorper s(f”(z’)) ein Zwischenkorper von k(z')/k(f(2")) und also
k(z")/k(f"(2")) unverzweigt. Folglich erfiillt auch f” die Aussage (b) mit f” anstelle
fund Y” = YY) anstelle Y. Aulerdem sind in dem kommutativen Diagramm

1 *”Tl(X”\f/fl(Dn))(pl) —>7Tl(X\D17)(p/) G 1
e

| J

1—m ((X"\f~H(D)")") ——= m ((X\D)*")?") — G —1

die Zeilen exakt und der mittlere und rechte, vertikale Pfeil Isomorphismen, sowie G’
eine Untergruppe von G’. Also ist auch der rechte Pfeil ein Isomorphismus und wir
konnen Korollar 3.2.10(b) mit f” anwenden. Das zeigt Aussage (a). O

Ein Divisor D auf X — S heif}t fast etal tiber S, falls seine irreduziblen Kompo-
nenten etal iiber S sind. Insbesondere ist ein iiber S fast etaler Divisor horizontal.

Satz 3.2.12. Sei X — S eine glatte, eigentliche, relative Kurve und { # p = ch(k(())
eine Primzahl. Ferner sei D ein Divisor auf X der einer der folgenden Bedingungen
genugt:

i) D ist etal tiber S, oder

i) D ist fast etal iber S, X = PL, k(C) perfekt, und r(n) besitzt keine primitive
(-te Einheitswurzel.

Dann ist H'((X\D)**, Z/¢")"S) — HYX\D,,Z/¢")"" ein Epimorphismus fiir
alle n > 1. Im ersten Fall gilt sogar allgemeiner 7, ((X\D)*")®) ~ 7(X\D,)®".
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Beweis. Im ersten Fall ist die erste Aussage eine Konsequenz der zweiten, welche
in [OV00] bewiesen ist. Gelte nun also ii). Dann gibt es einen nichtleeren Divisor
Dy C D, der etal iiber S ist. Setze D, = D, — Dy, und D; gleich den Abschluff von
D, in X. Da k(n) nach Voraussetzung keine primitive ¢-te Einheitswurzel besitzt,
liefert (2.3) fiir A =Z/¢" und alle n > 1

H'(X\D,, A ~ P A(—1)%

z€Dy
~ @ A(=1)%@ x GB A(—1)%@ (3.6)
-TGDO,n $€D1,n

~ H'(X\Dy,,, \)* x H (X\Dy,,, A)°.

Andererseits haben wir Basiswechseldiagramme

7X\D0m Jo,n 4X\Dn Ji,n X\Dlm
(X\ Do) 2 (X\D)* — (X\Dy ).

Wir schreiben nun H'(+) fiir H'(-, A). Bezeichne K den Kokern des Homomorphismus
HY ((X\Dy)*") ¢ — HY((X\D)*")%©. Dann erhalten wir das folgende kommuta-
tive Diagramm mit exakten Zeilen

Hl (XSh)GN(C) N Hl((X\Dl)Sh)G“(Q

| s

1+ HY((0\Dg)™) 60 HY((X\ D)) 50

sk
J1,m

1 — H'(X\ Do) %en 22 HY(X\D,) G0 5, HY(X\Dy, )t + 1.

—=

Dabei folgt die Exaktheit der untersten Zeile aus (3.6). Wir machen Induktion iiber
die Méchtigkeit von (D,)o. Nach Bedingung i) des Satzes ist . ein Isomorphis-
mus. Andererseits ist sjj, = id, und also st*ji = sji,¢j = ¢j. Nach Induktions-
voraussetzung ist ¢} surjektiv. Aus obigem Diagramm folgt daher, dal auch K —
HY(X\D; )% surjektiv ist. SchlieBlich zeigt das 5er-Lemma die Surjektivitiit von
L. OJ

Korollar 3.2.13. Sei ¢ # p = ch(k(()) eine Primzahl und G eine endliche -Gruppe.
Ferner seiten X glatt und D etal iiber S. Dann sind dquivalent:

(a) f istinY unverzweigt.

(b) Fiir alle ' € X{, so daff der Abschluf {x'} C X disjunkt zu f~1(D) ist, ist die

Restklassenkdrpererweiterung x(x') /k(f(x")) unverzweigt.
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Man beachte, daf$ (a) = (b) auch ohne Voraussetzung an X und D gilt.

Beweis. Satz 3.2.12 zusammen mit Korollar 3.2.11. O
Als Gegenpol zu den bisherigen Aussagen beweisen wir noch

Proposition 3.2.14. Seien S = Spec R, R ein vollstindiger, diskreter Bewertungs-
ring mit endlichem Restklassenkorper und f : X' — X eine S-Galoisiiberlagerung
mit Gruppe G zwischen normalen, integren, relativen Kurven tber S, sowie X, X'
wie bisher. Ferner sei f in der speziellen Faser (genauer in ihren generischen Punk-
ten) von X als rein verzweigt und G als nicht notwendig abelsch vorausgesetzt. Ist f
in einem abgeschlossenen Punkt x’ € X' etal, so ist entweder k(2') = r(f(2')) oder
k(z")/k(f(x")) rein verzweigt.

Beweis. Bezeichne y' die Spezialisierung von z’. Nach dem Reinheitssatz von Zariski-
Nagata ist jeder abgeschlossene Punkt einer irreduziblen Komponente Y’ der speziel-
len Faser von X" in f rein verzweigt. Nach Proposition 3.2.4(ii) ist x(y") = k(f(')).
Andererseits ist {2/} = Spec A C A" fiir eine Ordnung A von x(2') mit Restklas-
senkorper x(y'). Bezeichne Oy, die Maximalordnung von (2’). Dann ist der Rest-
klassenkorper von Oy, gleich £(y'). Denn bezeichne O™ die Maximalordnung der
maximalen, unverzweigten Zwischenerweiterung von (') /k(n). Als abelsche Gruppe
hat A endlichen Index in O,/ und folglich auch ANO™ in O™". Da wir eine Surjek-
tion Spec A — S haben, gilt R = Og C ANO™ C O™. Nun ist Spec(ANO™) — S
etal, also AN O™ regular, insbesondere ganzabgeschlossen und somit AN O™ = O™,
d.h. O™ C A. Da aber O™ und O,y bzw. O™ und A den selben Restklassenkdrper
haben, so auch A und O, .. Daher zeigt x(y") = k(f(y')), daB die Galoisgruppe von
k(z")/k(f(x")) gleich ihrer Trégheitsgruppe ist. O

Abschlieflend geben wir jetzt eine Antwort auf die nach (3.4) gestellte Frage.

Proposition 3.2.15. Sei Sy ein requlires Modell eines globalen Korpers k, S C S,
ein offenes Unterschema und ¢ eine auf S invertierbare Primzahl, so daff k keine
primitive (-te Einheitswurzel besitzt. Auflerdem sei f : X' — Pk eine S-Galoisiiberla-
gerung mit abelscher (-Gruppe G und einem tiber S fast etalem Verzweigungsdivisor
D = D(f). Ferner sei Dy = D xgk und x € P}\Dy ein abgeschlossener Punkt.
Bezeichne v { € einen abgeschlossenen Punkt von S. Ist {x} C PY idber v etal und
{2} xsk(v) ¢ Dxgr(v), sowie fiir jedes Urbild 2’ € f~'(x) die Stelle v in r(x')/r(x)
unverzweigt, so ist f entlang der Faser tiber v unverzweigt.

Beweis. Sei S, = Spec (557@. Es existiert ein x, € x X k, mit m NnD, =10, wo
D, =D xgS,. Da S, — S ein flacher Morphismus ist, kénnen wir wegen Propo-
sition 3.2.2(vi) und [EGA 1V, 17.7.1(ii)] oder Proposition 3.2.6 o.E. S als lokal und
vollstéandig voraussetzen. Nach Satz 3.2.12 ii) kénnen wir Korollar 3.2.10 (c) auf z,
anwenden und die Behauptung folgt. O
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3.3 Scholziiberlagerungen

Ein Schemamorphismus X L. S heift zusammenhdngend, falls fiir alle s € S die
Faser f~!(s) geometrisch zusammenhéngend ist (vgl. [EGA TV, 4.5.5]). Sei nun S ein
noethersches, integres Schema mit generischem Punkt n und f ein flacher, eigentlicher
Morphismus von endlicher Présentation mit geometrisch reduzierten Fasern. Dann
ist f genau dann zusammenhéngend, wenn die generische Faser X, — 7 es ist [EGA
IV, 15.5.9(ii)].

Sei S wie eben und f : X' — X eine S-Uberlagerung (d.h. f ist ein S-Morphismus
und eine Uberlagerung von X ). Wir sagen f ist eine geometrische S -Uberlagerung,
falls die generische Faser X; — 7 geometrisch zusammenhéngend ist. Notwendi-
gerweise ist auch X, — 7 geometrisch zusammenhéngend [EGA IV, 4.5.4]. Ist f
sogar eine G-Galoisiiberlagerung, so bedeutet das, daf die Komposition m (X,) —
m(X,) — G surjektiv ist. In diesem Fall sagen wir, f sei eine geometrische Ga-
loisiiberlagerung. Ist insbesondere S ein reguldres Modell eines globalen Kérpers,
so ist eine S-Uberlagerung zwischen flachen, eigentlichen, relativen Kurven iiber S
genau dann geometrisch, wenn sie zusammenhéngend ist [EGA 1V, 4.6.3].

Wir kommen nun zu der zentralen

Definition 3.3.1. Sei S ein integres, noethersches Schema, ¢ eine Primzahl und n
eine positive, ganze Zahl. Eine geometrische S-Galoisiiberlagerung f : X’ — X von
(-Potenzgrad zwischen normalen, noetherschen S-Schemata heifit eine ¢"-Scholziber-
lagerung (oder kurz: {"-scholz), falls die beiden folgenden Bedingungen gelten:

(i) der Verzweigungsdivisor D von f auf X ist ein ¢"-Scholzdivisor, und
(ii) f ist in jedem generischen Punkt von D rein zahm verzweigt (s. §3.2).

Bemerkung 3.3.2. Diese Definition verallgemeinert den klassischen Begrift der Schol-
zerweiterung globaler Korper [GJ98, Ser92]. LaBt man némlich in der Definition die
Forderung, da8 die Uberlagerung geometrisch ist, fallen und setzt S = X = Spec Oy,
wo Oy der Ganzheitsring eines Zahlkorpers k ist, so stimmt diese mit der klassischen
Definition fiir Scholzerweiterungen von k iiberein; vgl. [Ser92, Def. 2.1.2]. Wahlt man
andererseits fiir X ein glattes Modell eines globalen Funktionenkorper K, fiir S das
Spektrum des Konstantenkorpers und fiir X die Normalisierung von X’ in einer Ga-
loiserweiterung L/K, so ist L/K genau dann eine regulire Scholzerweiterung, wenn
X" — X eine Scholziiberlagerung im Sinne obiger Definition ist.

Sei k ein globaler Korper und Sy ein reguléres Modell von k, sowie S ein Unter-
schema von Si. Der fiir uns interessanteste Fall einer Scholziiberlagerung ist der, dafl
X eine relative Kurve iiber S mit glatter, geometrisch zusammenhéngender generi-
scher Faser X/k ist. In dieser Situation machen wir die

Definition 3.3.3. Ein geometrische Galoisiiberlagerung X’ — X von ¢-Potenzgrad
heiBt eine ¢"-Scholziiberlagerung iber S (oder kurz: ¢"-scholz iber S), falls es eine
endliche (-reguldre Stellenmenge (Definition 1.3.1) 7" C S und ein reguléres Modell
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X von X iiber 8" = S\ T gibt, so dal X’ — X eine ¢"-Scholziiberlagerung im Sinne
von Definition 3.3.1 ist, wobei X’ die Normalisierung von X’ im Funktionenkorper von
X' bezeichnet. (Man beachte, X’ — X ist nach Proposition 3.2.3 eine geometrische
Galoisiiberlagerung.) T heifit die Ausnahmemenge der Scholziiberlagerung.

Wir denken uns im folgenden zu jeder Scholziiberlagerung f : X’ — X iiber S
eine (-regulére Stellenmenge 7' C S und ein reguléres Modell X" iiber S\ T fixiert. Wir
sagen f ist nur horizontal verzweigt, falls der Verzweigungsdivisor D von X’ — X
auf X keine vertikalen Komponenten besitzt; also D = Dy, gilt.

Ist S das Spektrum eines Korpers, und X/ S eine glatte Kurve, so stimmt diese De-
finition mit 3.3.1 {iberein. Insbesondere ist der fiir uns wichtige Fall einer glatten Kur-
ve iiber einem endlichen Kérper eingeschlossen (s.a. Bemerkung 3.3.2). Uberhaupt
wenden wir Definition 3.3.3 nur in drei Fallen an, ndmlich S = S, S = Spec (’A)sw
oder S = Spec k(v) fiir einen abgeschlossenen Punkt v in Sk.

Proposition 3.3.4. Sei S C Sy ein offenes Unterschema, k ein globaler Kérper wie
eben und f, : X' — X eine geometrische Galoisiberlagerung, T, X und X' wie in
Definition 3.3.3. Bezeichne D den Verzweigungsdivisor von f : X' — X auf X. Die
speziellen Fasern von X bzw. X' iiber einem abgeschlossenen Punkt v von S seien
mit Y, bzw. Y, bezeichnet. Wir betrachten die Aussagen:

(a) f,: X' — X ist eine {"-Scholziiberlagerunyg,
(b) fo: X — X, ist eine "-Scholziiberlagerung,

(c) fo,:Y! =Y, ist eine {"-Scholziiberlagerung.

v

Dann gilt (a) = (b). Sei nun D etal iber v. Ist'Y, reguldr, { aufY, invertierbar und
f diber v nur horizontal verzweigt, so gilt (b) < (c).

Beweis. (a) = (b) Da Spec @Sﬂ, — S flach ist, folgt die Aussage sofort aus Proposi-
tion 3.2.2(vi) und Proposition 3.2.6.

(b) & (c) Setze D, = D x 5 Spec @gm und D, =D, ®p_ k(v). Dann ist D, genau
dann ein ¢"-Scholzdivisor, falls D, ein solcher ist. Die eine Richtung folgt wegen der
Invertierbarkeit von ¢ aus Lemma 3.1.5, die Riickrichtung mittels Hensels Lemma,
da D, Vereinigung von henselschen Ringen ist.

Bezeichne U, die generische Faser von U, = X,\D,. Da D iiber v etal ist, gilt fiir
Vo i=U, ®p, k(v)

7N ~ 77U, xg 5 ~ 7PNV (3.7)

nach [OV00]. Das zeigt, daB eine geometrische Uberlagerung (von p-fremden Grad)
von X, genau dann auBerhalb von U, zahm verzweigt ist, falls die induzierte Uber-
lagerung von Y, auflerhalb von V, zahm verzweigt ist. (Denn ein Punkt von X, ist
genau dann unverzweigt, wenn alle Urbilder in X, in der induzierten Uberlagerung
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unverzweigt sind.) Genauer ist ein Punkt ¢ U, genau dann verzweigt, falls seine
Spezialisierung verzweigt ist.

Es bleibt noch zu zeigen, dafl ein Punkt ¢ U, in einer Zwischeniiberlagerung von
X, — X, genau dann voll zerlegt ist, falls der reduzierte Punkt in der reduzierten
Zwischeniiberlagerung von Y, — Y, voll zerlegt ist. Denn sei z € (X, ), ein abge-
schlossener Punkt, der in einer Zwischeniiberlagerung f/ : X! — X, voll zerlegt ist
und z” ein Punkt iiber x. Bezeichne y bzw. y” die Spezialisierung von x bzw. z”.
Da nach dem bereits Gesagten mit z auch die reduzierte Uberlagerung in y nicht
verzweigt, ist f entlang {x}¢ C X etal. Folglich ist x(z”)/k(z) eine unverzweigte
Korpererweiterung (vgl. Beweis fiir (a) = (¢) von Korollar 3.2.9) und insbesondere
gilt [k(2") : k(z)] = [k(y") : K(y)]. Somit ist z genau dann voll zerlegt, falls das fiir y
der Fall ist.

Damit ist (b) < (c¢) gezeigt. O

Bemerkung 3.3.5. Falls X gute Reduktion besitzt und v ein gewohnlicher Punkt
ist, kann man auf (3.7) verzichten. Nach Voraussetzung an D’ und Lemma 2.1.6
ist v ein gewohnlicher Punkt fiir jede Zwischeniiberlagerung X; von X, — X,. Sei
U; = X; X x, X! mit Reduktion V;. Dann haben wir fiir alle 0 < ¢ < n Isomorphismen

T (U) /= 7" (V)L

Die Richtung (b) = (a) ist im allgemeinen falsch (vgl. Bemerkung 3.2.7). Wéhrend
der Verzweigungsgrad lokal und global in allen verzweigen Punkten iibereinstimmt,
kann global in den verzweigen Punkten ein Restklassenkorpergrad auftreten, der
durch Ubergang zur lokalen Uberlagerung X! — X, aufgezehrt wird.

Erginzung 3.3.6. In der Situation von 3.3.4 gelte zusdtzlich: ist Z eine beliebige
Zwischeniberlagerung von X' — X, (d.h. es existieren Morphismen X' — Z — X,
deren Komposition gleich f, ist) und ist x, € (Ay)o in Z, — X, voll zerlegt, so ist
schon x in Z — X wvoll zerlegt, wobei x das Bild von x, unter der Projektion X, — X
bezeichnet.

Dann gilt (a) < (b), falls f dber S nur horizontal verzweigt ist.

Beweis. Das Beweis lehnt sich an den fiir (b) < (¢) an. Sei A = D xy X und
A, = A®yk,. Wir betrachten wieder die Folge X! = X, ,, = Xy o1 — -+ — X1 —
Xy = X, von Z /E—Uberlagerungen Xy,i — Xyi-1 zwischen normalen, eigentlichen
Schemata fiir 0 < i < n. Entsprechend hat man auch eine Folge X' = X,, — X,,_1 —

- — X7 — Xy = X, von Z/E—Uberlagerungen X; — X,_1 zwischen normalen,
eigentlichen Schemata fiir 0 < i < n. Setze U; = X; xx U bzw. U,; = X, ; xx U,.
Da der generische Punkt gewohnlich ist, gilt

W?b(UZ’) ~ W?b<Uv,i).

Das zeigt, dal ein Punkt z, € X, genau dann in einer Zwischeniiberlagerung von
X! — X, verzweigt, falls sein Bildpunkt # € X in der entsprechenden Zwischeniiber-
lagerung von X’ — X verzweigt. (Da die Galoisiiberlagerung geometrisch ist, gibt
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es eine Bijektion zwischen den Zwischeniiberlagerungen von X’ — X und den von
X! — X,.

Da nach Voraussetzung Punkte z € X, fiir die ein (und damit jeder) Punkt
x, € X, lber x in einer gegebenen Zwischeniiberlagerung 7, — X, vollstédndig
zerlegt ist, selbst schon in Z — X vollstindig zerlegt sind, folgt (b) = (a). O

Konvention: Ist f : X’ — X eine Scholziiberlagerung iiber S C S und X = P},
so sei immer X = P% als gewdhlt angenommen.
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4 Einbettungsprobleme

Wir wiederholen zunéchst einige allgemeine Tatsachen aus der Theorie der Einbet-
tungsprobleme und definieren anschliefend den Begriff des Scholzproblems.

4.1 Definition

Sei I eine proendliche Gruppe.

Definition 4.1.1. (i) Ein Einbettungsproblem &(I1) = &(I1, p, «) fur die Gruppe
IT ist ein Diagramm

IT

s

E—»G
mit proendlichen Gruppen G und E und epimorphen Pfeilen p und a.

(ii) Eine Ldsung eines Einbettungsproblems & (II) ist ein Homomorphismus 1 :
IT — F, sodaBl a0ty = p gilt. Eine Losung heifit eigentlich, falls i) surjektiv ist.

Der Begriff des Einbettungsproblems ist ,,funktoriell“ fiir Homomorphismen ¢ :
[I" — TII. Denn ist &(II) ein Einbettungsproblem fiir II, so induziert ¢ ein Ein-
bettungsproblem ¢*& (II) fiir I, ndmlich ¢*& (1) = (¢*&)(I1', p o ¢,a’), wo E' =
a l(im(p o ¢)) und o’ := «|FE’. Ist andererseits & (II') = &'(I, p/, ') ein Einbet-
tungsproblem fiir II' und besitzt p’ eine Faktorisierung p’ = p o ¢ mit einem Epimor-
phismus p : [ — G, so induziert ¢ ein Einbettungsproblem ¢,&”(Il') fiir I, ndmlich
0.E" (I1') = (98" (11, p, ). Offensichtlich gilt ¢*¢, = id, und ¢.¢* = id, falls po ¢
surjektiv ist. Ferner impliziert jede Losung von &(II) auch eine Losung von ¢*& (1)
und umgekehrt, falls die Losung iiber ¢ faktorisiert.

Wir sind vor allem an Einbettungsproblemen fiir II = 71(X), X ein Schema,
interessiert. Sei insbesondere £ ein globaler Kérper und X ein k-Schema. Die kano-
nische Projektion X, — X induziert einen Homomorphismus ¢, : m1(X,) — m(X).
Sei nun & = &(m(X)) ein Einbettungsproblem fiir 71 (X ). Wir nennen das durch ¢,
induzierte Problem ¢:& (w1 (X)) die Lokalisierung von & an der Stelle v von k, oder
auch kurz ein lokales Einbettungsproblem.

Schlieflich definieren wir noch den Kern eines Einbettungsproblems & = &(I1, p, «)
als Kern & := Kern a. Wir sprechen dann von einem Einbettungsproblem mit abel-
schem, einfachem (etc.) Kern, falls Kern & die entsprechende Eigenschaft besitzt.
Ferner nennen wir & zentral bzw. zerfallend, falls die kurze exakte Sequenz

1—>Kemné - ES5G—1 (4.1)

die entsprechende Eigenschaft besitzt.
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Sei S ein noethersches, integres Schema und X ein S-Schema. Ein Einbettungs-
problem & (7 (X)) = &(m1(X), p, @) heiit geometrisch, falls im(p) die Automorphis-
mengruppe einer geometrischen S-Galoisiiberlagerung X’ — X ist (§3.3). Eine geo-
metrische Lisung eines geometrischen Problems & (71 (X)) ist eine Losung v, so dafl
auch im(v)) eine geometrische Uberlagerung beschreibt.

Abkiirzend schreiben wir & (X) fiir & (m(X)).

4.2 Losungskriterien

Sei & (I1) = &(I1, p, @) ein Einbettungsproblem mit abelschem Kern C'. Dann definiert
die kurze exakte Sequenz (4.1) eine Kohomologieklasse € € H?(G, C) und es gilt die
fundamentale [Hoe68]

Proposition 4.2.1. Das Einbettungsproblem & (I1) besitzt genau dann eine Lisung,
falls p*(e) = 0 gilt, wo p* : H*(G,C) — H*(I1,C) die von p induzierte Abbildung ist.

Die Proposition macht allerdings keine Aussagen iiber die Existenz eigentlicher
Losungen. In einigen Féllen ergibt sich die Eigentlichkeit einer Losung aber zwangs-
laufig.

Lemma 4.2.2. Sei & ein nichtzerfallendes, zentrales Einbettungsproblem mit einfa-
chem Kern. Dann ist jede Losung von & bereits eigentlich.

Bewets. Sei ¢ : I — E eine Losung. Dann gibt es im Bild von v ein nichttriviales
Element e € E, das im Kern von « liegt. Andernfalls enthielte £ eine zu G isomor-
phe Untergruppe und & wire folglich zerfallend, ganz im Widerspruch zur Annahme.
Daraus folgt bereits die Behauptung, denn mit e liegt auch die davon erzeugte Unter-
gruppe im Kern. Letzterer ist nach Voraussetzung abelsch und einfach, besitzt also
keine echten Untergruppen. Folglich erzeugt e schon den ganzen Kern. O

Ferner gilt

Lemma 4.2.3. Sei k ein Korper und X ein integres k-Schema. Fir jedes micht-
zerfallende, geometrische FEinbettungsproblem &(X) mit einfachem Kern sind alle
ergentlichen Lésungen geometrisch.

Beweis. Nehmen wir an, es gébe eine nicht-geometrische Losung. Da die Losung ei-
gentlich ist, gehort zu ihr ein Uberlagerungsturm X” — X’ — X mit X’ geometrisch
zusammenhdngend, X” nicht geometrisch zusammenhéngend und Aut(X”/X') ~
Kern &. Bezeichne k(X), usw. den Funktionenkérper von X, usw., und k den al-
gebraischen Abschlufl von &k in k(X"”). Da k in k(X’) algebraisch abgeschlossen ist,
sind k und k(X') iiber k linear disjunkt. Folglich ist k(X") ~ k(X') @ k, also
Aut(X"/X) ~ Aut(X'/X) x Aut(X”/X'), und das Einbettungsproblem ist im Wi-
derspruch zur Annahme zerfallend. O

Zusammenfassend erhalten wir
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Korollar 4.2.4. Sei k ein Korper, X ein integres k-Schema und &(X) = (m(X), p, @)
ein nichtzerfallendes, geometrisches, zentrales Finbettungsproblem mit einfachem Kern.
Dann besitzt &(X) eine eigentliche, geometrische Losung, falls p*(e) = 0 gilt.

Wir betrachten nun zerfallende Einbettungsprobleme.

Proposition 4.2.5. Sei K ein Kérper von endlichem Typ. Jedes (geometrische)
zerfallende, zentrale Einbettungsproblem &(K) mit einfachem Kern besitzt eine ei-
gentliche (geometrische) Lisung.

Beweis. Bezeichne C' den Kern von &(K), ¢ die Ordnung von C' und r den ¢-Rang
des maximalen elementar-abelschen Quotienten von G = im p. O.E. ist K unendlich.
Dann ist K hilbertsch [FJ86, Prop. 12.10] und nach Saltman [Sal82] existiert eine
reguliire Galoiserweiterung L/K mit Gal(L/K) = C"*'. Bezeichne M den Fixkérper
von Kern p, also M /K galoissch mit Gruppe G. Nach Konstruktion besitzt L einen zu
M iiber K linear disjunkten Zwischenkérper L mit Galoisgruppe C. (Alle Operatio-
nen seien in einem festen algebraischen Abschlufl von K, der M enthilt, ausgefiihrt.)
Das Kompositum LM ist dann eine Galoiserweiterung von K mit Galoisgruppe C'x G
und nach Voraussetzung isomorph zu E. O

4.3 Scholzprobleme

Bezeichne k entweder einen globalen, lokalen oder endlichen Koérper und Sy im jewei-
ligen Fall entweder ein reguléres Modell von k, Spec O, wo Ok fiir den Ganzheitsring
des lokalen Korpers k steht, oder Speck. Bezeichne S ein reduziertes, offenes Unter-
schema von Sj.

Als reguldres Modell von P} iiber S sei P4, fixiert. Sei nun Y — P eine Galoisiiber-
lagerung. Dann liefert die Normalisierung ) von Py im Funktionenkérper von Y eine
Galoisiiberlagerung ) — Pk mit ) XpL P. = Y, die Ausdehnung entlang S. Auf
diese Weise sei im folgenden jeder Uberlagerung von P} automatisch schon immer
ihre Ausdehnung auf P} beigestellt. Sind die entsprechenden Verzweigungsdivisoren
mit A bzw. D bezeichnet, so haben wir eine Zerlegung D = Dy, + Dyer (3.3), und
es gilt A = Dyor Xpt P

Bezeichne nun A ein reduziertes, abgeschlossenes Unterschema von Py.

Definition 4.3.1. Sei n eine positive, ganze Zahl und ¢ eine Primzahl. Ein ¢"-
Scholzproblem .7 (k, A) fiir A iiber S ist ein Einbettungsproblem & (m;(PL\A), p, «)
mit folgenden Eigenschaften:

(1) die Ausdehnung, der durch p : 7 (P{\A) — G beschriebenen Uberlagerung, auf
IP%]k ist eine ¢"-Scholziiberlagerung,

(2) a: E — G ist ein Epimorphismus von endlichen ¢-Gruppen,

(3) Kerna ist zentral in £ und von Ordnung ¢, und
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(4) der Exponent von FE ist kleiner oder gleich ¢".

Die Ausnahmemenge T' C Sy der Ausdehnung von p heifit die Ausnahmemenge von
Z(k,A). Eine Scholzlésung von . (k, A) ist eine eigentliche, geometrische Losung
von &, deren Ausdehnung eine ¢™-Scholziiberlagerung von ng mit Ausnahmemenge
T beschreibt.

Ergibt sich der Korper k aus dem Kontext, so schreiben wir .#/(A) anstelle
Z(k,A). Nach Definition ist ein Scholzproblem ein geometrisches Einbettungspro-
blem. Die Diskussion in §4.2 zeigt, dal ein nichtzerfallendes Scholzproblem genau
dann eine eigentliche, geometrische Losung besitzt, falls p*(e) = 0 gilt. Die Existenz
von Scholzlosungen 148t sich nicht so leicht entscheiden.

Ferner sind Scholzprobleme mit Lokalisierung vertréglich; es gilt ndmlich

Lemma 4.3.2. Sei k ein globaler Kérper, &/ (k,A) ein £"-Scholzproblem mit Aus-
nahmenmenge T und v ¢ T eine Stelle von k. Dann ist die Lokalisierung . (k,, Ay)
von . (k, A) wieder ein ("-Scholzproblem.

Beweis. Das folgt aus der Definition von &(P; \A,) und Proposition 3.3.4. O

Der Funktionenkérper von Pi sei mit K bezeichnet. Dann induziert jedes £"-
Scholzproblem . (k, A) vermittels des Epimorphismus Gx — 71(PL\A) ein Ein-
bettungsproblem fiir G . Dieses bezeichnen wir trotz des Notationsmifbrauchs mit
Z(Gk), um zu betonen, daB die zu dem Einbettungsproblem gehorige Uberlagerung
eine Scholziiberlagerung ist.
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5 Scholzprobleme iiber verschiedenen Grundkor-
pern

Wir wollen nun die Losbarkeit und spezieller die Existenz von Scholzlésungen fiir
Scholzprobleme mit lokalem oder endlichem Grundkérper untersuchen. Letzterer Fall
ist mittlerweile klassisch und geht im wesentlichen auf Scholz zuriick. Wir zeigen, dafl
sich die Argumente aus dem Fall eines endlichen Grundkorpers auf den Fall eines
lokalen Grundkorpers verallgemeinern lassen. Aus diesem Grund geben wir hier eine
Darstellung des klassischen Falls, die diese Parallelen verdeutlicht. Schliellich geben
wir Bedingungen fiir die Existenz von Scholzlosungen bei lokalem Grundkdérper an.

5.1 Scholzprobleme iiber endlichen Kérpern

Bezeichne F einen endlichen Koérper der Charakteristik p und k& den Funktionenkorper
von X = PPL. Sei A ein reduziertes, abgeschlossenes Unterschema von X. Wir betrach-
ten ein ¢"-Scholzproblem .7 (F, A):
T (X\A)
lp (5.1)
1 C E———G 1.

Fiir jeden Divisor A’ O A auf X bezeichne .#(F,A’) das durch m(X\A") —
m1(X\A) induzierte Scholzproblem.
Dann gilt

Proposition 5.1.1. Enthdlt k keine primitive (-te Finheitswurzel, so besitzt jedes
nichtzerfallende €"-Scholzproblem .7 (F, A) eine eigentliche, geometrische Ldsung.

Besitzt k eine primitive (-te Einheitswurzel und ist s : SpecF — X\A ein Schnitt,
xo = s(SpecF), so besitzt noch das induzierte Scholzproblem . (F, A U {x¢}) eine
ergentliche, geometrische Losung.

Beweis. Sei A = A U {x,}, falls k eine primitive /-te Einheitswurzel enthélt und
A = A andernfalls. Wir zeigen zuerst, daB das durch Speck — X \A induzierte
Einbettungsproblem .#(k) eine Losung besitzt, und dann, dafl (k) auch eine solche
Losung besitzt, die iiber m;(X\A) faktorisiert.

Wir betrachten .7 (k). Nach Korollar 4.2.4 reicht es p*(¢) = 0 in H*(k,C) zu zei-
gen. Wegen cd, Gi(p) = 1 [Ser94] sei 0.E. £ # p = ch(k). Andererseits reicht es nach
dem klassischen Hasseprinzip [NSW00, 9.1.8], die durch Spec k, — Spec k induzierten
Einbettungsprobleme zu 16sen. Solch ein lokales (scholzsches) Einbettungsproblem
liest sich dann wie folgt:




wobei G, die Zerlegungsgruppe einer Fortsetzung von v in G ist. Bezeichne [, die
absolute Tréagheitsgruppe in Gy, . Fiir diejenigen Stellen v, an denen das lokale Ein-
bettungsproblem nicht zerféllt, unterscheiden wir zwei Félle:

i) pu(I,) = 1: Dann faktorisiert p, iiber Gy, /I, ~ Z und besitzt offensichtlich eine
Liftung nach FE,,.

ii) po(L,) = Gyt Sei ki, = (k,)¥em P, Dann ist &/, ~ k,(“V/t) fiir ein m > 0 und eine
Uniformisierende ¢ von k,. Wegen der Scholzbedingung (Definition 4.3.1(3)+(4))
enthédlt k, eine primitive ¢"-te Einheitswurzel, und es gilt m < n. Also ist
k;v(eer\l/f) /k, eine Galoiserweiterung mit Gruppe E,, die gesuchte Losung.

Das zeigt die Existenz einer Losung .

Es bleibt zu zeigen, daB sich ¢ zu einer Losung 1), die iiber 71 (X\A) faktorisiert,
abandern 1a8t. Sei v € Ram(v)\A. Dann ist p(,) = 1, also induziert ¢ eine Abbil-
dung |7, : [, — C ~ Z/{. Folglich reicht es eine Abbildung o : (X \(Ram(¢) U
A)) — C mit 9|;, = 1|y, fiir v € Ram(1))\A zu konstruieren. Denn, da C' abelsch
ist, ist ¥~ ein Homomorphismus, und es gilt 9=14|;, = 97|}, - 9|;, = 1 und somit
Ram (9~ '4) C A. Folglich ist 1) = 914 eine Losung mit den gewiinschten Eigen-
schaften. Die Existenz von ¢ folgt fiir ¥ = Ram(¢))\A und vy die zum Punkt x,
gehorige Stelle aus dem folgenden Lemma 5.1.2. O

Lemma 5.1.2. Sei { eine ungerade Primzahl und entweder k = Q oder k = F(t)
mit ch(k) # (. Bezeichne 3 eine endliche Stellenmenge von k (mit ¥ N X = 0 fiir
k=Q). Ist k =F,(t) und ¢|(qg — 1), so setzen wir X' = XU {vg} mit einer beliebigen
Primstelle vy vom Grad 1, ansonsten sei X' = 3. Dann gibt es eine Surjektion

H' (ks [k, Z/0) - @D H'(1,, Z/0),

wobei I, die absolute Trdgheitsgruppe von v in Gy, bezeichnet.

Bewers. Sei zunéchst k ein globaler Kérper k£ mit Ganzheitsring Oy und im Funktio-
nenkérperfall oo eine Primstelle vom Grad 1, der sog. unendlich ferne Punkt. Weiter
bezeichne U! fiir eine Stelle v von k und ¢ > 0 die i-te Einseinheitengruppe von k,.
Ein Erkldrungsmodul m = (m(v)), fiir k ist eine Zuordnung einer nicht-negativen,
ganzen Zahl m(v) zu jeder Stelle v von k, so daf§ fast alle m(v) gleich Null sind. Die
ideltheoretische Fassung der Strahlklassengruppe zum Modul m 1&8t sich beschreiben
durch das folgende kommutative Diagramm mit exakten Zeilen und Spalten:
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0——— K1(Oy) Ky (k) E?OZ Pic(Or) ——0
0— @V D Kk /U DT 0 (5.2)
0 o Con(k) Dz 0

0 0 0

Sei nun k& wie im Lemma. Dann ist Pic(Oy) = 1 und

Letztere Aussage folgt fiir £ = Q aus Dirichlets Einheitensatz und im Funktio-
nenkérperfall (k= F,(¢)) nach Quillen aus

KO/~ K\(F) /0~ T)(q— 1) @ L0 ~ py(k).

Enthélt & keine primitive (-te Einheitswurzel, so ist folglich Hom(K;(Oy),Z/l) ~
(K1(Ok)/0)* = 0. Andernfalls ist nach Voraussetzung k = F,(¢) und v, eine Primstelle
vom Grad 1. Dann gilt Hom (K (Oy), Z /() = Hom(K;(F,),Z/¢) = Hom(U,, /U, ,Z/{).
Bezeichne nun m einen Modul mit Trager ¥/, d.h. m(z) = 0 fir z ¢ ¥’, und
m(vg) = 1, falls ¥’ # . Aus (5.2) erhalten wir die exakte Sequenz

0 — Hom(Qum, Z/¢) — @ Hom(U} /U™, Z/¢) — Hom(K:(Oy), Z/1),
veX!
die nach dem vorher Gesagten die [somorphie
Hom(Q,,, Z/0) ~ @Hom(US/U;"(”), Z]0)
veEY
liefert. Da andererseits wegen m(oo) = 0 die kurze exakte Sequenz der Kokerne in

(5.2) spaltet, erhalten wir die exakte Sequenz

0 — Hom(Z, Z/¢) — Hom(Cy(k), Z/t) — @5 Hom (U /U™, Z/¢) — 0.
vEY
Durch Ubergang zum direkten Limes iiber alle m mit Triger ¥ wie oben folgt wegen

HY (ks [k, 7)) ~ lim Hom(C),(k),Z/{) jetzt die Behauptung. O
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Im Gegensatz zu Proposition 5.1.1 kann man fiir zerfallende Scholzprobleme nicht
erwarten, keinen zusétzlichen Verzweigungspunkt zu bendtigen. Dafl jedoch ein einzi-
ger zusitzlicher Verzweigungspunkt, dessen Grad man sogar noch vorschreiben kann,
ausreicht, und daf§ fiir diesen Verzweigungspunkt dann schon eine Scholzlésung exi-
stiert, zeigt
Proposition 5.1.3. Ist ¢ # p = ch(FF), so gibt es fiir jedes zerfallende €™-Scholzpro-
blem #(F,A) unendlich viele abgeschlossene Punkte x € (X\A)o, so daff [k(z) :
F| = dm, mit d = [F((m) : F] teilerfremd zu m, gilt, insbesondere also k(x) keine
primitive ("' -te Binheitswurzel enthilt, und das induzierte Problem . (F, AU {z})
eine Scholzlosung besitzt.

Fiir ¢, ¢ k ist das ein Spezialfall von

Satz 5.1.4. Sei F = F, der endliche Korper mit g = p™ Elementen und ¢ eine Prim-
zahl mit € 1 (¢ — 1)q; d.h. insbesondere besitzt k keine primitive (-te Einheitswurzel.
Seid = [Fy(¢m) : Fy|. Fiir jedes €"-Scholzproblem . (F,, A) existieren unendlich viele
abgeschlossene Punkte v = (X\A)o, so daf$ deg(x) = [k(z) : F] = dm mit d teiler-
fremd zu m gilt, und .7 (F,, AU{x}) eine Scholzlisung besitzt. Insbesondere existiert
ein abgeschlossener Punkt vom Grad dm, falls dmlogq > N(£,n) := 41log(8¢"(2+n))
gilt.

Beweis. [GJ98, Thm. 9.1]. O

5.2 Scholzprobleme iiber lokalen Kérpern

Wir wollen die Ergebnisse aus §5.1 auf £"-Scholzprobleme iiber lokalen Grundkérpern
itbertragen. Weil wir durchweg ¢ # 2 annehmen, sind die Probleme nur bei nicht-
archimedischen Grundkorpern nicht trivial. Der Vollsténdigkeit halber erwédhnen wir
auch den Fall archimedischer Grundkorper, womit wir beginnen.

5.2.1 Archimedische Korper

Sei also k ein archimedischer, lokaler Kérper, d.h. k = R oder k = C, und X = Pj.
Wir betrachten zuerst den Fall £ = C. Der ist besonders einfach, denn m;(X\A)
ist fiir alle nichtleeren, abgeschlossenen Unterschemata A von X eine freie proendli-
che Gruppe. Daher ist insbesondere jedes Einbettungsproblem mit abelschem Kern
losbar.
Sei jetzt kK = R. Dann haben wir die Spektralsequenz
EY = HP(C/R, Hi(m (X \A),C)) = HP™(m (X \A),O).
Daraus folgt fiir 2 1 #C
H*(m(X\A),C) ~ H*(m (X \A), 0)%/® =0

und also ist jedes Einbettungsproblem mit abelschem Kern ungerader Ordnung iiber
R 16sbar. Zusammenfassend gilt

64



Lemma 5.2.1. Sei U ein affines Unterschema von P}, und k ein zusammenhingen-
der, lokalkompakter Korper. Dann ist jedes Finbettungsproblem fir m (U) mit abel-
schem Kern ungerader Ordnung ldsbar.

5.2.2 K-Theorie und héherdimensionale Klassenkorpertheorie

Wir wiederholen die Aussage der Klassenkorpertheorie fiir Kurven iiber lokalen Kor-
pern nach K. Kato und S. Saito [KS83]. Die wesentlichen Bausteine dieser zweidi-
mensionalen Klassenkorpertheorie sind die milnorschen K-Gruppen K, é” , ¢ > 0. Sie
werden fiir einen beliebigen Korper F' definiert durch

KY(F)=17, KM(F)=F* und
KM(F)=F*®---@F*)/J firq>2,

q

g-mal

wobei J diejenige Untergruppe des Tensorprodukts bezeichnet, die von Elementen
a ® - ag, ai,...,a; € F*, mit a; + a; = 1 fiir Indizes ¢ # j erzeugt wird. Die
Nebenklasse a3 ® - - - ® a, + J wird mit {ay, ..., a,} bezeichnet. Dadurch erhalten wir
auch eine Abbildung
{, }: K)'(F)® K} (F) — K (F)
{ay,...;ap} @ {br,..., b} — {a1,...,ap, b1, ..., b}

Auf diese Weise bekommt KM (F) = @, ., K" (F) eine Ringstruktur und heiBt der
Milnorring von F'.

Fiir einen Ring R bezeichne K, (R) die ¢-te quillensche K-Gruppe von R [Qui73].
Es ist bekannt, daf es fiir alle ¢ kanonische Homomorphismen KM (F) — K (F) gibt,
die fiir ¢ < 2 sogar Isomorphismen sind. Wir werden daher im folgenden K é\/[ (F) und
K,(F) fir ¢ <2 immer stillschweigend miteinander identifizieren.

Sei nun F ein diskret bewerteter Kérper mit Restklassenkorper F, Ganzheitsring
Or und maximalem Ideal m. Die Gruppe der ¢-ten Einseinheiten wird gegeben durch
UM .= Kern(Of — (Op/m')) fiiri > 0. Es gilt U = U®) = Of. In [Kat79] definiert
Kato fiir ¢ > 1 eine Filtration (UK} (F));>o auf K} (F) wie folgt. Setze

U'KM(F) = im (U<i> o KM (F) L g (F))
fir 7 > 1 und
U'KM(F) = im(U@ eUu L KqM(F))
g-mal

Aus der Definition folgt sofort, dafl wir eine absteigende Filtration erhalten.
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Proposition 5.2.2. Mit den Bezeichnungen wie bisher gilt:
(i) Kg'(F)/UN KN (F) ~ KN (F) JUPKQN(F) ® UK (F) [ UK (F),
(ii) K'(F)JUK)! (F) ~ K31, (F),

(iii) U'K)(F)/U'KM(F) ~ KM (F).

Beweis. Das ist ein klassisches Ergebnis und folgt aus [BT73, Ch. I, Prop. 4.3].
Um etwas préziser zu sein, bezeichne v die diskrete Bewertung von F' und sei ¢ = 2
(das ist der spéter fiir die Anwendung wichtige Fall). Dann existiert eine Abbildung

9, : Ky(F) — F~
via)v av(b)
{a,b} > (—1)v@v® (bv(a))

das sog. ,zahme Symbol“. Man rechnet sofort nach, daf§ U°K,(F) C Kernd, gilt
und 9, surjektiv ist. Ferner liefert fiir @ € F die Zuordnung @ — {a,7}, wo a ein
Vertreter in einem multiplikativen Repréasentatensystem und 7 eine Uniformisierende
von F bzgl. v ist, einen Schnitt. Daraus folgt (i) und (ii). Um (iii) einzusehen, fithrt
man dieselbe Art Untersuchung fiir die Reduktionsabbildung

KM(F) — KM (F)
{ai,...,a,} — {a1,...,a4},
wo @; := a; +m, durch. ]
Um spéter darauf Bezug nehmen zu kénnen, beweisen wir jetzt noch

Proposition 5.2.3. Sei k ein nicht-archimedischer, lokaler Kérper und m eine
natirliche Zahl, prim zur Charakteristik. Dann ist

Ky (k) /m = pun (K),
wobei (k) die Menge der m-ten Finheitswurzeln in k bezeichnet.

Beweis. Nach [MS83] und lokaler Tate-Dualitét [NSWO00, 7.2.6] haben wir einen Iso-
morphismus

Koy(k) /m = H2(k, Z/m(2)) = ((Z/m(=1)%)" = (k). =

Bemerkung 5.2.4. Eine genauere Kenntnis von K5(k) hat man durch den Satz von
C. Moore [Moo68], demzufolge

K(k) = mEs(k) @ i (k)

gilt, wobei m die maximale Ordnung einer in k enthaltenen Einheitswurzel und
mKy (k) eindeutig dividierbar ist.
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Wir beginnen nun die Klassenkorpertheorie fiir Funktionenkorper von Kurven
iiber lokalen Kérpern zu beschreiben. Sei dazu aber zunéchst K ein vollstéandiger,
diskret bewerteter Korper, dessen Restklassenkorper ein lokaler Korper ist (z.B. K =
Q,((%))). Solche Korper heilen auch zweidimensionale lokale Korper, oder einfach 2-
lokale Korper. Entsprechend definiert man induktiv n-lokale Kérper. Fiir diese Kérper
hat Kato in [Kat79] eine Klassenkorpertheorie bewiesen.

Satz 5.2.5 (Kato). Sei K ein n-lokaler Korper.
i) Es gibt einen Gruppenisomorphismus H'(K,Q/Z) ~ Hom.;(KM(K),Q/Z), wo-

bei Hom.; die Menge der stetigen Homomorphismen von endlicher Ordnung be-
zeichnet. Fiir die Definition der Topologie auf KM (K) siehe loc. cit..

ii) Sei ¢ € HY (K,Q/Z). Die zu & gehirige Erweiterung von F ist genau dann
unverzweigt, wenn der von & induzierte Homomorphismus KM(K) — Q/Z die
Gruppe U KM (K) annulliert.

Es sei darauf hingewiesen, dafl dieser Satz eine natiirliche Verallgemeinerung der
klassischen Klassenkorpertheorie fiir lokale Korper darstellt. Sei nun K der Funktio-
nenkdrper einer glatten, eigentlichen und geometrisch zusammenhéingenden Kurve
X {iiber einem nicht-archimedischen, lokalen Korper k, sowie A der Ganzheitsring
von K. Da A D k ein Dedekindring ist, definieren wir — Vorbild nehmend an der
Klassenkorpertheorie fiir globale Korper — eine Idelklassengruppe fiir K. Fiir einen
abgeschlossenen Punkt z € X bezeichne K, die z-adische Komplettierung von K.
Diese ist ein 2-lokaler Korper. Ein Modul m auf X ist eine Familie (m(z)), von nicht-
negativen, ganzen Zahlen m(z) fiir jeden abgeschlossenen Punkt z von X, die fast
alle Null sind. Damit definieren wir

zeXo

und setzen C,,(K) gleich dem Kokern von Ky(K) — I,,(K) unter der Diagonalein-
bettung. C,,(K) wird mit der feinsten Topologie versehen, so daf die kanonischen
Abbildungen K5(K,) /U™ Ky(K,) — C,,(K) fiir alle z € X stetig sind. Schlieflich
setzen wir C'(K) = lim  C,(K) und versehen es mit der Topologie des projektiven
Limes. Dann gilt

Satz 5.2.6. Es gibt einen Epimorphismus H'(K,Q/Z) — Hom,;(C(K),Q/Z). Die-
ser ist sogar ein Isomorphismus, falls X gute Reduktion besitzt.

Beweis. [KS83, Ch. I, Thm. 6] O

Als Anwendung beweisen wir jetzt Lemma 5.1.2 fiir rationale Funktionenkorper
iiber lokalen Kérpern k. Dazu wihlen wir einen k-rationalen Punkt von X = Pj, den
wir mit oo bezeichnen und als den unendlich fernen Punkt ansprechen. Diese Wahl
bestimmt dann ein affines Unterschema A} = Spec k[t]. Bezeichnet schliefilich K den
Funktionenkorper von X, so gilt
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Satz 5.2.7. Sei { eine ungerade Primzahl und k ein nicht-archimedischer, lokaler
Korper mit von £ verschiedener Charakteristik. Bezeichne A C P} eine endliche
Menge abgeschlossener Punkte mit oo ¢ A und 2y € (PL\A)(k) einen k-rationalen
Punkt. Enthdlt k eine primitive (-te Einheitswurzel, so setzen wir A" = A U {2},
ansonsten sei A' = A. Dann ist fir U = Pp\A’

H'(U,Z/t) - @ Hom,(K>(r(2)), Z/¢)
zZEA
surjektiv. Insbesondere hat man einen Epimorphismus
H' (K, Z/t) » €D Homes(Ks(k(2)),Z/0).
z€(Ph)o

Beweis. Fiir den Modul m = (m(z)) auf X mit m(z) =1, falls z € A’, und m(z) = 0
sonst, betrachten wir das folgende kommutative Diagramm mit exakten Zeilen und
Spalten:

0
X

0 ——— K (k[t]) K, (K) © =) _,,

ZE(Ak)o
11— © VUMY @ K(K)/UmP @ k() (53)

2€(P})o zE(IPl)O z€(Py)o

0 Qm Chn(K) K(00)* —— 0
0 0 0

Die Exaktheit der ersten Zeile ergibt sich aus der Lokalisierungssequenz fiir Dede-
kindringe [Qui73, §5]. Die der mittleren Zeile folgt aus Proposition 5.2.2. Da k von ¢
verschiedene Charakteristik besitzt, sind alle Gruppen U'Ky(K,) (-dividierbar, und
es gilt insbesondere

HY(U,Z/¢) ~ Hom,;(C,, (k(t)), Z/0); (5.4)

vel. [KS83).
Nach Proposition 5.2.2 gilt fiir alle 2 € P} die Isomorphie U°/U™®) ~ K,(k(z)).
Daher erhalten wir aus (5.3) die exakte Sequenz

0 — Home(Qm, Z/¢) — @D Homes(Ka(k(2)), Z/0) — Homes (Ks(k(t]), Z/(). (5.5)

zEA!
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Wegen Ky (k[t]) ~ Ka(k) [QuiT3, §6] zeigt Proposition 5.2.3
K(k[t]) /€ = Ka(k) /€ == pug(k).

Enthélt k eine primitive /-te Einheitswurzel, so gilt fiir den k-rationalen Punkt 2, die
Isomorphie U /U™) & 7 /¢ ~ K,(k[t])/{. Folglich liefert (5.5) einen Isomorphismus

Homey(Qm, Z/t) ~ @) Hom,y (K»(k(2)), Z/1).
zEA
Wegen m(oo) = 0 spaltet die kurze exakte Sequenz der Kokerne in (5.3) und
folglich ist die kanonische Abbildung Hom,;(C,,(k(t)),Z/¢) — Hom,f(Qm,Z/{) ein
Epimorphismus. Daraus folgt die Behauptung. O

5.2.3 Nicht-archimedische Korper

Sei nun k ein nicht-archimedischer, lokaler Korper, d.h. eine endliche Erweiterung
von Q, oder F,((t)). Bezeichne Oy den Ganzheitsring von k und sei S := Spec Oy.
Wir setzen X = P, und X = P§. Die spezielle Faser von X" sei mit Y bezeichnet.
Ferner bezeichne [ die absolute Tragheitsgruppe in Gy.

Sei .7 (k, A) ein ¢"-Scholzproblem. Fiir jeden Divisor A" O A auf X bezeichne
S (k,A") das durch m(X\A’) — 71 (X\A) induzierte Scholzproblem.

Proposition 5.2.8. Sei ¢ eine auf S invertierbare Primzahl. Enthdlt k keine pri-
mitive (-te Finheitswurzel, so ist jedes ("-Scholzproblem .7 (k,A) = (m(X\A), p, @)
losbar.

Besitzt k eine primitive (-te Einheitswurzel und ist s : Speck — X\A ein Schnitt,
xo = s(Speck), so ist immerhin noch das induzierte Scholzproblem . (k, AU {zo})
losbar.

Beweis. Nach Proposition 4.2.1 kénnen wir . (X \A) o.E. als nichtzerfallend anneh-
men. Bezeichne K den Funktionenkorper von X. Wir zeigen zunéchst, dafl das durch
Spec K — X\A induzierte Scholzproblem . (K) eine Losung besitzt. Da X nach
Voraussetzung geometrisch zusammenhéngend ist, ist die kanonische Restriktionsab-
bildung
H*(K,Kern.?) — H H*(K,,Kern.?),
z€Xo

wobei K, den Quotientenkorper von (’A)X,x bezeichnet, injektiv ([Pop88, Thm. 3.7 +
Thm. 4.1] und [Sai86, Thm. 9.2], falls ch(k) # 0). Demnach reicht es zu zeigen, dafl
fiir alle x € X, das durch Spec K, — Spec K induzierte lokale Einbettungsproblem
S (K,) 16sbar ist.

Sei nun also x € X, beliebig, bezeichne D = m C X die Ausdehnung von z und
y € X die Spezialisierung von z. Dann liest sich .%(K,) wie folgt:




Sei wieder 0.E. .7 (K,) nichtzerfallend. Wir sagen p bzw. p, ist in x verzweigt bzw.
unverzweigt, falls das fiir die zu p gehorige Galoisiiberlagerung f von X (s. Konven-
tion §3.3) der Fall ist. Es gibt drei Fille zu unterscheiden.

—Kern p,.

1) Wir nehmen zunéchst an, p sei in = verzweigt. Sei L, = K, . Nach den
Scholzbedingungen ist dann L,/K, total zahm verzweigt, also L, = K,( V1) fiir
eine Uniformisierende ¢ von K, und m < n. Folglich ist K,( ”H\l/z_f) eine gesuchte
Galoiserweiterung.

2) Sei nun p als unverzweigt entlang D angenommen. Dann ist p in y unverzweigt
und nach dem Reinheitssatz von Zariski-Nagata insbesondere auch entlang Y. Uber-
dies schneitet D nicht den Verzweigungsdivisor von f. Somit zeigt Korollar 3.2.13,
daB p, iiber G, — m (y) faktorisiert. Wegen m (y) ~ Z, zeigt das die Existenz einer
Losung.

3) Es bleibt nun noch der letzte Fall zu betrachten, ndmlich daf§ p unverzweigt in
x, aber verzweigt in y ist. Dieser Fall tritt ein, falls entweder f in der speziellen Faser
Y von X verzweigt ist, oder D den Verzweigungsdivisor von f in y schneidet. Da es
fiir das Verhalten von f entlang D keine Rolle spielt, welche der beiden Ursachen
zutrifft, nehmen wir o.E. f als in Y verzweigt an. Nach Voraussetzung geniigt f den
Scholzbedingungen, ist also rein verzweigt in Y. Somit zeigt Proposition 3.2.14, dafl
in der nach Voraussetzung existierenden Zerlegung

Gk,
Pz GH(:E)
pa
G

p wieder die Scholzbedingungen erfiillt, d.h. entweder unverzweigt oder total ver-
zweigt ist. Folglich besitzt p, und daher auch p, eine Liftung. Das folgt entweder
indem man die Argumente aus i) und ii) fiir g, wiederholt oder aus dem Beweis von
Proposition 5.1.1.

Zusammenfassend erhalten wir eine Losung ¢ von .7 (K). Sei A = AU {x,}, falls
k eine primitive (-te Einheitswurzel enthilt, und ansonsten A = A. Es bleibt noch zu
zeigen, daB auch eine Losung ¢ von . (K), die nur entlang A verzweigt ist, existiert.
Dafiir gehen wir wie in Proposition 5.1.1 vor. Wie dort bereits gezeigt wurde, reicht
es eine Abbildung 9 : m (X\(Ram(¢)) UA)) — C mit 9|;, = ¢|;, fiir € Ram(y)\A
zu konstruieren, wobei [, die absolute Tréagheitsgruppe im Punkt x bezeichnet. Die
Existenz von ¢ folgt aus Satz 5.2.7, und also ist ¢ = 914 eine gesuchte Losung.

Damit ist die Proposition bewiesen. O

Wir wollen nun der Frage nachgehen, wann . (k, A) eine Scholzlésung besitzt.
Wie der Leser bereits vermuten mag, ist die Frage hier komplizierter als im Fall ei-
nes endlichen Korpers. So stellt man fest, dafl sich der Beweis von Satz 5.1.4 nicht
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iibertragen 1a3t. Der Hauptgrund dafiir liegt in dem Nichtvorhandensein eines tsche-
botareffschen Dichtigkeitssatzes fiir X = P}. Wenn man Scholzlésungen schon nicht
direkt iiber X konstruieren kann, so ist es aber vielleicht moglich, Scholzlésungen
iitber Y zu Scholzlésungen iiber X zu liften? Das ist was wir jetzt zeigen wollen.

Entscheidendes Hilfsmittel dafiir ist die grothendiecksche Theorie der Speziali-
sierungsabbildung. Wir nennen im folgenden einen Divisor D auf &X' etal, falls die
Komposition D — X — S etal ist. Wir sagen ein Divisor A auf X ist etal iiber S,
falls sein Abschluf} in X etal ist.

Satz 5.2.9. Bezeichne Y die spezielle Faser von X = Py und sei D ein etaler Divisor
auf X. Wir setzen D =D xxY bzw. A =D xy X. Dann kommutiert das Diagramm

1— 7"V (Y\D) —— = (Y\D) G 1

| | ]

1 *MT??,)(X—\A) —— i (X\D) —— m(S) —— 1,

besitzt exakte Zeilen und alle vertikalen Pfeile sind Isomorphismen. Hierbei bezeichnet
7 (Z) den Quotienten von w,(Z) nach dem Kern von w(Z) — 7T§p)(7).

Beweis. Da D nach Voraussetzung etal und insbesondere horizontal ist, existiert nach
Hensels Lemma ein Schnitt s : S — X\D, X = PL. Daher diirfen wir [SGA 1, XIIT
Prop. 4.3] anwenden, woraus die Exaktheit der Zeilen folgt. Die Kommutativitéit des
Diagramms folgt aus der des rechten Quadrats, welche ihrerseits aus Funktorialitats-
griinden gegeben ist. O

Damit beweisen wir jetzt

Satz 5.2.10. Sei ¢ eine auf S invertierbare Primzahl und A ein tiber S etaler Divi-
sor auf X = P}. Ferner enthalte k keine primitive {-te Einheitswurzel. Dann existiert
fiir jedes €"-Scholzproblem . (k,A) = (m1(X\A), p, ), so dafi p entlang der spezi-
ellen Faser unverzweigt ist, unendlich viele iiber S etale Divisoren A" D A, so dafl
das induzierte Scholzproblem 7 (k,A") eine Scholzlosung besitzt. Genauer sind alle
Divisoren A" von der Gestalt AU {x'} fir einen abgeschlossenen Punkt x' von X.

Beweis. Bezeichne Y die spezielle Faser von X, D die Ausdehnung von A auf X und
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sei D = D xx Y. Nach Satz 5.2.9 ist das folgende Diagramm exakt und kommutativ:

1 —— I, —— 7 (X\A) —» 7/ (X\D) «—=— 7/ (Y\D) (5.6)
1 Iy Gy, m(S) G,
1 1 1

Da ¢ auf S invertierbar ist, faktorisiert p iiber 7} (Y\ D) und induziert somit ein £"-
Scholzproblem . (Y'\D) (Proposition 3.3.4). Satz 5.1.4 zufolge existieren unendlich
viele abgeschlossene Punkte y € (Y\ D)o, so daB8 .7 (Y'\(D U {y}) eine Scholzlésung
1 besitzt.

Wir konstruieren jetzt wie folgt einen etalen Divisor auf X', der y enthélt. Bezeich-
ne dazu k' die eindeutige, unverzweigte Erweiterung von & mit Restklassenkorper
k(y), sowie Oy die Normalisierung von Oy in k'. S" := Spec Op. Wegen der Glattheit
von X xgS5" — S"ist die Reduktionsabbildung X (") o~ (X xgS")(S") — Y (k(y)) =~
Y (k(y)) surjektiv [EGA IV, 18.5.17]. Folglich gibt es einen S’-wertigen Punkt von X',
dessen Bild D, den Punkt y enthilt. Nach Konstruktion ist D' = D U D,, etal und
das obenstehende Diagramm (5.6) besitzt auch Giiltigkeit fiir D’ bzw. A’ = D' x» X
anstelle von D bzw. A. Somit 148t sich die Scholzlésung von . (Y \(D U{y}) zu einer
Losung ¢ von .7 (X \A’) zuriickziehen. Eine nochmalige Anwendung von Proposition
3.3.4 zeigt, dafl ¢ sogar eine Scholzlosung ist. O
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6 Nilpotente Gruppen als Galoisgruppen

Wir benutzen jetzt die in den vorherigen Paragraphen entwickelte Theorie, um einen
Beweis des Hauptsatzes und Satz III der Einleitung zu geben.

6.1 Der Hauptsatz

Wir gehen aus von der

Behauptung 1. Bezeichne G eine endliche, nilpotente Gruppe ungerader Ordnung
und X entweder eine eigentliche, glatte, geometrisch zusammenhdngende Kurve tiber
einem Zahlkdrper oder eine eigentliche, glatte, geometrisch zusammenhdingende Fli-
che tiber einem endlichen Kdrper B mait (#G, (#F — 1)) = 1. Dann existiert eine
geometrisch zusammenhdngende Galoisiiberlagerung Y — X mit Automorphismen-
gruppe G.

Als Spezialfall hiervon erhalten wir

Behauptung 2. Bezeichne ¢ # 2 eine Primzahl und k entweder einen Zahlkorper
oder einen Funktionenkérper iber einem endlichen Korper F mit £ 4 (#F—1). Ferner
sei G eine endliche (-Gruppe. Dann gibt es eine geometrisch zusammenhdingende,
galoissche Uberlagerung Y — P} mit Automorphismengruppe G.

Wie wir bereits in der Einleitung gesagt haben, ist es uns nicht méglich, Behaup-
tung 1 in der angegebenen Form zu beweisen, sondern nur unter Hinzunahme einer
technischen Bedingung. Dazu zeigen wir zuerst, daf3 die beiden vorstehenden Behaup-
tungen dquivalent sind. Dann geben wir einen von der Charakteristik unabhéngigen
Beweis von (Satz III der Einleitung)

Satz 6.1.1. Sei entweder k = Q oder k =TF,(t) mit p prim, { # 2 eine fest gewdhlte
Primzahl mit £ 1 (p—1) und G eine endliche abelsche Gruppe von Ordnung (™. Dann
gibt es eine geometrisch zusammenhdingende, galoissche Uberlagerung Y — P} mit
Automorphismengruppe G, die, falls { # p, nur in n Punkten mit jeweils galoisschem
Restklassenkdorper verzweigt.

Insbesondere ist Behauptung 1 fiir abelsche Gruppen richtig.

Schlieflich geben wir einen Beweis fiir

Hauptsatz 6.1.2. Fir k = Q oder k = F,(t) mit p prim bezeichne S ein regulires
Modell von k, und gelte: fiir jede endliche Menge abgeschlossener Punkte von Pk, die
in der Faser tber einem geeigneten Punkt v € S liegen und eine geeignete endliche
(-requlire (Def. 1.8.1) Teilmenge T C S, gibt es einen iber S\T fast etalen (d.h. alle
irred. Komponenten sind iiber S\T etal), v-exzellenten Divisor auf Py mit I(D) C T,
der diese Punkte enthdll.

Dann ist Behauptung 1 richtig.
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Eine genaue Erkldrung der im Satz 6.1.2 auftretenden technischen Bedingung
geben wir in §6.3.1.

Der Beweis der beiden Sétze ergibt sich durch eine Folge von Reduktionen. Als
einen ersten Reduktionsschritt zeigen wir die bereits angekiindigte Aquivalenz der
beiden Behauptungen.

Proposition 6.1.3. Behauptung 1 ist bereits eine Konsequenz aus Behauptung 2.
Uberdies reicht es, Behauptung 2 fir ko = Q oder ky = F,(t) mit p prim zu
beweisen.

Beweis. Da jede nilpotente Gruppe G direktes Produkt ihrer /-Sylowgruppen ist,
konnen wir o.E. G als ¢-Gruppe voraussetzen. Wir nehmen zunéchst einmal an, X
ist eine eigentliche, glatte, geometrisch zusammenhédngende Kurve iiber einem glo-
balen Korper k£ wie in Behauptung 2. Dann gibt es einen endlichen Morphismus
[ : X — P}. Damit G auch das i-fache direkte Produkt G* eine -Gruppe ist, existiert
nach Behauptung 2 fiir alle ¢ > 1 eine geometrisch zusammenhéngende Galoisiiber-
lagerung Y; — P} mit Gruppe G*. Indem wir ¢ hinreichend grof machen, finden wir
eine geometrisch zusammenhéngende Galoisiiberlagerung Y — Pi mit Gruppe G,
deren Verzweigungsort disjunkt zu dem von f ist. Da aber P; geometrisch einfach
zusammenhéngend ist, sind die zu X bzw. Y gehorigen Funktionenkorper iiber k(¢)
linear disjunkt, und folglich ist Y’ xp1 X — X eine geometrisch zusammenhéngende
Galoisiiberlagerung mit Gruppe G.

Damit folgt der Hauptsatz, falls X eine Kurve iiber einem Zahlkorper ist. Bleibt
noch der Fall, daf es einen endlichen Morphismus X — PZ gibt. Es existiert ein
birationaler Isomorphismus PZ- — +PL x PL, und die generische Faser unter der Pro-
jektion P x PL — PL auf den zweiten Faktor ist isomorph zu P}, wo k den Funk-
tionenkérper von Ph bezeichnet. Bezeichne X die Normalisierung von P}, im Funk-
tionenkorper von X. Aus dem ersten Absatz folgt, daf es eine geometrlsch zusam-
menhingende Galoisiiberlagerung Y — X mit Gruppe G gibt. Dann ist die Norma-
lisierung Y von X im Funktionenkérper von Y die gesuchte Uberlagerungsfliche.

Die letzte Aussage schlieBlich folgt aus der Definition einer geometrischen Uber-
lagerung. O

Bemerkung 6.1.4. Im Zahlkorperfall besitzt Proposition 6.1.3 noch einen eleganteren
Beweis. Es existiert namlich eine Uberlagerung X — P&, die nur in drei Q-rationalen
Punkten verzweigt ist [Bel80]. Nach Behauptung 2 gibt es eine geometrisch zusam-
menhéngende Galoisiiberlagerung ¥ — I% mit Gruppe G. Nach evtl. Abdnderung
von X — I% um einen Automorphismus von I% konnen wir annehmen, dafl die
Verzweigungsorte von Y’ — Py und X — Pg disjunkt sind (beachte: PGL,(Q) ope-
riert strikt 3-fach transitiv!). Da ]P’}@ einfach zusammenhéngend ist, ist V' Xpy X die

gesuchte Uberlagerung.
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6.2 Gute Divisoren

Sei nun k = Q oder k = F,(t) mit p prim. Bezeichne P(k) die Menge der Primstellen
von k, und sei ¢ # 2 eine fest gewihlte Primzahl mit ¢t p(p — 1). D.h. wir kénnen
annehmen, k enthalte keine primitive (-te Einheitswurzel und ch(k) # ¢. Ferner
fixieren wir ein reguliires Modell S := S; von k und setzen wieder X = P} und
X = P{. Wir identifizieren wie bisher wieder Sy mit einer Teilmenge von P(k). Fiir
eine Stelle v € P(k) bezeichne k, die Lokalisierung von k an der Stelle v und sei
X, = X @ k, = P} Ferner sei X, = X x5S, mit S, = SpecOs,. Schlieflich
seien alle Divisoren auf X als reduziert angenommen und kénnen daher mit einer
abgeschlossenen Teilmenge von X identifiziert werden.

Wir sagen ein Divisor D auf X sei v-fast gut, v € Sy, falls D die Bedingun-
gen (i) und (ii) aus Proposition 2.1.9 erfiillt. Demnach ist fiir f-regulére (Definition
1.3.1) Punkte v € S ein Divisor D genau dann v-fast gut, wenn er ein schwacher
(-Blochpunkt fiir X\ D ist. Fiir einen Divisor D auf X bezeichne D¢ den Abschluf
von D in X. Ein Divisor D auf X heifit v-gut, v € S, falls er v-fast gut und D¢
etal iiber Spec (’jgm ist. Ist D ein v-guter Divisor, so ist v ein ¢-Blochpunkt fiir X\ D
(Lemma 2.1.6).

6.2.1 Existenz guter Divisoren

Wir zeigen nun, dafl jede endliche Familie abgeschlossener Punkte, die in einer geeig-
neten Faser von X iiber v liegen, auf einem v-guten Divisor liegt.
Wir beginnen mit ein paar technischen Vorarbeiten.

Lemma 6.2.1. Sei ¢ eine ungerade Primzahl, k ein globaler Kérper, der keine pri-
mitive (-te Einheitswurzel enthdlt, und v 1 € eine (-requldre Stelle von k, die in
k((em)/k trdage bleibt, wo (o eine primitive £"-te Einheitswurzel ist. Fir jede end-
liche Kdorpererweiterung v'/k(v), die keine primitive " -te Einheitswurzel besitzt,
existiert eine endliche Korpererweiterung k'/k, so dafi v in k' trige bleibt, und fir
die Stelle v'|v von k' gilt:

a) k(v') ~ K, und
B) e () = i (K.
Beweis. Sei m = [k : k(v)] und i > 1 die grofite Zahl, so dai m von £71(¢ — 1)

geteilt wird. Setze ¢ := #k(v). Dann enthilt & eine primitive £’-te, aber keine ¢**!-
te, Einheitswurzel, denn

" =q¢" V™ =1 mod !, aber ¢"#1 mod [, (6.1)

da nach Voraussetzung i < n und v in k((pm) trige ist. Bezeichne nun k = k(Ce),
wo (s eine primitive ¢-te Einheitswurzel ist. Nach Voraussetzung ist v in k triige.
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Bezeichne ¢ die Stelle von k iiber v. Dann ist k() ein Zwischenkérper von ' /k(v)
mit

peee (') = pugoe (15(0)) = peeo (ki) = preeo (),

wegen #k(0) = q‘f “H=1_(6.1) und v 1 €. Bezeichne k!, die eindeutige, unverzweigte

Erweiterung von k; mit Restklassenkorper «'. Dann ist &/, / ks galoissch mit Gruppe
Z/m, wo m =m/({""1(¢ — 1)). Nach dem Satz von Grunwald-Wang [NSW00, 9.2.3]
gibt es eine globale Galoiserweiterung &'/ k mit Galoisgruppe Z /i und k' ®, ky ~ K., .
Nach Konstruktion ist o offensichtlich trage in &’ und, da v nach Voraussetzung in k
trige ist, auch v trige in k. Sei v’ die Stelle von &’ iiber v. Dann ist x(v) ~ £’ und
#r(v') = ¢™. Wegen der Maximalitit von i gilt ¢™ #Z 1 (¢'*') und daher pye (k') =
e () = e (KL). 0

Korollar 6.2.2. Besitzt der Grad von k'/k(v) eine Zerlequng [r' : k(v)] = d - m mit
d = [k N kW) ((m) : k(v)] relativ prim zu m, so kann man die Korpererweiterung
K'/k in Lemma 6.2.1 zusdtzlich als galoissch wdhlen.

Beweis. Wir benutzen die Bezeichnungen aus dem Beweis von Lemma 6.2.1. Un-
ter den angegebenen Voraussetzungen gibt es einen zu x(0) linear disjunkten Zwi-
schenkorper £” von #'/k(v) vom Grad m mit & ~ k() ®y() &”. Bezeichne k), die
eindeutige unverzweigte Erweiterung von k mit Restklassenkorper £”. Nach dem Satz
von Grunwald-Wang gibt es eine globale Galoiserweiterung &”/k mit Galoisgruppe
Z/m und k" @y k, ~ k!,. Dann ist k" iiber k linear disjunkt zu k. Bezeichne nun
k'/k das Kompositum der beiden. Das ist nun eine Galoiserweiterung vom Grad dm

mit Restklassenkorper «'. Da d und m relativ prim sind, gilt (k') = pe (k) =

figee (k) = pugeo (). 0

Korollar 6.2.3. Ist m in Korollar 6.2.2 eine Primzahlpotenz m = 07" mit ¢/ > { und
0 Z 1 (0), [k(Cuyrir) : k] = €7 (0" = 1) und v auch im eindeutigen Zwischenkorper
vom Grad €7 diber k in k(Cuyi1) trige, so kann man die Korpererweiterung k' /k in
Lemma 6.2.1 zusdtzlich als galoissch und auflerhalb einer (-requldren Stellenmenge
als unverzweigt annehmen.

Beweis. Die Voraussetzungen implizieren, daf§ ¢ und ¢ ungerade Primzahlen sind
und ¢ teilerfremd zu ¢ — 1 ist. In diesem Fall kann man £&” in Korollar 6.2.2 als den
eindeutigen Zwischenkorper vom Grad €7 in k(Cpyr1)/k wihlen. Dann sind &” und k
linear disjunkt iiber &, und das Kompositum &’/k ist galoissch mit zyklischer Gruppe
Z)07" x Z,J0" x 7./ — 1. Nach Voraussetzung ist v auch in &'/k triige und es gelten
die Bedingungen a) und b) aus Lemma 6.2.1. Offensichtlich ist &’/k im Zahlkérperfall
nur bei £ und ¢’ verzweigt, sonst unverzweigt. Wegen ¢/ # 1 (¢) entspricht ¢ in diesem
Fall eine (-regulire Stelle. O

Wir kommen nun zur angekiindigten Existenzaussage. Sei dazu wie zu Beginn von
§6.2 k = Q oder k = F,(t) mit p prim, und sei £ # 2 eine Primzahl mit ¢ { p(p — 1).
S = Sk.
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Lemma 6.2.4. Bezeichne 7 : Py — S den Strukturmorphismus und v € S eine
(-reguldre Stelle, die in k((pm)/k trage bleibt, sowie j eine positive, ganze Zahl < n.

Sei ferner {yi,...,ya} C Py eine Familie abgeschlossener Punkte mit 7(y;) = v und
[k(y:) : k()] = m&~Y — 1) mit (6(0 —1),m) = 1 fiir 1 < i < d. Dann gibt es
einen v-guten Divisor D = {x1,...,x4}, so daf$ die y; in D° enthalten sind und die

Spezialisierung von x; iber v gleich y; ist.
Ist v und m = 09" wie in Korollar 6.2.3, so konnen wir D zusdtzlich als fast etal
aufSerhalb einer (-reguliren Teilmenge von S wdhlen.

Beweis. Wir kénnen 0.E. {y1,...,y4} C Ay annehmen. Bezeichne 7 : Ay — S den
Strukturmorphismus und Y, = A}Q(U) die Faser iiber v. Abhéngig von der Gestalt von
m liefert Korollar 6.2.2 bzw. Korollar 6.2.3 eine Galoiserweiterung £’/k in der v triage
bleibt und fiir die Fortsetzung v’ von v gilt: k(v') = k(y;) fiir 1 < i < d. Bezeichne
S’ die Normalisierung von S in k&’. Wir haben ein kartesisches Diagramm

1, P 1
AL+ AL

wl lﬂ,

S (L Sl
mit ¢ '(v) = {v'}. Bezeichne Y, die Faser iiber v'. Fiir 1 < i < d wihlen wir
abgeschlossene Punkte y; € Y. mit p(y)) = y;. Wegen k(v') = k(y;) sind die y]
notwendigerweise r(v’)-rationale Punkte. Daher gibt es fiir jeden Punkt y! einen
surjektiven Morphismus

R(V)[E] = K(V)

Andererseits existieren auch Surjektionen Og — k(v') und Oy [t] — K(v')[t], so daB
man nach Wahl eines Urbilds z; von z; ein kommutatives Diagramm

Oglt] — r(s)[t]

[
|
Og —» k(s)

bekommt und die durch ¢ — z; induzierten Schnitte einen Divisor D' = {z},...,z}}
auf X' = X xj k' definieren, so dal D alle y. enthélt und die Spezialisierung von
x} iiber v’ gleich y} ist. Dann definiert D = {p(x}),...,p(z)} einen Divisor auf X,
so dal D¢ alle y; enthdlt und die Spezialisierung von x; = p(z}) iiber v gleich y; ist.
Uberdies ist D noch v-gut. Nach Konstruktion von D und %’ reicht es zu zeigen,
daB k(z;) = k' gilt fiir 1 < i < d. Aus der Konstruktion sieht man, k(z;) ist ein
Zwischenkorper von k'/k. Andererseits ist [k(y;) : k(v)] der kleinstmogliche Grad
eines Divisors, der y; enthélt, also [k(z;) : k] > [k(y;) : k(v)] = [k : k]. Das zeigt
k(z;) =K. O
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Fiir einen Divisor A auf X bezeichne T" = T(A) C S die kleinste Teilmenge,
so dafl der Abschluf A¢ von A in Xr := X xg S\T iiber S\T etal ist. Sei nun
D = {xy,..., 24} wie in Lemma 6.2.4. Dann definieren wir fiir alle A, = {xy,...,2,}
mit r < d

I(D— AL A) ={veT(A,) fur alle x € D — A, gilt 2° xg k(v) C Al xg k(v)}

und setzen (D) = J,,.q (D — A, A,). Bezeichne T' C S die Menge der in k'/k
verzweigten Primstellen, und sei 7" =T xg 5.

Korollar 6.2.5. Der Divisor D in Lemma 6.2.4 kann zusdtzlich so gewdhlt werden,
dafs I(D) C T gilt.

Beweis. Aus der Definition ersieht man sofort, daf§ I(D — A, A,) C I(D — Ay, Ay)
fiir v > r und insbesondere I(D) = I(D — Ag—1,Aq—1) gilt. Um nun I(D) C T zu
garantieren, miissen wir die z; spezieller wéahlen.

Sei N := [k : k] und T} := {w € S'|#k(w) < (d — 1)N}. Wir wihlen nun ein
beliebiges Element z; mit z; = Z; (v/). Daraufhin liefert der Chinesische Restsatz fiir
alle 1 < j < d Elemente z; mit

z=%; (V) und  z; =% (0)

fir alle v € T. Wie im Lemma wird dadurch ein Divisor Ay = {z1,...,24-1}
definiert. Sei Ty 1 =T(Ag—1) und T} | =Ty 1 x5 S". Sei G = Gal(k'/k). Schliefllich

wéhlen wir jetzt z4 mit
zg=%Zq (V) und zg# 2] (V)

fir alle 1 < 5 < d, v € T; ;, —T" und ¢ € G. Der dadurch definierte Punkt
xq = p(z)) erfiillt alle Bedingungen. Insbesondere gilt 2§ x g k(0) ¢ AG | x g k(0) fiir
alle 0 € Ty_y — T und also nach Definition I(D — Ay_1,A4-1) CT.

Allerdings ist es a priori nicht klar, ob die Fasern iiber o' geniigend rationale
Punkte enthalten, um z; # 2§ (0’) zu garantieren. Nach Konstruktion betrifft das
nur die o' € Ty C T ;. Da N = #G keine Primzahlpotenz ist, folgt #r(0') > N
fiir alle 9 € Ty, und also ist alles gezeigt, falls wir z¢ X5 k(0') = 27 x5 £(?) fiir
alle o € Ty und 1 < j < d zeigen kénnen, wobei z§ den Abschlufl von z; in X
bezeichnet. Dazu beachte man, dal nach Konstruktion fiir alle ¢ € G und ¢' € T},
gilt: 27 — 27 € ((¢')7). Da aber T}y in natiirlicher Weise eine G-Menge ist, ist das
dquivalent zu

2f =2 (07) (6.2)
fur alle 0,7 € G und eine Fortsetzung ¢'|0 fiir © € Tn. Bezeichne f;(t) € Z[t] die
normierte, definierende Gleichung fiir den Punkt z;, j = 1,...,d — 1. Wir wollen fiir

alle 1 < j < dund v € Ty zeigen:
Zs[t)] [1(t) ® k(D) = Zs[t]/ f;(t) @ k(D).
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Sei O; = Z[t]/f;(t). Wegen 0 ¢ T ist O; Xz Z; reguldr und wegen k(x;) = x(z;)
insbesondere O; Xz Z; ~ O; xz Zy = Oy fiir © # j. Da Oy treuflach ist, reicht es,

05 © Zs[t]/ 1(t) © k(D) =~ Op @ Lot]/ f;(t) @ #(0) (6.3)

fiir alle 1 < j < d und v € Ty zu zeigen. Nun gilt aber

Oy @ Zy[t]/ f;(t) ~ [ 0sltl/(t — =) ®o, ] w(®")
oeG ')
~ [ w@EME/E-Z)
0c€G,7€G/Dy:

fiir ein v'|0, wobei Dy die Zerlegungsgruppe von ¢’ in G und 2_5’ die Reduktion von

z{ modulo 9’7 bezeichnet. Daraus folgt (6.3) mittels (6.2). O

6.2.2 Realisierung abelscher Gruppen

Mit der Existenz von guten Divisoren 148t sich jetzt die regulidre Realisierbarkeit
abelscher Gruppen unabhéngig von der Charakteristik zeigen.

Satz 6.2.6. Sei entweder k = Q oder k =TF,(t) mit p prim, { # 2 eine fest gewdhlte
Primzahl mit £ 1 (p—1) und G eine endliche abelsche Gruppe von Ordnung (™. Dann
gibt es eine geometrisch zusammenhdingende, galoissche Uberlagerung Y — P} mit
Automorphismengruppe G, die, falls { # p, nur in n Punkten mit jeweils galoisschem
Restklassenkdrper verzweigt.

Insbesondere ist Behauptung 1 fiir abelsche Gruppen richtig.

Beweis. Wegen cd, Gk (p) = 1 fiir einen beliebigen Korper K der Charakteristik p
[Ser94] sei o.E. im Funktionenkorperfall ¢ # p.

Der tschebotareffsche Dichtigkeitssatz liefert uns eine f-reguldre Stelle vy, die
in k((m)/k trige ist. Dann wihlen wir eine zu ¢(¢ — 1) relativ prime Zahl m mit
ml" (¢ — 1) > N(¢,n), wobei N(¢,n) den Ausdruck aus Satz 5.1.4 bezeichnet.
Sei Y, = IP’H(,U )- Nach Satz 5.1.4 existiert dann ein £"-Scholzdivisor D bestehend
aus n abgeschlossenen Punkten vom Grad m/¢"~'(¢ — 1) und ein Epimorphismus
¥ (Y, \D) — G, der eine Scholziiberlagerung mit Gruppe G beschreibt. Zufolge
Lemma 6.2.4 existiert ein vp-guter Divisor D auf X mit D¢ xg x(vy) = D. Nach
Lemma 2.1.6 und Proposition 2.1.9 ist vy ein ¢-Blochpunkt von X\ D. Folglich gibt
es auch eine globale Galoisiiberlagerung ¢ : m1(X\D) — G (Proposition 2.2.2 oder
Korollar 2.2.5). Da vy insbesondere ein gewohnlicher Punkt ist, gilt nach Korollar

2.1.5 die Isomorphie 73*(X\D)g, ~ 7@ (YUO\E)GWO) und ferner ¢|7i*(X\D)g, =
p|mab (Yvo\D)GK(vO)- Da die letzte Abbildung, die Einschrinkung von ), nach Kon-

struktion surjektiv auf G geht, trifft das auch fiir die Einschrankung von v zu. Folglich
beschreibt 1 eine geometrische Galoisiiberlagerung mit Gruppe G. O
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Bemerkung 6.2.7. In [GJ98, S. 40] wird gezeigt, daf jede reguldre Realisierung von
G iber Y,, mindestens n Verzweigungspunkte besitzt. Folglich kann eine regulére
Realisierung von G {iber X nicht mit weniger Punkten auskommen. In dieser Hinsicht
ist Satz 6.2.6 optimal.

Bemerkung 6.2.8. Indem man Lemma 6.2.4 etwas verallgemeinert, ist es moglich, die
Bedingung ¢ 1 (p — 1) im Funktionenkorperfall zu eliminieren.

6.3 Realisierbarkeit nilpotenter Gruppen

Wir diskutieren nun eine spezielle Klasse von Divisoren, deren Existenz die regulére
Realisierbarkeit nilpotenter Gruppen gewéhrleisten wiirde.

6.3.1 Exzellente Divisoren

Wir benutzen die selben Bezeichnungen wie in §6.2. Sei D = {z1,..., x4} ein v-guter
Divisor auf X. Dann ist fiir alle r < d die Restriktionsabbildung

Hl (X\Ar) - Hl(Xv\Ar,v)7

wobei wir H'(+) anstelle H'(+, Z/{) schreiben, surjektiv. Bedenkt man aber die Tatsa-
che, dafl X zwei-dimensional ist, so sollte man erwarten konnen, dafl ein Element aus
H'(X\A,) zusitzlich noch Vorgaben entlang horizontaler Divisoren realisiert, bzw.
abgeschlossener Punkte von X, realisiert. Dazu setzen fiir eine Menge M abgeschlos-
sener Punkte H(M) = @,.,, H'(z). Fiir jeden abgeschlossenen Punkt z € X\A,
induziert die Einbettung  — X eine Abbildung H'(X\A,) — H'(z). Aus Funk-
torialitdatsgriinden erhalten wir dann fiir jede Menge M abgeschlossener Punkte von

X\A, eine Abbildung
HY(X\A,) = H(M) x g,y H (X,\AL).

Die Frage, ob, beziehungsweise unter welchen Voraussetzungen, auch diese Ab-
bildung surjektiv ist, 148t sich momentan scheinbar nicht entscheiden. Die Griinde
dafiir diskutieren wir ausfiihrlich in §6.3.2.

Spezieller kann man auch eine relative Version der Frage betrachten. Sei dazu
T, = T(A,) C S die kleinste Teilmenge, so dafi der Abschlufi A¢ von A, in X, =
X xg S\T, iiber S\T, etal ist. Fiir x € X\A setzen wir 7, = {z}° xg X5, \A°, und
fir z, € X, schreiben wir x¢ anstelle {x,}°. Dann erhélt man fiir jede Menge M
abgeschlossener Punkte von X\ A, und v ¢ T, eine Abbildung

No t HY(XR\AD) — H(M) X0y H (XA, (6.4)

wo wir H(M) = @, H'(25,), falls M C X\A,, und H(M) = @,,, H'(29),
falls M C X,\A,, gilt, setzen. Ebenso wie im absoluten Fall, 148t sich die Frage
der Surjektivitdt von yx, zum jetzigen Zeitpunkt nicht entscheiden. Das ist insofern
bemerkenswert, da alle beteiligten Gruppen sogar endlich sind.

80



Jetzt wollen wir erst einmal zeigen, wie mit einer positiven Antwort auf die letzte
Frage die reguldre Realisierbarkeit nilpotenter Gruppen folgt.

Dazu fiihren wir die folgende Sprechweise ein. Wir sagen ein Divisor D auf X heifit
v-ezzellent, falls er v-gut, die Restklassenkorpererweiterung (z)/k fiir alle z € D
galoissch und fiir jede Numerierung D = {z1,...,z4} und alle A, = {x1,...,z,} mit
r < d die obige Abbildung x, aus (6.4) fir M = D — A, surjektiv ist.

Sei jetzt wieder k = Q oder k = F,(¢) mit p prim und S = Sj, ein reguléres Modell
von k. Fiir v € Sy bezeichne I, die absolute Tragheitsgruppe von v in Gy. Ferner sei
¢ # 2 eine Primzahl mit ¢ p(p—1). Die Menge der Teiler von ¢ sei mit T, bezeichnet.

Um Bezeichnungen festzulegen, betrachten wir fiir A C X abgeschlossen ein ¢"-
Scholzproblem . (k, A):

m(X\A)

lp

1—C——F——@G 1.

Fiir jeden Divisor A’ O A auf X bezeichne . (k, A’) das durch 71 (X \A') — m (X \A)
induzierte Scholzproblem.
Das technische Herzstiick unseres Beweises ist

Satz 6.3.1. Sei .7 (k,A) ein ("-Scholzproblem mit ((-regulirer) Ausnahmemenge
T D Ty, so daf$ p in den Fasern iiber Punkten auferhalb T unverzweigt ist. Ferner
seivg € (S\T)o ein l-requlirer Punkt und D = {xy,...,xq} ein vo-exzellenter Divisor
mit den folgenden Figenschaften:

a) A=A, ={zy,...,x.} C D mitr <d,
b) D¢ ist fast etal iber S\T und I(D) C T,
c) p(m(x;)) =1, firr <i<d; d.h. x; ist in p voll zerlegt,

d) das lokale Scholzproblem & (kyy, (A U{x,11})y,) besitzt eine £"-Scholzlosung 1y,,

die entlang der speziellen Faser unverzweigt ist und ¢y, (m1(2;.,)) = 1 erfillt fir
r+1<e<d; dh. alle x;,, sind in ,, voll zerlegt.

Dann besitzt das Scholzproblem 7 (k, AU{x,11}) eine £*-Scholzldsung 1, die in den
Fasern diber Punkten auflerhalb T unverzweigt ist, lokal bei vy die gegebene Ldésung
Uy, tnduziert und in der alle x; firr+1 <1 < d voll zerlegt sind.

Der Beweis dieses Satzes ist der Gegenstand von §6.4. Hier wollen wir nun zeigen,
wie Satz 6.1.2 aus Satz 6.3.1 folgt. Wegen cd, Gk (p) = 1 fiir einen beliebigen Kérper
K der Charakteristik p [Ser94] ist der Hauptsatz fiir £ = p = ch(k) trivial. Daher sei
o.E. 0 #p.

Sei dazu G eine endliche /-Gruppe von Ordnung ¢". Dann besitzt G ein nicht-
triviales Zentrum Z(G) und insbesondere eine Untergruppe C' ~ Z/¢ von Ordnung
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¢ mit C < Z(G). Der Quotient G = G/C' ist wieder eine ¢(-Gruppe und wir er-
halten somit eine kurze exakte Sequenz 0 — C — G — G — 0 endlicher /-
Gruppen. So fortfahrend bekommen wir schliellich eine Folge endlicher ¢-Gruppen
1=GO. GO, . . G"™ =G zusammen mit einer Folge zentraler Erweiterungen

£ 150560 G

fiir 1 <4 < n. Das Paar ({G%}o<icn, {€@}1<icn) nennen wir ein Realisierungssystem
fiir die Gruppe G.

Als néchstes wihlen wir eine geeignete ¢-regulére Stelle in .S. Dazu fixieren wir ei-
ne ganze Zahl j > 1 und eine (im Zahlkoérperfall ¢-regulére) Primzahl ¢ > ¢ mit
07 > N({,n), wobei N(¢,n) den Ausdruck aus Satz 5.1.4 bezeichnet. Bezeichne
k(Cps+1)T/k den Zwischenkérper vom Grad €7 in k((ps+1)/k. Der tschebotareffsche
Dichtigkeitssatz gibt uns eine f-regulire Stelle vy, die in der zyklischen Erweiterung
k(Con )k (Cpi+r )T /K vom Grad £7¢"=1(¢ — 1) tréige bleibt.

Wir setzen D = () und Py = 1. Sei Y, = P o)- D2 1, trivialerweise eine

Scholziiberlagerung ist, konnen wir ein ¢"-Scholzproblem .&(x(vy), E(O))

(Y, \D")

definieren. Nach Satz 5.1.4 existiert ein Divisor E(l), so daf} das induzierte Scholz-

problem . (H(UO),E(I)) eine Scholzlosung v, besitzt. Damit la8t sich jetzt ein neu-
es (™-Scholzproblem fiir G® definieren. Durch Induktion bekommen wir schliefi-

lich eine Folge E(i), 1 < ¢ < n, von Divisoren auf Y,, und Scholziiberlagerun-
gen 1), : Wl(Y,)O\E(z)) — GO mit a; o1, = 1, ,. Ferner gilt DY« DY und
deg(y) = 07¢"1(¢ — 1) fiir alle y € D'
sierung von G iiber Y.

Die Filtration von 5 = E(n) durch die ﬁ(z) definiert eine Numerierung D =
{y1,.. ., yn} mity; € DYDY Man beachte, nach Satz 5.1.4 ist #(E(Z)—E(%l)) =
1. Bezeichne T' die Menge der Teiler von ¢ und ¢'. Nach Konstruktion ist 71" ei-

ne (-reguliare Menge. Nach Voraussetzung gibt es einen iiber S\T' fast etalen, vg-
exzellenten Divisor D = {x1,...,z,}, der Voraussetzung b) aus Satz 6.3.1 erfiillt

und fiir alle A, = {z1,..., 2.}, 1 <r <n, gilt Al xx Y, = D" 2)
Wir konstruieren nun eine Folge 1; : 71 (X\A;) — G von £"-Scholziiberlagerun-

™ Insbesondere liefert 1, eine regulire Reali-

2)Nach Korollar 6.2.5 1i8t sich ein D finden, da8 bis auf die Surjektivitiit von ¥, alle Bedingungen
erfiillt.
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gen mit a; o v); = ;1 und so, dafl das folgende Diagramm kommutiert

7JO\A’LUO
/ N
M(X\A)  m(v,\DY) (6.5)

N
G®

wobei ¢ durch die Projektion X, \A;,, — X\A; induziert und R die Reduktionsab-
bildung aus (5.6) ist. Man beachte, daf insbesondere alle A; bei vy etal sind. Die Kon-
struktion der v; erfolgt nun mittels Induktion. Sei dazu jetzt )9 = 1. Dann erfiillt i
zusammen mit D trivialerweise die Voraussetzungen von Satz 6.3.1. Nach Induktions-
voraussetzung existiert fiir i < n eine ¢"-Scholziiberlagerung v; : m (X\4;) = G@,
die zuséatzlich zu den eben geforderten Eigenschaften noch die Voraussetzungen von
Satz 6.3.1 erfiillt. Wie bereits in Satz 5.2.10 gezeigt wurde, besitzt das Scholzproblem

m (Xvo\Ai+1,U0)

lwi,vo

a0 1.

€7}

1—C —— gD

eine ¢"-Scholzlosung 17, mit 1%, = 1b;,; o R, in der alle © € Dy, — Ajj1,, voll
zerlegt sind. Demnach erfiillt das ¢"-Scholzproblem

T (X\Aiy1)

2

a0 1.

€7

1—C —— qli+D)

mit Ausnahmenmenge 7" und vy-exzellentem Divisor D die Voraussetzungen von Satz
6.3.1. Dieser besagt aber, daB es eine Abbildung ;1 : m (X\Asy1) — GUFY mit
den gewiinschten Eigenschaften gibt. Die Kommutativitit des Diagramms (6.5) folgt
wegen Y1 0L = Yit1, = Vil = Y 0 R.

Mit 4, : 1 (X\A,) = G™ = G erhalten wir die gesuchte regulire Realisierung
von G iiber P}. Damit ist Satz 6.1.2 bewiesen.

6.3.2 Existenzfrage fiir exzellente Divisoren

Nachdem wir nun gesehen haben wofiir exzellente Divisoren gut wéren, wollen wir
jetzt die Probleme, die einem Existenzbeweis fiir solche Divisoren im Wege stehen,
diskutieren. Diese zeigen sich bereits im einfachsten Fall, ndmlich eines Divisors be-
stehend aus zwei abgeschlossenen Punkten.

Sei nun also D = {zy, 2} ein v-guter Divisor, mit iiber k galoisschen Restklas-
senkorpererweiterungen k' := k(1) = k(x3). Sei G = Gal(k'/k) .Nach Definition gibt
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es eine eindeutige Liftung z, ,, z2, von x1, xs unter z, — X. Wir sind interessiert an
der Surjektivitdt der Abbildung

X =x1: H (X\{a1}) = H'(22) X1 (y.,) H' (X \{210})-

Um das Problem noch weiter zu vereinfachen, stellen wir uns die Frage, ob eigentlich

{e} Xt1ay,) H (X \{21,0}) Cimx

gilt. Das ist dquivalent dazu, dafl in dem kommutativen Diagramm mit exakten Zeilen

0 K HY(X\{21}) —— H'(z2)

| |

0— K, —— H' (X, \{71.,}) — H'(z2.,)

die linke, vertikale Abbildung surjektiv ist. Dafiir betrachten wir das kommutative
Diagramm

0——H'(k) —— H'(X\{x1}) —— H'(X\{z: })P* ——0

| l |

0—— H'(k(2))" ——— H'(x) —— H'(x)/H" (x(x))" —0,

wo H'(z) = im(¢* : HY(X\{z1}) — H'(z)). Bezeichne K den Kern der rechten, ver-
tikalen Abbildung. Zusammen mit dem entsprechenden lokalen Diagramm erhalten
wir daraus

0—— H'(k(x)/k) K H?(k(x)/k)

T

0—— H(rk(zy)/ky) K, H?(k(xy)/ky)-

Die beiden dufleren, vertikalen Abbildungen sind, da D v-gut ist, bijektiv, die beiden
inneren injektiv. Daraus folgt, wenn die Abbildung K — K, surjektiv ist, so ist sie —
und folglich auch xy — bereits bijektiv. Aus dem vorstehenden Diagramm sieht man,
daB das genau dann der Fall ist, wenn K — K, surjektiv bzw. H'(z)/H'(k(x))¢ —
H'(z,)/H"(k(x,))% injektiv ist. Das trifft trivialerweise zu, falls 25 ein k-rationaler
Punkt ist. Andernfalls beachte man, nach (2.3) gilt H*(X\{z1})% ~ Z/0(1)%G0,
und folglich ist entweder K = 0 oder K ~ Z//. Eine Antwort auf diese Frage hiingt
vom Bild von 7(z3) in mi?(X\{x1}) ab. Um nun x, geeignet zu wihlen, miifte man
verstehen wie das Bild von der Wahl von x; und x5 abhéngt. Diese Frage scheint
jedoch auBerhalb der Reichweite der gegenwértig bekannten Methoden zu liegen!
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Um nun aber zu sehen, dafl die Erwartung an y nicht gar zu unsinnig ist, betrach-
ten wir fiir einen beliebigen horizontalen Divisor D auf X mit D Xg k(v) = {y1}, wo
y; die Spezialisierung von x; bei v ist, die natiirliche Abbildung

Xt HY(X\D) — H'((22)p) x H' (y2) H' (Y \{y1}) € H'(22) X112y H' (X \{@1,0}).
mit (22)% = 5 xg X\D. Dann gilt

Proposition 6.3.2. Fir jedes o € H((22)$) x H' (y2) H (Y,\{31}) emistiert ein
Divisor D wie eben, so daff o € imy gilt.

Beweis. Die Aussage folgt aus dem allgemeinen Grunwald-Wang-Satz in [Mik78]. I

Die Proposition legt nahe, dafl mit einem gegebenen Verzweigungsdivisor nicht
jede beliebige lokale Vorgabe realisiert werden kann. Insbesondere kann es also pas-
sieren, daB alle geometrischen Z/(-Erweiterungen von X = P}, die nur in x; verzwei-
gen, aber dort auch verzweigt sind, in x5 nicht vollstandig zerlegt sind, obwohl die
induzierte Uberlagerung von X, in x, vollsténdig zerfallt. Wegen H'(X\{z,})%* ~
Z,/6(1)%1 bedeutet das, daB es iiberhaupt so eine Uberlagerung von X gibt. Es ist
gerade und nur in diesem Fall, da8 0 = K — K, ~ Z/{ nicht surjektiv ist. D.h. die
Frage ist also, ob man x5 so withlen kann, da8 es eine Z/¢-Erweiterungen von X = P;
gibt, die nur in z; verzweigt und in x5 vollstindig zerlegt ist?

Zum Abschluf} sei noch erwéihnt, dafl bereits aus der Surjektivitat von y die re-
guldre Realisierung nichtabelscher Gruppen folgt. Genauer liesen sich alle /-Gruppen
von Ordnung £3 realisieren, worunter bereits nichtabelsche Gruppen sind.

6.4 Der Beweis von Satz 6.3.1

Es gelten die Notationen aus Satz 6.3.1 und §6.3.1. Sei s : Speck — X\ D ein Schnitt
und zp := s(Spec k), sowie 2’ = x, ;1. Der Beweis erfolgt in 3 Schritten:

1.) das induzierte Scholzproblem . (k, A U {xo}) besitzt eine Losung 1)

2.) wir éndern ¢ zu einer Losung ) von . (k, A U {xo}) ab, die in den Fasern iiber
Punkten auflerhalb 7" unverzweigt ist;

3.) wir &ndern die durch t induzierte Losung von .% (k, AU{xq, 2'}) zu einer Scholz-
16sung, die die Bedingungen des Satzes erfiillt und iiber 7 (X\ (A U {z'})) fakto-
risiert, ab.

Bezeichne &, den generischen Punkt der speziellen Faser der lokalen Kurve &, =
P§ , wo S, = Spec (931,, K¢, den Quotientenkdrper von 02@ & und I, die absolute
Tragheitsgruppe von m;(Ke,). Wegen der Inklusion k, — K¢, und aus Funktoria-
litdtsgriinden erhalten wir das kommutative Diagramm

1 —>]£v —>7T1(K£v) —>W1(6Xv7§v) 1

T

1— I, —— m(k,) —— m(S,) —— 1.
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Lemma 6.4.1. Sei p = ch(k(v)). Dann ist Ig/) — I ein Isomorphismus.

Beweis. Dafiir bezeichne A*" die strikte Henselisierung eines lokalen Ringes A, und
Kg" baw. k" den Quotientenkdrper von A = OF' . bzw. B = OF,. Wegen (6.6) gilt
m(Kg") = I, und m (k") = I,. Bezeichne vy bzw. vp die diskreten Bewertungen
von A bzw. B. Dann gilt v4|B = vg und

va(K™) = wp (k) = v (6.7)

[Bourbaki, Alg. comm., Ch. VI §10 no 1 Prop. 2. Sei nun E/k" eine rein zahm-
verzweigte Galoiserweiterung und B’ der ganze Abschlu8 von B in E. Wir haben zu
zeigen, daB Spec(B’ ®p A) zusammenhingend ist. Wegen B’ = Blz]/(z™ — 7) fiir
ein Primelement 7 von B, reicht es dafiir zu zeigen, dafl 2™ — 7 in B[z]| genau dann
irreduzibel ist, wenn es das in A[z] ist. Wegen B C A ist eine Richtung trivial. Sei
also " — 7 in B[z] irreduzibel und II € A eine Losung. Dann ist va(w) = vp(II™) =
mua(IT), also va(Il) = Zva(m). Wegen va(m) = vg(m) = 1 ist die Existenz von I ein
Widerspruch zu (6.7). Daraus folgt, dal auch F @ K, g’f ein Korper ist. Das zeigt
die Surjektivitit von mi (K") — m(k3") [SGA 1, V, Prop. 6.9].

Fiir die Injektivitdt ist zu zeigen, daf§ fiir jede Erweiterung F/ K, gf eine Erweite-
rung E/k" mit F — E @ K" existiert. Bezeichnet A’ den ganzen AbschluB von
Ain F, so gilt A’ = Alz]/(2™ — 7’) fiir ein Primelement 7’ € A. Sei 7 eine Unifor-
misierende von B und nach (6.7) auch von A. Setze B’ = Blz|/(z™ — 7). Dann gilt
A~ B'®@p5 A =: A. Denn es existiert eine Einheit u € AX mit 7' = mu. Da A strikt
henselsch ist, besitzt die Gleichung 2™ — u~! eine Losung v € A, und folglich gilt

A = Alz]/(z™ — ') ~ Alz]/((zv)™ — 7)) ~ A
wie behauptet. O

Fiir einen beliebigen Divisor A D A bezeichne £z die Menge der Losungen des
Einbettungsproblems .7 (k, A). Ist Lz nicht leer, so ist die Losungsmenge genauer ein
prinzipal-homogener Raum iiber H'(X\A, C) mit C = Kern.#(k, A). Die Operation
von § € HY(X\A,C) auf ¥ € Lz wird gegeben durch % (g) = 0(g)(g) fiir g €
71 (X\A). Hierbei ist zu beachten, dafi sowohl 6 als auch %(g) Homomorphismen
sind. Da némlich C' in E zentral ist, operiert G und daher auch 7;(X\A) trivial auf
C; insbesondere gilt also 6(g)Y(g) = ¥(g)0(g). Die zu X, \A,, — X\A gehorige
Restriktionsabbildung induziert einen Morphismus prinzipal-homogener Raume, d.h.
wir haben ein kommutatives Diagramm

Hl(X\A,C') X Lx——Lx
J J (6.8)
Hl((X\A)UO,C) X Ln —— LA, -

N o
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Beweis von Satz 6.3.1. Wir folgen der eingangs angegebenen Strategie.

Schritt 1: Das Scholzproblem . (k, A U {z,}) besitzt eine Losung ).
Sei A := AU {zo}. Wir koénnen o.E. .7 (k, A) als nichtzerfallend annehmen. Wegen
Korollar 1.3.13 reicht es zu zeigen, daf} jedes der induzierten lokalen Einbettungs-
probleme .%(k,, A,) fiir v ¢ T eine Losung besitzt. Fiir die archimedischen Stellen
ist das wegen ¢ # 2 klar (Lemma 5.2.1). Sei nun v ¢ T eine nicht-archimedische
Stelle. Dann ist .# (k,, A,) ein Scholzproblem (Lemma 4.3.2), was wegen v { £ zufolge
Proposition 5.2.8 eine Losung besitzt. Folglich existiert eine globale Losung ¢ fiir
Sk, A).

Schritt 2: Das Scholzproblem .%(k, A) besitzt eine Losung ¢, die in den Fasern
iiber Punkten auflerhalb T" unverzweigt ist.
Bezeichne Ty, C S\T diejenigen Punkte v, so daf ¥ entlang der Faser Y, von X
iiber v verzweigt ist. Ferner bezeichne £, den generischen Punkt von Y,. Da p nach
Voraussetzung fiir v € Ty, entlang Y,, unverzweigt ist, induziert die Komposition

I, — m(Ke) — m(X\A) & B, (6.9)

wobei K¢, der Quotientenkorper von @X{v und /¢, die absolute Trégheitsgruppe von
m1(Ke,) ist, eine Abbildung 4, : I, — C. Da v {{ = #C und C abelsch ist, definiert
t¢, in Verbindung mit Lemma 6.4.1 eine Klasse v, in H*(I¢,, C)™&) ~ H'(I,, C),
wobei Fr, den Frobenius an der Stelle v bezeichnet. Nach Wahl von k liefert Lemma
5.1.2 eine Klasse a € H'(k,C), die an den Stellen v ¢ T\, unverzweigt ist und fiir
alle v € Ty gilt: resi’“(a) = «,. Nun bekommen wir aus der Komposition der ersten
drei Homomorphismen in (6.9) mit dem Strukturmorphismus 71 (X\A) — 7 (k) und
(6.6) das kommutative Diagramm mit exakten Zeilen

1 —— H'(k,C) —— HY(X\A, C) —— HY(X\A, )0 —— 1

1—— H'(k,,C) —— H'(K¢,,C) —— H' (O e, C) 0 — 1 (6.10)

|

Hl(lva C) ;)Hl(lfmc)

Somit induziert a eine Klasse ¢ € HY(X\A, ), so daB, nach Wahl eines Schnitts
sk — X\A, a mit g, = s*(e) identifiziert werden kann. Wegen €4, = 0 be-
sagt (6.10), daB das Bild von r,(g) in H'(I,,C') mit dem von resg’“(a) =, unter
H(I,,C) — H(I,,C) iibereinstimmt. Insbesondere stimmt der durch ¢ induzierte
Homomorphismus 7 (X\A) — C auf I, mit 1, iiberein. Folglich ist 1) = "4(g)
eine Losung von .7 (k, A), die entlang Y, fiir v ¢ T unverzweigt ist.?

3)Diagramm (6.10) macht Proposition 3.2.8 und ihren Beweis nicht hinfillig. Wegen C' ~ Z// sind
die ersten beiden Zeilen in (6.10) exakte Sequenzen von F,-Vektorrdumen und liefern daher direkte
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Schritt 3: Das Scholzproblem .%(k, A U {}) besitzt eine Losung v, die die Be-
dingungen des Satzes erfiillt und iiber m;(X\(A U {z'})) faktorisiert.
Sei A = AU {2’} und A = AU {z0,2'}. Nach Voraussetzung besitzt I (kug Do)
und damit auch & (Kuys Ay,) eine Scholzlsung v,,. Andererseits induziert ¢ auch
eine Losung Uy, von . (ky,A,,). Daher existiert eine Kohomologieklasse 6,, €
HY (X, \Ay,, C) mit ®otp,, = ,,. Da C triviale m;(X,,\A,, )-Operation besitzt, ist

0., ein Homomorphismus. Da z( ein k-rationaler Punkt ist und & keine primitive /-te
Einheitswurzel enthélt, gilt nach (2.3) bzw. (3.6) die Isomorphie H'(X\A, )% ~
H'(X\A, )% und also HY(X\A, () ~ HY(X\A, ). Da nach Voraussetzung k,,
auch keine primitive /-te Einheitswurzel enthilt, gilt entsprechend H'(X,,\A,,, C) ~
HY (X, \Ay,, C). Also kinnen wir 6, als ein Element letzterer Gruppe auffassen. Wir
suchen nun ein # € H*(X\A, C) mit res,, 0 = 0,,,.

Sei Z = D — A. Gilt Z = 0, so folgt die Existenz von # aus Korollar 2.2.3.
Andernfalls miissen wir unterscheiden, ob das urspriingliche Scholzproblem .# (k, A)
zerfallend war oder nicht. In letzterem Fall argumentieren wir wie folgt. Nach Vor-
aussetzung ist ¢, (w1 (z)) = 1 fiir alle x € Z,,. Da andererseits

Ous (9) U (9) = 100 (9)

gilt, erhalten wir 6|71 (2y,) = (Yu|m1(24,)) . Da nach Schritt 2 ¢) in den Fasern
iiber Punkten auBerhalb T unverzweigt ist, gilt ¢|mi(z) € H ({z}¢ xg Xp\A¢). Ins-
besondere ist auch &UO entlang der speziellen Faser unverzweigt. Dasselbe gilt fiir v,
nach Voraussetzung, und also ist 6,, € H'(X,,\AS, , C). Somit

(((Q&_l'ﬂ-l(l’))_l)wGZ?Qvo) S H(Z) XH(ZU ) ( Uo\Av()? )

Wegen der vg-Exzellenz von D und T C T, := T(A) = T(A,), existiert wegen
der Surjektivitéit von y,4; in (6.4) ein eindeutiges Element 0 € H'(Xr,,,\A¢, C) —
HY(X\A,C) mit 20 = (¢|my ()" fiir alle z € Z und res,, 0 = 0,,. Nun gilt nach
Voraussetzung I(D) C T. Nach Definition existiert also fiir jedes v € T — T ein
v € D— A mit 2¢ xg k(v) ¢ A° Xg k(v). Da andererseits D iiber S\T fast etal ist
und 050 = (Y|my(z)) "t € H ({x}° xg Xp\A°) liegt, mufl zufolge Proposition 3.2.15
0 entlang der Fasern iiber Punkten auflerhalb T unverzweigt sein. Wegen (6.8) ist
Y = 6y eine Losung mit den gewiinschten Eigenschaften. Dafl ¢ tatséchlich eine
Scholziiberlagerung beschreibt, folgt aus Ergénzung 3.3.6.

Es bleibt noch der Fall, dafl das urspriingliche Scholzproblem zerfallend war. Dann
gilt 0, € H'(X,,\{2'},C) mit 0|7y (2,,) = 1 fiir alle x,,, € D,, —{z/, } (Proposition
5.1.3). Insbesondere ist

((1)IED—{I/}7 Qvo) S f{<D - {"E,}) ><H(Dvo—{a:;()}) HI(XUO\{xLO}C7 C)

Summenzerlegungen. Diese sei fiir die erste Zeile so gewiihlt, dal sie mit der durch s* induzierten
iibereinstimmt. Dann ist jedoch nicht klar, ob r, mit diesen direkten Summenzerlegungen vertriglich
ist. Da i.a. £ge, # 0 gilt, ist insbesondere nicht klar, ob das Bild von r,(cge0) in H*(I¢,,C) ver-
schwindet. Das ist nédmlich genau dann der Fall, wenn H'((X,\D,)*", )% — HY(X,\A,, C)E*
surjektiv ist.
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Ferner gilt T' = T'(z'). Nach eventueller Umnumerierung von D gibt es wegen der
vorausgesetzten Surjektivitit von x; in (6.4) ein § € H' (X7 \{z'}%,C) mit res,, 0 =
0y, und (20 =1 fiir € D —{2'}. Dann ist ¢ = 01 eine Losung mit den angegebenen
Eigenschaften, die entlang der Fasern {iber Punkten auflerhalb 7" unverzweigt ist.
Damit ist Satz 6.3.1 und schluflendlich der Hauptsatz bewiesen. O

89



90



Literaturverzeichnis

[Bel80]

[Blo81]

[BLROO]

[BT73]

[Cre97]

[Hil92]

[Hoe68]

[Jan89]

[Kat79]

[KS83]

[Mat86]

[Mik78]

G. V. Belyi, On Galois extensions of a maximal cyclotomic field, Math. USSR
Izvestija 14 (1980), 247-256.

S. Bloch, Algebraic K -theory and classfield theory of arithmetic surfaces, Ann. of
Math. 114 (1981), 229-266.

S. Bosch, W. Liitkebohmert, und M. Raynaud, Néron Models, Ergebnisse der
Mathematik und ihrer Grenzgebiete, 3. Folge, Bd. 21, Springer-Verlag, Berlin-
Heidelberg, 1990.

H. Bass und J. Tate, The Milnor ring of a global field, Algebraic K-Theory II,
Lecture Notes in Math., Bd. 342, Springer-Verlag, 1973, pp. 349-446.

J. E. Cremona, Algorithms for modular elliptic curves, Cambridge University
Press, Cambridge, 1997.

M. Fried und M. Jarden, Field arithmetic, Ergebnisse der Mathematik und ihrer
Grenzgebiete; 3. Folge, Bd. 11, Springer-Verlag, Berlin-Heidelberg, 1986.

O. Gabber, Absolute cohomological purity, Vortragsmitschrift.

W.-D. Geyer und M. Jarden, Bounded realization of l-groups over global fields,
Nagoya Math. J. 150 (1998), 13-62.

A. Grothendieck, Le groupe de Brauer II, III, Dix Exposés sur la Cohomologie
des Schémas, North-Holland, Amsterdam, 1968, pp. 67-87, 88—188.

D. Hilbert, Uber die Irreduzibilitit ganzer Funktionen mit ganzzahligen Koeffizi-
enten, J. reine angew. Math. 110 (1892), 104-129.

K. Hoechsmann, Zum Einbettungsproblem, J. reine angew. Math. 229 (1968),
81-106.

U. Jannsen, On the (-adic cohomology of varieties over number fields and its
Galois cohomology, Galois Groups over Q (Y. Thara et al, ed.), MSRI, 1989,
pp- 315-383.

K. Kato, A generalization of local class field theory by using k-groups I, J. Fac.
Sci. Univ. Tokyo, Sect. I A 26 (1979), 303-376, II ibid 27 (1980), 603-683.

K. Kato und S. Saito, Two dimensional class field theory, Galois Groups and their
Representations (Y. Ihara, ed.), Adv. Stud. Pure Math., Bd. 2, Kinokuniya-North
Holland, Amsterdam, 1983, pp. 103-152.

H. Matsumura, Commutative ring theory, Cambridge Univ. Press, Cambridge,
UK, 1986.

H. Miki, On Grunwald-Hasse-Wang’s theorem, J. Math. Soc. Japan 30 (1978),
no. 2, 313-325.

91



[Mi180]
[Mil36]
[MM99]
[Moo68]

[MS83]

[NSW00]

[OV00]

[Popss]
[QuiT3]

[Ras95]

[Rei37]

[Saf54]

[Sais5]
[Sais6]
[Sal82]

[Ser77]

J. S. Milne, Etale cohomology, Princeton Univ. Press, Princeton, NJ, 1980.

, Arithmetic duality theorems, Academic Press, New York, 1986.

G. Malle und B. H. Matzat, Inverse Galois theory, Springer-Verlag, 1999.

C. Moore, Group extensions of p-adic and adelic linear groups, Inst. Hautes
Etudes Sci. Publ. Math. 35 (1968), 5-70.

A. Merkur’ev und A. Suslin, K-cohomology of Severi-Brauer varieties and the
norm residue homomorphism, Math. USSR Izvestija 21 (1983), 307-340.

J. Neukirch, A. Schmidt, und K. Wingberg, Cohomology of number fields, Grund-
lehren der mathematischen Wissenschaften, Bd. 323, Springer-Verlag, Berlin-
Heidelberg, 2000.

F. Orgogozo und 1. Vidal, Le théoréeme de spécialisation du groupe fondamental,
Courbes semi-stables et groupe fondamental en géometrie algébrique (J.-B. Bost,
F. Loeser, und M. Raynaud, eds.), Progress in Mathematics, Bd. 187, Birkh&user
Verlag, 2000, pp. 169-184.

F. Pop, Galoissche Kennzeichnung p-adischer Kdorper, J. reine angew. Math. 392
(1988), 145-175.

D. Quillen, Higher algebraic K-theory: I, Algebraic K-Theory I, Lecture Notes in
Math., Bd. 341, Springer-Verlag, 1973, pp. 85-147.

W. Raskind, Abelian class field theory of arithmetic schemes, K-Theory and Al-
gebraic Geometry: Connections with Quadratic Forms and Division Algebras
(B. Jacob und A.Rosenberg, eds.), Proc. Symp. Pure Math., Bd. 58.1, AMS,
1995, pp. 85-187.

H. Reichardt, Konstruktion von Zahlkérpern mit gegebener Galoisgruppe von
Primzahlpotenzgrad, J. reine angew. Math. 177 (1937), 1-5.

I. R. Safarevi¢, Construction of fields of algebraic numbers with given solvable
Galois group, Izv. Akad. Nauk SSSR. Ser. Mat. 18 (1954), 525-578, (= Amer.
Math. Transl. 4 (1956) 185-237).

S. Saito, Unramified class field theory of arithmetical schemes, Ann. of Math.
121 (1985), 251-281.

, Arithmetic on two-dimensional local rings, Invent. Math. 85 (1986),
379-414.

D. Saltman, Generic galois extensions and problems in field theory, Adv. Math.
43 (1982), 250-283.

J.-P. Serre, Modular forms and Galois representations, Algebraic Number Fields
(A. Frohlich, ed.), Academic Press, Boston, 1977, Auch in Serres (Buvres III,
pp. 193-268.

92



[Ser92]

[Ser94]

[ST68]

[Son94]

[EGA]

[SGA 1]

[SGA 4]

[SGA 43]

, Topics in Galois theory, Jones and Bartlett Publishers, Boston, 1992.

, Cohomologie Galoisienne, Lecture Notes in Mathematics, Bd. 5,
Springer-Verlag, Berlin-Heidelberg, 1994.

J.-P. Serre und J. Tate, Good reduction of abelian varieties, Annals of Math. 68
(1968), 492-517.

J. Sonn, Brauer groups, embedding problems, and nilpotent groups as Galois
groups, Israel J. Math. 85 (1994), 391-405.

A. Grothendieck, Eléments de Géometrie Algébrique, Bd. 4, 8, 11, 17, 20, 24, 28,
32, Publ. Math. Inst. Hautes Etudes Sci., 1960—67, (in Zusammenarbeit mit J.
Dieudonné).

, Revétements étales et groupe fondamental, Lecture Notes in Mathema-
tics, Bd. 224, Springer-Verlag, 1971.

A. Grothendieck et al., Théorie des topos et cohomologie étale des schémas, Lec-
ture Notes in Mathematics, Bd. 269, 270, 305, Springer-Verlag, 1972.

__, Cohomologie étale, Lecture Notes in Mathematics, Bd. 569, Springer-
Verlag, 1977.

93



